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“无 穷 小 分 析 ” 这 一 名 称 是 由 欧 拉 创始 的 ， 这 正 
是 数学 中 “分 析 ” 一 支 名 称 的 起 源 。 本 书 作者 所 在 的 
布尔 巴 基 学 派对 20 世 纪 的 法 国 数学 教学 改革 作出 了 重 
要 的 贡献 ， 但 也 出 现 了 一 些 消极 影响 ， 例 如 倡导 独立 
于 传统 数学 的 所 谓 “ 新 数学 ”; 也 有 过 只 重视 理论 ， 
而 忽略 计算 的 倾向 。 本 书 是 作者 为 纠正 这 些 偏向 而 设 
置 的 课程 编写 的 。 在 本 书 所 讲 的 无 穷 小 计算 中 , 使 用 不 
等 式 要 比 使 用 等 式 多 得 多 , 而 且 可 用 三 个 词 作为 本 书 的 
提要 : 求 上 界 、 求 下 界 、 逼 近 。 作 者 希望 读者 通过 学 
习 本 书 ， 不 是 只 学 会 一 些 无 穷 小 分 析 中 运算 的 机 械 程 
序 ， 而 是 还 懂得 有 关 “ 直 观 ” 的 概念 。 

本 书包 含 函数 与 映射 的 逼近 及 渐 近 展开 式 、 复 变 
解析 函数 的 基础 、 一 阶 与 二 阶 线性 微分 方程 的 近似 解 
法 与 稳定 性 以 及 贝 塞 尔 函 数 等 。 书 中 有 不 少 新 意 ， 并 
附 有 相当 数量 的 优秀 习题 。 

本 书 可 供 大 学 数学 专业 师 生 选 教 、 选 学 ， 也 可 供 
广大 数学 工作 者 和 相关 专业 人 员 参 考 。 
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《法 兰 西数 学 精品 译 丛 》 序 


随 着 解析 几何 及 微 积 分 的 发 明 而 兴起 的 现代 数学 , 在 其 发 展 过 程 中 , 一 批 卓越 
的 法 国 数学 家 发 挥 了 杰出 的 作用 , 作出 了 奠基 性 的 贡献 .他 们 像 灿 烂 的 星斗 发 射 着 
盗 眼 的 光辉 , 在 现代 数学 史上 占据 着 不 可 蔡 代 的 地 位 , 在 大 学 教科 书 、 各 种 专著 及 种 
种 数学 史 著作 中 都 频繁 地 出 现 着 他 们 的 英名 . 在 他 们 当中 , 包括 笛 卡 儿 、 费 马 、 帕 斯 
卡 、 达 朗 贝 尔 、 拉 格 朗 日 、 蒙 日 、 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 、 传 里 叶 、 泊 松 、 柯 西 、 刘 维尔 、 
伯 罗 华 、 庞 加 莱 、 嘉 当 、 勒 贝 格 、 魏 伊 、 勒 雷 、 施 瓦 艾 及 利 癸 斯 等 这 些 耳 熟 能 详 的 名 
字 , 也 包括 一 些 现今 仍然 健在 并 继续 作出 重要 贡献 的 著名 数学 家 . 由 于 他 们 的 出 色 
成 就 和 深远 影响 , 法 国 的 数学 不 仅 具 有 深厚 的 根基 和 领先 的 水 平 , 而 且 具 有 优秀 的 
传统 和 独特 的 风格 , 一 直 在 国际 数学 界 享有 盛誉 . 

我 国 的 现代 数学 , 在 20 世纪 初 通过 学 习 西方 及 日 本 才 开始 起 步 , 并 在 艰难 曲折 
中 发 展 与 成 长 , 终 能 在 2002 年 成 功 地 在 北京 举办 了 国际 数学 家 大 会 , 在 一 个 世纪 的 
时 间 中 基本 上 跟 上 了 西方 历经 四 个 多 世纪 的 现代 数学 发 展 的 步伐 , 实现 了 跨越 式 的 
发 展 , 这 一 巨大 的 成 功 , 根源 于 好 几 代数 学 家 持续 不 断 的 艰苦 奋斗 , 根源 于 我 们 国家 
综合 国力 不 断 提 高 所 提供 的 有 力 支撑 , 根源 于 改革 开放 国策 所 带 来 的 强大 推动 , 也 根 
源 于 很 多 国际 数学 界 同 全 的 长 期 鼓励 、 支 持 与 帮助 . 在 这 当中 , 法 兰 西 数学 精品 长 期 
以 来 对 我 国 数学 界 所 起 的 积极 影响 , 法 兰 西 数学 的 深厚 根基 、 无 比 活力 和 优秀 传统 
对 我 国 数学 家 所 起 的 不 可 低估 的 潜移默化 作用 , 巨 疑 也 是 一 个 不 容 忽 视 的 因素 . 足 
以 证 明 这 一 点 的 是 : 在 我 国 的 数学 家 中 , 有 不 少 就 曾经 留学 法 国 , 直接 受到 法 国 数学 
家 的 栽培 和 法 兰 西数 学 传统 和 风格 的 需 陶 与 感召 , 而 更 多 的 人 也 或 多 或 少 地 通过 汲 
取 法 国 数学 精品 的 营养 而 逐步 走向 了 自己 的 成 熟 与 辉煌 . 

由 于 语言 方面 的 障碍 , 用 法 文 出 版 的 优秀 数学 著作 在 我 国 的 传播 受到 了 较 大 的 
限制 . 根据 一 些 数学 工作 者 的 建议 , 并 取得 了 部 分 法 国 著 名 数学 家 的 热情 支持 , 高 等 
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教育 出 版 社 决定 出 版 《法 兰 西数 学 精品 译 丛 》 将 法 国 的 一 些 享有 盛誉 并 有 着 重要 作 
用 与 影响 的 数学 经 典 以 及 颇具 特色 的 大 学 与 研究 生 数学 教材 及 教学 参考 书 , 有 选择 
地 从 法 文 原文 分 批 翻译 出 版 . 这 一 工作 得 到 了 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基 
金 的 支持 和 赞助 , 对 帮助 并 推动 我 国 读者 更 好 地 学 习 和 了 解法 国 的 优秀 数学 传统 和 
杰出 数学 成 就 , 进一步 提升 我 国 数学 (包括 纯粹 数学 与 应 用 数学 ) 的 教学 与 研究 工作 
的 水 平 , 将 是 意义 重大 并 影响 深远 的 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2008 年 5 月 
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“现在 的 大 学 生 不 再 会 计算 了 ”, 常常 听 到 物理 学 家 和 工程 师 像 这 样 抱怨 当前 的 
数学 教学 . 必须 承认 这 种 抱怨 是 有 理由 的 . 当 我 们 看 到 一 位 理学 院 二 三 年 级 的 大 学 
生花 了 十 分 钟 才 费 力 做 出 一 次 变数 代 换 或 分 部 积分 时 , 就 不 能 不 感到 十 分 厌烦 , 特 
别 是 (情况 有 时 是 这 样 ) 当 这 位 大 学 生还 自以为是 说 出 一 些 他 所 不 懂 的 无 用 的 废话 ， 
来 为 他 的 无 知 和 笨拙 加 盐 添 醋 的 时 候 @. 

必须 不 要 怕 麻 烦 反 复 说 明 没有 与 “经 典 数学 ” 对立 的 “现代 数学 ", 只 有 从 过 去 
的 数学 延续 下 来 的 今天 的 数学 , 它们 之 间 没 有 鸿沟 , 而 后 者 首先 是 用 来 解决 前 人 留 
给 我 们 的 重大 问题 的 ， 如 果 为 此 在 数学 中 引进 相当 多 的 抽象 新 概念, 那么 只 是 因为 
这 些 概念 可 把 研究 的 注意 力 集中 到 问题 的 核心 , 而 不 考虑 次 要 的 细节 ,从 而 往往 使 
得 在 不 到 50 年 前 还 认为 不 能 达到 的 领域 中 , 可 以 大 踏步 前 进 . 为 了 爱好 抽象 而 抽象 
的 数学 家 , 最 多 只 是 个 平庸 的 数学 家 . 

在 数学 中 引进 新 概念 的 一 个 不 可 忽视 的 后 果 是 : 这 些 概念 可 用 来 “清洗 ”数学 
基础 (特别 在 代数 以 及 几何 中 ) 的 教学 ; 可 笑 的 传统 使 得 其 中 充满 了 废话 以 及 完全 无 
用 甚至 有 害 的 讲述 @. 可 是 当然 所 谓 “ 经 典 ” 数学 的 实体 没有 受到 损害 , 而 且 近代 分 
析 的 基础 即 无 穷 小 计算 总 是 前 三 世纪 的 数学 家 所 造成 的 最 好 的 工具 . 想 要 忽视 它 而 
一 下 子 沉浸 在 最 近代 的 泛 函 分 析 中 , 这 是 在 沙 上 建 房 , 直接 走向 无 成 果 和 说 废话 . 

直到 今年 之 前 , 要 回避 这 种 障碍 是 很 难 的 : 学 生 们 一 方面 接受 着 官僚 体系 所 领 
导 的 中 学 教育 , 其 中 数学 的 教学 内 容 八 上 年 以 来 就 和 现代 数学 脱节 ; 另 一 方面 , 到 了 

G 译 者 注 ; 这 种 情况 是 当年 法 国 数学 教学 改革 娇 枉 过 正 所 造成 的 后 果 , 责任 不 在 当年 的 青年 大 
党 主 着 注 ， 这 些 说 法 值得 探讨 据 泽 才 所 知 点 渍 情况 , 当年 法 国 数学 教学 改革 中 ,曾经 在 初中 
生计 提 入 合 论 ,并且 认 为 几何 可 完全 采伐 来 代替 曾经 取消 过 中 学 中 初等 几何 的 教学 . 这 些 都 
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大 学 里 , 又 要 面 对 为 与 研究 工作 “紧密 结合 ”做 准备 的 近代 分 析 课程 ， 在 两 老 之 问 ， 
他 们 只 有 一 年 在 “预科 *@ 开始 学 习 无 穷 小 分 析 , 学 习 顺利 操作 的 技巧 . 很 快 经 验证 
明了 这 还 不 够 , 于 是 引进 了 名 为 “物理 中 的 数学 方法 " 课程 作为 补充 ; 而 这 门 课程 往 
往 被 数学 家 们 删除 了 , 因为 他 们 把 严格 看 作 比 有 用 更 重要 . 于 是 在 许多 理学 院 中 , 只 
留 下 了 几乎 没有 改变 的 抽象 分 析 课 程 , 其 中 着 重 讲 原理 而 不 重视 计算 . 

新 的 教学 计划 把 大 学 “第 一 阶段" 展开 成 两 年 , 这 样 应 当 使 教学 重新 得 到 平衡 ， 
对 认真 的 大 学 生 提供 坚实 的 技巧 基础 ， 使 他 此 后 能 领会 更 抽象 的 概念 , 而 不 致 只 会 
鹦 赵 学 舌 . 幸好 在 新 的 教学 计划 中 , 特别 是 在 二 年 级 课程 中 , 包含 了 经 典 分 析 的 主要 
部 分 , 像 解析 函数 论 及 微分 方程 论 , 这 些 都 是 可 能 并 且 必须 学 习 的 , 并 不 需要 多 作 抽 
象 的 准备 ,本 书 首先 是 用 来 讲述 这 些 基本 技能 的 (假定 已 知 第 一 阶段 一 年 级 所 学 的 
微 积分 基础 ). 

因此 在 想 学 近代 分 析 以 前 , 必须 “学 会 计算 " 可 是 什么 是 “计算 "? 事实 上 有 两 
种 易于 混 清 的 “计算 ”. 一 方面 有 “代数 计算 ” 可 以 (过 于 简单 地 ) 说 它 的 特性 是 求 出 
等 式 ; 方程 的 解 的 公式 ( 浴 格 鲁 - 撒克逊 型 的 “封闭 公式 ") 提供 了 等 式 的 一 种 原型 . 
这 种 方式 对 使 用 数学 的 人 是 有 了 吸引 力 的 . 我 多 次 接触 到 一 些 工程 师 或 物理 学 家 , 他 
们 认为 数学 必须 是 自动 提供 解 题 公 式 的 一 种 工具 . 

在 分 析 中 也 有 这 种 类 型 的 关系 式 , 并 且 往 往 可 能 很 重要 ; 柯 西 公式 及 傅 里 叶 级 
数 展开 式 就 是 典型 的 实例 . 可 是 我 认为 求 这 类 关系 式 不 是 无 穷 小 计算 的 实质 . 物理 
学 家 有 理由 认为 : 如 果 一 个 定理 不 能 从 数值 上 计算 出 所 求 的 数 或 函数 , 那么 它 就 是 
没有 意义 的 . 他 们 不 需要 纯粹 数学 家 的 不 能 用 于 计算 的 “存在 定理 ". 可 是 说 到 数值 
计算 , 就 要 说 到 “逼近 *. 只 有 给 出 了 近似 计算 一 个 实数 的 步骤 时 , 才能 说 这 个 实数 是 
“已 知 的 ”( 数 学 家 想 做 到 任意 小 的 通 近 , 而 使 用 数 的 人 的 要 求 却 要 低 得 多 ). 如果 记 
住 大 学 第 一 阶段 的 数学 教学 既是 用 来 培养 数学 家 的 , 至 少 也 是 同样 用 来 培养 未 来 的 
物理 学 家 和 化 学 家 的 , 就 会 了 解 为 什么 本 书 中 特别 重视 近似 计算 这 一 方面 . 我 不 是 
要 写 - -本 专门 讲 数值 计算 的 书 , 这 是 另 一 专门 课程 的 主题 . 我 注意 不 引进 不 能 作 数 值 
计算 的 任何 概念 , 而 且 需 要 的 话 , 在 可 作 计算 的 每 一 步 , 指出 理论 上 的 计算 方法 . 

而 且 纯粹 数学 家 轻视 无 穷 小 计算 的 这 一 “平凡 的 " 一 面 , 应 当 是 错 的 . 为 了 懂得 
直到 最 抽象 思维 所 必需 的 “分 析 的 意义 ", 务必 学 会 区 分 : 什么 是 “大”, 什么 是 “jw”， 
什么 是 “重要 的 ", 什么 是 “可 忽略 的 ”. 换 句 话说 , 本 书 所 讲 的 无 穷 小 计算 中 , 使 用 不 
等 式 要 比 使 用 等 式 多 得 多 , 而 且 可 用 三 个 岂 作为 本 书 的 提要 : 

求 上 界 , 求 下 界 , 通 近 . 

采取 这 种 观点 不 是 为 了 方便 而 不 要 严格 , 也 不 是 要 使 无 穷 小 计算 成 为 一 些 穿 站 1 
我 们 应 该 培养 能 思维 的 人 , 而 不 是 制造 机 器 人 , 应 该 使 大 学 牛 懂得 他 所 做 的 , 而 不 是 
教 他 机 械 的 操作 方法 . 懂得 “分 析 的 意义 ”, 就 是 懂得 在 无 穷 小 计算 中 各 种 运算 的 “ 直 
观 * 概念 , 而 且 这 只 有 通过 使 用 很 多 实例 才能 懂得 . 可 是 保证 人 们 真正 达到 这 阶段 的 


@ 详 者 注 ; 这 是 指 原先 法 国 大 学 中 的 第 一 年 , 1966 年 取消 . 


序 ,证 


考验 是 : 知道 所 用 概念 的 确切 定义 , 并 且 用 它们 作出 正确 的 证 明 , 因为 证 明 最 终 不 过 
是 把 直观 “写成 形式 ”而 已 . 

在 这 一 点 上 , 物理 学 家 往往 嘲笑 纯粹 数学 家 总 是 要 证 明 一 切 , 要 “ 搞 得 过 于 繁 
瑞 " 来 证 明 “明显 的 " 结果 . 他 们 并 非 总 是 不 对 . 为 了 不 被 证 明 中 巧妙 的 想法 所 困扰 ， 
初学 者 承认 可 以 接受 的 一 些 结果 , 把 精力 留 下 来 领会 不 “明显 的 ”新 概念 是 有 益 的 @， 
因此 我 毫 不 犹豫 承认 分 析 中 的 一 些 基本 定理 @, 或 向 大 学 生 指 出 : 在 初 读本 书 时 , 可 
以 不 读 用 小 字 印 出 的 较 长 或 较 精细 的 一 些 证 明 . 

可 是 当 物 理学 家 倾向 于 把 完全 不 明显 的 东西 看 作 “ 明 显 的 ”, 并 且 忘 记 了 我 们 的 
“直观 ”是 很 简陋 的 工具 , 有 时 会 把 我 们 引信 歧途 时 , 他 们 就 是 在 危险 的 地 方 冒险 了 . 
与 他 们 之 中 许多 人 所 相信 的 相反 , 为 了 表明 他 们 不 加 讨论 就 承认 的 一 些 结果 是 错 的 ， 
不 需要 去 找 像 没 有 导数 的 连续 函数 那样 “奇怪 的 ”函数 ;“ 龙 格 现象 ”( 第 九 章 , 附录 ) 
表明 : 对 于 我 们 能 想到 那样 “完美 的 " 解析 函数 , 多 项 式 插 值 的 经 典 方法 极 有 可 能 是 
发 散 的 ; 还 有 在 |z| < 1 内 解析 、 在 整个 圆 盘 |z| < 1 上 连续 的 函数 , 而 它 把 圆 |z| = 1 
变换 成 充满 一 个 正方 形 的 曲线 加 

因此 “ 诚 朴 人 的 朴实 信念 " 有 危险 . 在 与 认真 的 实验 人 员 接 触 时 , 对 于 他 们 极其 
细心 以 保证 测量 正确 及 避免 虚假 说 明 , 我 们 不 得 不 感到 震惊 ， 正确 使 用 数学 也 要 同 
样 细心 . 在 某 些 领 域 要 求 得 到 严格 的 工作 习惯 , 而 在 其 他 领域 则 任 其 (或 甚至 鼓励 ) 
随意 、 模糊 和 差不多 一 一 我 不 认为 这 是 好 的 教学 方法 . 

当然 , 我 没有 完全 按照 官方 的 大 纲 编写 本 书 . 对 于 学 完 第 一 阶段 、 并 且 打算 取得 
物理 或 (纯粹 或 应 用 ) 数学 学 士 或 硕士 学 位 的 大 学 生 , 我 首先 要 写 出 看 来 最 有 用 的 内 
容 , 于 是 我 完全 没有 讲 重 积分 与 微分 形式 . 我 还 要 说 一 说 对 于 一 些 同事 所 讲授 “斯 托 
克 斯 型 公式 ” 的 想法 : 他 们 在 第 一 阶段 一 年 级 所 讲 的 不 涉及 精细 结果 , 我 看 这 样 完全 
足够 了 , 因为 按 这 一 阶段 大 学 生 的 水 平 , 讲 精细 结果 只 能 是 无 益 的 9， 相反 地 , 本 书 
中 插入 了 无 穷 小 计算 中 的 许多 问题 , 其 中 或 者 在 教学 大 岗 中 没有 明确 出 现 , 或 者 像 
微分 方程 的 认真 研究 , 放 在 硕士 阶段 课程 中 我 看 是 太 晚 了 . 大 体 上 说 , 本 书 所 讲 的 分 
析 主 要 是 实 或 复 “ 单 变数 ”分析 @. 所 有 数学 家 都 知道 , 从 单 变数 过 渡 到 多 变数 是 一 
次 剧烈 的 “跳跃 ", 由 此 带 来 很 大 的 困难 , 并 且 需 要 引进 全 新 的 方法 另 一 方面 , 单 变 
数 分 析 是 研究 更 一 般 问题 的 主要 工具 . 把 这 种 “转移 ” 放 在 大 学 第 一 、 二 两 阶段 的 结 
合 点 , 我 看 是 完全 合理 的 . 


四 在 根本 上 , 这 相当 于 增加 公理 的 个 数 , 而 这 只 是 逻辑 学 家 所 反对 的 

四 所 有 这 些 结果 都 在 我 所 著 《 近 代 分 析 基 础 》( 巴 黎 , 区 第 埃 - 维 雅 出 版 补 ，1965 年 版 ; 本 书 中 
记 作 [FA]) 中 证 明了 

名 见 [FA], 第 九 章 , 12 节 , 问题 .5, 

@ 按 照 新 教学 计划 , 一 般 的 严格 斯 托 克 斯 公式 在 纯粹 数学 硕士 学 位 的 C3 课程 中 讲授 . 

四 当然 , 在 单 复 变 两 数论 中 , 涉及 一 点 “二 维 问 题 ". 这 对 初等 单 实 变 函 数论 造成 较 大 困难 . 可 是 
只 要 不 从 调和 函数 方面 出 发 研究 解析 函数 , 而 是 使 用 “道路” 及“ 环 路 " 作为 工具 , 有 关 理 论 基本 
土 仍然 是 “一 维 的 ” 


iv. 序 


按照 现行 课时 , 在 第 一 阶段 二 年 级 不 可 能 教 完 本 书 中 全 部 内 容 , 使 用 本 书 的 教 
师 或 大 学 生 必须 在 其 中 做 出 选择 . 然而 我 们 不 禁 希 望 有 一 天 中 学 教育 会 把 现在 还 在 
教 的 数学 中 一 些 旧 内 容 放 在 历史 的 仓库 里 , 从 而 可 把 中 学 后 三 年 空 出 的 时 间 有 效 地 
用 来 教 当前 大 学 阶段 一 年 级 所 教 数学 的 大 部 分 内 容 @. 这 样 最 好 把 只 是 作为 大 学 一 
年 级 教学 大 纲 补充 (一般 省 略 了 ) 的 本 书 前 四 章 内 容 , 加 进 教学 大 纲 里 , 而 其 余 内 容 
就 可 完全 放 在 大 学 二 年 级 课程 中 .我 认为 领会 了 这 些 内 容 的 大 学 生 , 对 于 或 者 为 了 
把 他 的 数学 知识 应 用 于 具体 问题 , 或 者 为 了 攀登 更 高 的 抽象 水 平 ， 再 按 现行 纯粹 数 
学 硕士 的 教学 计划 学 习 , 都 已 做 好 足够 的 准备 了 @. 

在 编写 本 书 时 , 我 有 效 地 使 用 了 尼斯 理学 院 助教 C. 拉萨 尔 夫 人 很 细心 写 出 的 
有 关 课 程 的 笔记 , 还 承 她 帮助 我 为 本 书 审读 校 样 . 我 愉快 地 在 这 里 向 她 道谢 . 


@ 比 利 时 巴 比 的 经 验 表明 , 有 了 良好 的 中 学 教育 , 对 于 学 好 了 的 中 学 生 , 从 6 年 级 起 就 可 在 第 二 


课堂 有 效 地 学 习 积 分 , 而 不 会 遇 到 心理 上 的 障碍 
四 在 本 书 中 ， 我 没有 讲述 教学 大 纲 中 所 涉及 的 代数 .数值 计算 以 及 概率 计算 的 初步 概念 等 部 分 . 


在 下 列 记 号 的 定义 中 , 0 指 的 是 预 篇 , 罗马 数字 指 的 是 章 数 , 阿拉 伯 数 字 指 的 是 
章 中 的 节 数 或 习题 号 数 . 


X—Y X 中 不 属于 Y 的 元 素 所 构成 的 集 : 0, 1 
{a,b) 两 个 个 体 的 耦合 : 0, 1 

XxY 两 个 集 的 乘积 : 0, 1 

Pric, prac 第 一 及 第 二 射影 : 0, 1 

Xi x X2 x + x Xn n 个 集 的 乘积 : 0, 1 

pr z 的 第 7 射影 : 0, 1 

X" 等 于 X 的 n 个 集 的 乘积 : 0, 1 

fIA 函数 或 映射 了 在 集 A 的 限制 : 0, 1 
f(A) 集 A 由 f 映射 出 的 像 : 0. 1 
FB) 集 B 由 f 映射 出 的 北 像 : 由, 1 

天 双 射 f 的 逆 映 射 : 0, 1 

R 实数 集 : 0, 2 

C 复数 集 : 0, 2 

Rz,Iz z 的 实 部 与 虚 部 : 0, 2 

[a, 5], Ja, bl, > 

[a,5bJa, 可 R 中 的 区 间 : 0, 2 

pe sy 无 穷 区 间 : 0, 2 

]—0%,0),] — oo,al 

supA 集 A(cC RR) 的 上 确 界 : 0, 2 


inf A 集 A(c R) 的 下 确 界 : 0, 2 


sup f(z), 
zEA 


匡 1) 


A 中 实 函 数 f 的 上 确 界 及 下 确 界 : 0, 3 


flat+), f(a—) 在 点 ae RR 处 的 右 极限 及 左 极 限 : 0, 4 
(0) 向 量 值 函 数 或 映射 的 导数 或 导出 映射 : 0, 4 
f sa 向 量 值 函数 的 积分 : 0, 4 
sgnz z(E 以 ) 的 符号 函数 : 0, 4 
da,F) 点 a EC 到 闭 集 FcC 的 距离 : 0, 5 
Nz, N41 向 量 的 范 数 , 矩阵 的 范 数 : L, 1 
Du 级 数 的 部 分 和 : 2 
nel 
十 oo 
Dan 双向 无 穷 级 数 的 和 : 1, 2 
> ar 向 量 项 级 数 的 和 : 1, 2 
n=0 
N(A) 矩阵 的 范 数 : 1 习题 16 
f ~ 9g,f(7) ~ g(7) 两 函数 等 价 : 亚 , 3 
f= 0(9),f = o(g) 比较 两 函数 的 兰 道 记号 : 亚 , 3 
ff «glfl> 9g 比较 两 函数 的 哈代 记号 : 亚 , 3 
€ 比较 阶 : 亚 , 3 
C 广义 渐 近 展开 式 中 系数 的 集 : 亚 , 7 
+o0 
frou 反常 积分 : 了 I, 9 
b 
/ru 
反常 性 在 a 或 5 的 邻 域 中 的 积分 : 亚 , 9 
f sat 
T(z) 第 二 类 欧 拉 积 分 , 或 徊 马 函 数 : 亚 , 9 
7 欧 拉 常数 : 亚 , 11 
Bl(p, gq) 第 一 类 欧 拉 函数 , 或 B ( 读 为 贝塔, 希腊 字母 ): JV, 3 
d(f,9) 两 函数 的 距离 : V, 1 
f*yp 两 函数 的 卷 积 : V, 4 
Bn(f) 伯 思 斯 坦 多 项 式 : V, 附录 
7 DG 生 解析 函数 的 导数 : V 6 
ezyexp(2) 复 指数 函数 : VI, 8 


cos z) sin z 复数 的 余弦 与 正弦 : VI, 8 


记 号 


tanz,cotz 
e4z,exp(4z) 


~ 


TVY 


/ fa)dz 


/ flwdu 


j(a;™) 


Pn(z) 

di(f,9), dp(f,9) 
snz, chnz, dnz 
R(t, s) 

HA(z), HA(z) 
JA(z) 

Na(z) 


复数 的 正切 与 余 切 : VI, 8 
矩阵 的 指数 映射 : VI, 8 

道路 4 的 反 向 道路 : VI, 1 

两 条 道路 i 与 42 的 衔接 : VL, 1 


函数 沿 道路 Y 的 积分 : VIL 2 

有 原 函 数 的 解析 函数 f 在 zo 与 z 之 间 的 积分 : VI, 3 
点 a 关于 环 路 7 的 指标 : VI, 6 

沿 无 终点 的 道路 + 的 积分 : VI, 10 


亚 纯 肾 数 f 在 点 a 的 阶 : VIE, 3 
下 在 孤立 奇 点 a 的 留 数 : VIL 4 
2 的 辐 角 : VIL 9 

的 对 数 的 主 值 或 主 支 : VIL, 9 

z 的 入 次 宕 的 主 值 或 主 支 : VE 9 


无 穷 乘积 : VIL, 11 


复 域 中 的 伽 马 函数 : 及 , 4 

伯 努 利 数 : 以 . 5 

伯 努 利多 项 式 : 区 , 5 

按 周期 开拓 了 的 伯 努 利多 项 式 : 区, 5 
两 函数 的 距离 : 信 , 9 

雅 可 比 椭圆 函数 : X, 7 

预 解 和 矩阵: XI, 2 

汉 克 尔 函 数 : XV, 2 

贝 塞 尔 函数 : XV, 4 

诺 伊 曼 函 数 : XV, 4 
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预 篇 


假定 本 书 读者 已 知 读 完 大 学 一 年 级 的 大 学 生 所 应 知 的 代数 及 分 析 概念 (包含 在 
新 的 高 等 教育 教学 计划 第 一 阶段 所 应 授 内 容 中 ). J. 克 莱 因 及 G. 里 布 的 “公式 详解 ” 
(区 第 埃 - 维 雅 出 版 社 , 1964 年 版 ; 本 书 中 简 记 作 K - R) 包含 了 有 关内 容 提 要 . 本 章 
中 要 加 一 些 补充 、 注 释 和 建议 @. 


1. 集 与 函数 


假定 已 知 集合 论 中 符号 &, ,Cc, FZ,U, 门 的 用 法 ; 如 果 Y Cc X,X 一 Y 是 X 中 不 
属于 Y 的 元 素 的 集 . 对 于 两 个 个 体 a,5, 可 联合 作 一 个 新 的 个 体 , 即 它们 的 辜 合 (或 
有 序 耦 合 ) (a,5); 两 个 看 合 (a,8) 与 (a', 5) 相等 必须 且 只 须 a= a’ 与 = 好 注意 不 
要 混淆 耦合 (ob 与 (b,a), 也 不 要 混 消 耦 合 (a,a) 与 个 体 a. 已 给 两 个 (相同 或 不 相 
同 的 ) 集 X,Y, 它们 的 乘积 XxY 是 ae X 与 be Y 所 构成 硒 合 (a,5) 的 集 ; 最 常见 
的 实例 是 平面 Rx 及 ; 当 用 到 集 的 乘积 时 , 必须 总 要 想到 它 . 对 于 任何 元 素 ce X x YY， 
按 定义 , 有 唯一 元 素 ce X 与 唯一 元 素 be Y, 使 得 c = (a,b); 记 a = pric,b = przc, 
并 且说 它们 是 e 的 第 一 与 第 二 射影 . 对 有 限 个 (相同 或 不 相同 的 ) 集 X1,… , Xn, 同 
样 把 n 个 元 素 的 有 限 序列 (zt zz, … ,zn) 的 集 定义 为 乘积 Xi x X2 x … x Xn, 这 里 
对 于 1 < jg< nzi EXy; zj 叫做 z= (z1,7z2,… ,zn) 的 第 了 个 射影 , 记 作 prjz, 当 
所 有 的 Xi 等 于 同一 集 X 时 , 写 出 Xr 来 代替 Xi x … x Xn. 本 书 中 讲 到 的 集 大 部 
分 是 乘积 Rr 的 子 集 . 

假定 已 知 从 集 X 到 集 Y 的 函数 或 映射 了 的 概念 f:X 一 Y; 总 不 要 忘记 X 中 
所 确定 的 函数 或 映射 对 于 每 个 re X, 只 有 一 个 值 f(z). 7 的 图 形 是 耦合 (z, f(z)) € 


@ 译 者 注 : 有 关内 容 也 包含 在 我 国 大 学 数学 专业 的 代数 及 数学 分 析 课程 中 . 
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XxY 的 集 , 在 这 里 > 取 遍 X 中 的 值 . 也 可 写 z 一 f(z) 表示 函数 或 映射 f. 必须 习惯 
于 把 函数 或 映射 看 作 一 个 新 的 个 体 , 而 且 不 要 混淆 函数 或 映射 与 它 的 值 f(z). 

如 果 A 是 X 的 一 个 子 集 , 那么 映射 或 函数 f 在 A 的 限制 是 使 任何 re A 与 
f(z) 相对 应 的 映射 ; 把 它 记 作 f|A, 并 且 注 意 不 要 把 它 与 有 相 混淆 : 函数 或 映射 带 有 
它 的 定义 集 . 相反 地 , 我 们 说 f 是 f|A 在 X 的 开拓 ; 一 个 函数 或 映射 可 能 有 许多 不 
同 的 开拓 . 

如 果 f :X 一 Y 是 从 XX 到 YY 的 映射 ,那么 当 z 取 遍 X 的 子 集 A 中 的 值 时 , Y 
中 相应 元 素 f(z) 的 集 叫 做 集 A 由 f 映射 出 的 像 f(A). Y 的 子 集 B 的 逆 像 广 !(B) 
是 X 中 的 一 个 子 集 , 即 X 中 满足 f(z) es B 的 所 有 元 素 z 构成 的 集 . 

例如 pri :XxY 一 X 是 从 义 xY 到 XX 的 映射 ; 对 于 XxY 中 任何 子 集 C， 
priC 是 X 中 满足 下 列 条 件 的 所 有 元 素 z 构成 的 集 : 存在 着 至 少 一 个 ye Y, 使 得 
(z,y) EC; 对 于 X 的 任何 子 集 A, prTI(A) 是 AxY. 

设 有 映射 了 : X 一 Y; 如 果 f(X) = Y, 了 叫做 满 射 ; 如 果 关系 式 f(z1) = f(z2) 
导致 z1 = zz, f 叫做 单 射 ; 如 果 f 同时 是 单 射 和 满 射 , 它 叫做 双 射 . 在 最 后 一 种 情 
形 , 存在 着 一 个 、 并 且 只 有 一 个 映射 f-1 : Y 一 X 满足 下 列 条 件 : 对 于 任何 ze X， 
1(f(z)) = z; f-! 叫做 了 的 逆 映 射 , 而且 f 是 广 ! 的 逆 映 射 . 

如 果 /:X 一 Y 与 g:Y 一 2 是 两 个 映射 , 那么 从 和 到 2 的 映射 z 一 g(f(z)) 
叫做 g 与 『 的 复合 映射 , 记 作 go 了. 


2. 实数 与 复数 


实数 和 复数 是 分 析 中 两 个 主要 工具 . 应 当 毫 不 犹 移 地 使 用 这 些 概念 , 而 且 特别 
要 经 常 想 到 它们 的 几何 意义 , 尤其 是 对 于 复数 , 要 想到 RR., J (z 的 实 部 及 庶 部 )，|z|， 
元 1/z z 十 2 zz/ 的 几何 解释 . 实数 集 (或 实 直线 ) 记 作 了 ; 平面 及 x 及 上 的 点 (z,y) 
与 复数 z+ 记 没有 区 别 (法 国 过 去 称 复数 是 平面 上 点 的 “ 附 标 ", 这 是 还 不 了 解 “ 代 
数 * 与 “几何 ”没有 区 别 时 的 遗物 ). 我 们 把 复数 集 记 作 C, 而 不 记 作 Rx 由 或 R?, 是 
为 了 提醒 在 C 中 , 除了 及 x RR 中 的 向 量 加 法 外 , 还 定义 了 一 种 乘法 , 于 是 C 就 成 为 
了 一 起 城 ， 
(2.1) 在 直线 及 上 , 注意 区 分 四 种 区 间 : 闭 区 间 [a, 可 即 满足 a < x < 5 的 z 的 集 ; 开 
区 间 ja, bl, 即 满足 a < z <b 的 xz 的 集 (如 果 a < b, 它 就 不 是 空 集 ); 右 半 开 区 间 
a,bl, 即 满足 a < z < 了 的 z 的 集 ; 左 半 开 区 间 Ja, 可 , 即 满足 a< xz <5 的 z 的 集 . 

把 [a,+oo[ (或 la,+ec[) 记 作 满足 z > a (或 z > a) 的 z 的 集 , 并 且 把 ] - o0,a] 
(或 ] 一 o0,al) 记 作 满足 z < a (或 z < a) 的 z 的 集 ; 它们 叫做 无 穷 闭 (或 开 ) 集 . 
(2.2) 已 给 集 A c R; 如 果 存在 着 至 少 一 个 数 ae 了 , 使 得 对 任何 zs A, z < a (或 
z> a), 集 A 就 叫做 有 上 界 (或 有 下 界 ), 具有 这 性 质 的 数 ne RR 叫 的 A 的 一 个 上 界 
(或 下 界 ). R 的 一 个 基本 性 质 是 : 对 任何 非 空 、 有 上 界 的 集 A, 有 A 的 一 个 最 小 的 上 
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界 b, 叫做 A 的 上 确 界 , 记 作 sup A; 它 可 能 属于 或 不 属于 A. 数 5 还 可 由 下 列 两 性 
质 界定 : 

li 对 任何 ze A, 我 们 有 z < 6b; 

2° 对 任何 数 s > 0, 至 少 存在 着 一 个 ze A, 使 得 b-se<z<b. 

同样 , R 中 非 空 有 下 界 的 集 A 有 一 个 最 大 的 下 界 , 叫做 它 的 下 确 界 , 记 作 inf A; 
我 们 有 inf(A) = 一 sup( 一 A) (这 里 -A 是 由 对 称 = 一 -z 作出 的 A 的 映射 ). 

同时 有 上 界 及 有 下 界 的 集 A C RR 叫做 有 界 集 . 
(2.3) 如 果 集 U c R 是 一 些 开 区 间 的 并 集 , 它 就 叫做 开 集 ; R 是 开 集 , 空 集 也 是 开 集 . 
一 些 开 集 的 任何 并 集 是 开 集 ; 两 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

已 给 集 F c R; 如 果 F 关于 有 的 余 集 民 一 F 是 开 集 , F 就 叫做 闭 集 . 民 及 空 集 
是 闭 集 , 任何 (有 界 或 无 穷 ) 闭 区 间 是 闭 集 ， 有限 集 是 闭 集 ; 一 些 闭 集 的 任何 交集 是 
闭 集 ; 两 个 闭 集 的 并 集 也 是 闭 集 . 

如 果 f 是 开 (或 闭 ) 区 间 I c 及 中 的 一 个 连续 实 函 数 , 那么 满足 f(z) > 0 (或 
f(z) >0, 或 flz) =0) 的 zeI 所 构成 的 集 是 民 中 的 开 集 (或 及 中 的 闭 集 ). 

如 果 玉 是 民 中 有 上 界 (或 有 下 界 ) 的 闭 集 , 那么 数 supF (或 infF) 属于 F, 从 
而 是 F 中 的 最 大 (或 最 小 ) 元 素 . 特别 地 , 如 果 f 是 有 界 闭 区 间 工 中 的 连续 函数 , 那 
么 方程 f(z) =0 在 工 中 有 一 个 最 小 根 及 一 个 最 大 根 . 


3. 单 实 变 连 续 函 数 


设 实 函数 f 在 集 X 上 确定 ; 如 果 集 f(X) c 民有 上 界 (或 有 下 界 ) 就 说 函数 了 
有 上 界 (或 有 下 界 ); 数 sup f(X) (或 inf(X)) 叫做 了 在 X 中 的 上 确 界 (或 下 确 界 )， 
记 作 sup f(X) (或 inf f(X)). 函数 f 同时 有 上 界 及 有 下 界 , 就 称 它 为 有 界 ; 说 函数 
|f|:z 一 |f(z)| 有 上 界 , 也 是 一 样 , 即 上 有 界 . 
在 有 界 闭 区 间 工 = [a,4| 上 连续 的 实 范 数 有 常用 到 并 且 很 直观 的 一 些 性 质 . 
(3.1) 在 1 上 的 任何 连续 实 函 数 三 在 工 上 有 界 . 
(3.2) 如 果实 函数 有 在 1 上 连续 , 那么 至 少 存在 着 一 点 zl ET 使 得 f(z1) = sup f (2); 
而 且 至 少 存在 着 一 点 za ET 使 得 f(z2) = inf f(z) (我 们 也 说 f 至 少 在 一 点 达到 它 
的 绝对 极 大 值 , 而 且 至 少 在 一 点 达到 它 的 绝对 极 小 值 ). 
(3.3) 如 果 f(a)f(b) < 0, 那么 至 少 存 在 着 一 点 c ET 使得 f(c) = 0 (我 们 也 说 一 个 连 
续 函 数 不 能 只 改变 符号 而 不 为 零 ). 
(3.4) 在 上 的 连续 实 函 数 有 是 一 致 连续 的 , 这 就 是 说 , 对 任何 e > 0, 存在 着 只 与 = 有 
关 的 数 6 > 0, 使 得 由 关系 式 z' ELz” EI 以 及 |z'-z"|<5 可 导出 |f(z) 一 f(z")| < 2 
承认 这 些 定理 , 且 不 作证 明 像 这 样 并 无 不 便 . 可 是 如 以 下 所 做 , 看 到 只 应 
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用 连续 函数 的 定义 , 以 及 及 中 有 上 界 的 集 必 有 上 确 界 @, 怎样 证 明 这 些 定理 , 还 是 很 
有 教 益 的 . 即使 对 这 些 证 明 不 关心 , 注意 到 除 (3.3) 外 , 省 去 区 间 I 是 闭 的 或 有 界 的 
假设 , 上 列 定理 都 不 存 立 ; 这 样 也 是 有 益 的 ， 

显然 在 及 中 有 无 界 的 函数 , 例如 z 或 z2; 由 于 对 于 z>0 及 |h| <1， 


|(z +h)?— x2|= |(22 + h)h| > (2 — Al, 


在 及 中 连续 的 函数 z 一 z? 不 是 一 致 连续 的 (由 此 证 明 : 连续 与 一 致 连续 涉及 两 不 
同 概念 , 虽然 初 看 它们 是 很 接近 的 ); 函数 1/(1 + z) 在 [0,+oo[ 中 连续 并 且 有 界 , 但 
在 这 区 间 中 不 能 达到 它 的 下 确 界 0. 最 后 , 如 果 连 续 函 数 了 在 开 区 间 ]1, 二 oo[ 中 使 全 
理 (3.1), (3.2) 或 (3.4) 中 的 一 个 不 成 立 , 那么 函数 z 一 f(1/z) 使 这 定理 在 有 界 非 闭 
区 间 ]0,1[ 中 不 成 立 . 
(3.1) 的 证 . 设 A CI 是 使 在 区 间 [a,c| 中 有 界 的 点 c 的 集 ; 这 证 明了 A = 工 由 于 集 A 
有 上 界 , A 在 民 中 有 上 确 界 B, 满足 B < b. 现 要 证 明 8 =b 以 及 be A; 这 样 就 证 明了 定 
理 . 然而 了 在 点 8 连续 ; 因此 有 一 区 间 J] = [8 一 有 ,BB 十 月, 其 中 及 > 0, 使 得 在 IJ 中 ， 


lf(z) — F(A) < 1. 
由 8 的 定义 , 有 一 点 cE 4, 使 得 8 一 h <c< ;由 于 在 [aq 中 及 I 站 J 中 有 界 , 它 在 I 
与 [a,8 十 月 的 交集 中 有 界 . 假定 8<b, 应 有 一 点 < 满足 B<c <B8+h 及 B<c <b 
于 是 了 应 在 [a,c1] 中 有 界 , 换 句 话说 , 应 有 c E A; 因而 8 不 是 A 的 上 界 , 与 假设 矛盾 , 因 
此 必须 有 8 = b, 而 且 IN 站 [a,b 十 冲 二 1 从 而 f 在 I 中 有 界 . 
(3.2) 的 证 , 邻 jp 二 人 因而 对 任何 z ET f(z) < /如果 不 存在 任何 点 z E 1 使 得 


F(z) = 4b, 那么 丽 数 一 二 一 Fz] 就 应 在 I 中 连续 , 而 且 由 (3.1), 也 应 在 工 中 有 界 . 但 由 


EG ) 
假设 ， 和 一 点 二 EL， 使 得 一 二 < f(z) < hh 从 而 二 
个 矛盾 的 结果 . 

(3.3) 的 证 , 假定 例如 f(a) < 0, 了 (5) > 0, 并 且 考 虑 满足 f(z) < 0 的 = E1 所 构成 的 非 空 集 
A; A 有 一 上 确 界 5. 我 们 不 能 有 f(8) < 0; 事实 上 , 在 这 种 情形 下 应 有 8 < b; 既然 了 在 工 中 


连续 , 应 有 一 区 间 J= [5 8+ 腾 ,其 中 及 > 0 使 得 对 于 ze IJ,l7(z)-J(B) < 31f(9)l 


从 而 在 11J 中 ,f(z) < 一 1(8) < 0; 而 这 区 间 应 含 点 y > 6, 又 因应 有 ye A, 于 是 6 
不 应 是 A 的 上 界 , 这 是 荡 深 的 ,我 们 也 不 能 有 7(8) > 0; 因为 这 样 在 区 间 I 站 J 中 , 应 有 
Ia) 一 J(B)| < 二 1(8), 从 而 在 这 区 间 中 , 应 有 f(z) > 1(B) > 0， 但 必然 应 有 > o 从 
而 应 有 VE A, 使 得 8 一 <y < 8, 这 也 是 荒 深 的 . 因此 只 可 能 有 1(8) = 

(3.4) 的 证 , 已 给 一 数 。 > 0, 现 用 A 表示 满足 下 列 条 件 的 点 c e I 所 构成 的 集 : 存在 着 一 
个 5> 0 (与 及 c 有关 ), 使 得 由 关系 式 z' E [a,d,z”€ [a,d 以 及 |z' 一 z"| < 6 可 导出 
|f(z) 一 f(z")|<e. 设 B 是 A 的 上 确 界 . 现在 要 证 明 8=b 以 及 bE A. 由 于 f 连 续 ,存在 

可 译 者 注 : 这 可 用 实数 理论 证 明 - 
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4。 导 数 与 原 函数 概念 的 推广 :5 


着 区 间 了 = [8 一 hh 8 十 六 ,其 中 有 > 0, 使 得 对 于 z eI 站 J, 就 有 |f(z) 一 f(B)| < 5. 由 假设 , 
有 一 点 ce A, 合 得 8 一 <c< 记 设 5> 0 使 得 由 关系 式 a < x/ 和 zs ez 一 zi 和 5 可 


导出 |f(2”) 一 f(z)|<e. 令 6 =inf 人 4)， 要 证 明 对 于 INm[a,8 十 及 中 满足 z' < zx” 及 
Zz 一 z' < 6' 的 z' 及 2z", 仍然 有 |f(z") 一 f(z')| < e. 如 果 z”< c, 这 是 明显 的 ;相反 地 ,2 
及 z" 都 属于 J 因而 有 |f(z) 一 f(B8)| < 31 f(z")—/(0)| < S 由 此 得 |f(z”) 一 f(z")| < 


由 此 可 见 , Be A, 而 且 假 定 8 < b, 就 应 有 86 < c < 6 十 hh, 从 而 6 不 应 是 A 的 上 界 ; 这 是 
荒 雇 的 . 


4. 导数 与 原 函 数 概念 的 推广 


(4.1) 在 分 析 中 , 必须 习惯 于 把 在 任何 R" 空间 取 值 的 单 实 变 向 量 值 映射 作为 个 实 
值 函数 来 使 用 , 特别 是 在 涉及 计算 导出 映射 及 原 映射 的 时 候 . 设 t 一 f(t) 是 在 R" 
中 取 值 的 映射 ; 如 果 F 的 分 量 方 (L < j < n) 在 一 点 to 可 导 , 就 说 这 映射 在 to 可 导 ， 
而 且 在 to 的 导出 映射 六 (to) 是 分 量 为 彤 (to) 的 向 量 . 这 特别 可 应 用 到 矩阵 值 映射 
t 一 Alt), 这 里 4(t) 是 一 个 n 阶 方 阵 , 即 R&R” 中 的 一 个 向 量 , 由 这 些 定义 以 及 函数 
的 积 的 导数 公式 , 可 立即 作出 下 列 公 式 


(GD (AF) = A'(t). FE) + AW).F'(E), 


(4.1.2) (A) BOE) = A'(t)B(t) + A(t)B'(t), 


其 中 f 是 在 R* 中 取 值 的 向 量 值 映射 , 4 及 B 是 在 n 阶 方 阵 的 空间 中 取 值 的 矩阵 
值 映射 (在 (4.1.2) 中 , 要 注意 重视 右边 各 因子 的 阶 ). 同样 , 我 们 常用 到 单 实 变数 的 
复 值 函数 ; 如 果 /与 g 是 工 中 两 个 可 导 复 值 函 数 , 我 们 还 是 有 乘积 求 导数 的 公式 


(4.1.3) EU)900)) = fo + f(g). 


由 此 可 导出 : 在 公式 (4.1.1) 与 (4.1.2) 中 , 当 了 在 C" 中 取 值 , 4 及 B 在 含 复元 素 的 
nn 阶 方 阵 的 空间 中 时 , 这 两 公式 仍然 成 立 . 
(4.2) 设 了 = (所 ) 是 在 有 界 闭 区 间 fw, 中 中 连续 、 在 R" 中 取 值 的 向 量 值 映射 , 我 们 


同样 定义 的 积分 [sw dt 是 Rn 中 的 向 量 , 它 的 分 量 是 数值 人 "jltat. 当 z 在 
[a 本 中 变动 时 , 在 满足 < z < 的 任何 点 x 向 量 值 映射 Ptz) = 三 f(bdt 以 Fa) 
作为 导出 映射 在 点 a 更 准确 地 应 说 ; F 有 一 右 导 出 映射 ”lim 了 + 内 一 POD) 


h—0,h>0 h 
等 于 f(a); 同样 在 点 由 有 一 左 导出 映射 pn， EC 号 一 加 等 于 f(b); 我 们 


0,h>0 
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还 是 说 下 是 了 的 一 个 原 映射 . 
(4.3) 使 用 比 连续 映射 更 一 般 的 映射 的 积分 是 合适 的 . 设 了 是 在 RR 中 有 界 闭 区间 
I= [a,9] 上 确定 、 在 空间 R" 中 取 值 的 向 量 值 映射 ; 如 果 可 把 工分 成 有 限 个 区 间 


[oo a1], [a1, 02],*** , [am-1, am], 


其 中 4a=a0 <al < az<…<am-!1 < am =b, 使 得 在 每 一 个 这 样 的 区 间 中 任何 内 
点 zf 连续 ,而且 使 得 对 于 0<kk<m 一 1, 右 极限 f(ak+) = lim ”f(z) 存在 ,并 


Ta TPO 


且 对 于 1 和 有 < m, 左 极限 f(a 一 ) = Jim f(z) 存在 ; 对 于 f 在 不 连续 点 处 的 


Tak TCak 


值 , 不 加 任何 条 件 ; 那么 就 说 f 在 I 中 分 段 连 续 . 例如 函数 sgnz(“z 的 符号 函数 ") 当 
z<0 时 等 于 -1, 当 z= 0 时 等 于 0, 当 z > 0 时 等 于 1; 它 就 是 一 个 分 段 连续 函数 ， 


ml ak+1 
分 段 和 连续 映射 在 [a, 机 上 的 积分 70)dt 于 是 定义 为 等 于 > ”所 (dt 这 


k=0 
里 在 闭 区 间 [ok,ak+ti] 上 , 当 ak <t< ak+l 时 , 大 区 取 作 f(t); 当 t= ak 及 ok+t1 时 ， 
大 提 分 别 取 作 f(ax+) 及 f(ak+1 一 ); 这 样 天 就 在 有 界 闭 区 间 [ak,ak+l] 中 连续 . 当 
我 们 说 到 一 个 映射 在 及 中 一 个 有 界 闭 区 间 上 积分 时 , 总 要 理解 为 涉及 的 是 在 这 区 间 
中 分 段 连续 的 映射 . 我 们 注意 到 这 种 映射 了 的 积分 不 依赖 于 了 在 不 连续 点 处 的 值 . 
(4.4) 设 了 是 fa, 中 中 分 段 连续 的 向 量 值 映射 . 于 是 映射 


(4.4.1) F(z) = / “pat 


在 [a 中 连续 , 并 且 在 了 的 任何 非 不 连续 点 z, 有 导出 映射 等 于 f(z); 在 [如 内 部 
了 的 不 连续 点 c 处 , F 有 右 导出 映射 等 于 f(c+), 并 且 有 左 导出 映射 等 于 f(c-); 最 
后 , 在 点 a,F 有 右 导 出 映射 等 于 f(a+), 而 在 点 b, 有 左 导出 映射 等 于 f(b 一 ). 我 们 
还 是 把 F 叫做 了 的 一 个 原 映 射 , 形 如 F(z) + A 的 所 有 映射 也 是 f 的 原 映射 , 这 里 
A 是 一 个 常 向 量 . 

(4.5) 在 同样 假设 下 , 还 是 令 


a b 

/ 并 刘 二 = 1/ f(Ddt = F(a) — F(b). 

b a 
我 们 仍然 有 积分 计算 的 通常 法 则 
(4.5.1) f swat {sat { rat=0, 
其 中 a,b,c 是 任何 实数 ; 

b b 

(4.5.2) / "(Ff(0) + g(t)dt = { sa+ { gta 


b 
(4.5.3) / 7 Af(t)dt = 和 f(t)dt, 


4。 导 数 与 原 函数 概念 的 推广 <“ 


其 中 入 是 及 中 任何 纯 量 ; 关系 式 (4.5.3) 可 推广 为 
b 
(4.5.4) / (AF(t)dt =A / “Gd 


其 中 4 是 有 实 元 素 ([o, 晶 中 的 常数 ) 的 任何 n 阶 方 阵 . 而 且 如 果 f 在 C" 中 取 值 ， 
对 于 复 常数 和 (4.5.3) 仍然 成 立 ; 对 于 有 复元 素 的 常数 矩阵 ，(4.5.4) 也 仍 成 立 . 
设 yp 是 在 [a,9] 中 分 段 连续 的 数值 函数 , 并 且 除 在 有 限 个 点 处 外 , p(z) > 0; 于 


是 函数 再 (z) = c 十 大 p(t)dt 在 [o 中 中 是 严格 递增 的 (K 一 RR, 第 62 页 ); 对 于 在 区 
间 便 (a), (5)] 中 分 段 连续 的 任何 向 量 值 映 射 了 , 我 们 有 变数 代 换 的 公式 : 


$(b) 由 
(4.5.5) [ra= { fe 


$(a) 
上 列 公式 可 这 样 导出 : 把 区 间 [a, 分 成 有 限 个 区 间 , 使 f(B(t)) 及 p(t) 在 其 中 每 一 
个 内 连续 , 然后 对 每 一 个 这 样 的 区 间 应 用 经 典 的 公式 (K 一 R, 第 82 页 ). 

最 后 , 如 果 t 及 wv 是 区 间 [o, 中 分 段 连 续 实 值 函数 w 及 v' 的 原 函 数 , 我 们 有 
通常 的 分 部 积分 公式 


(4.5.6) . i: u(t)v (tdt = u(b)v(b) — ula)v(a) — / ; u(t)v(t)at; 


导出 上 列 公 式 也 是 要 把 区 间 [4,9 分 成 一 些 子 区 间 , 使 w 及 vw 在 其 中 每 一 个 内 连续 . 
当 丽 数 u 及 v 有 复数 值 时 , (由 于 (4.1.3)) 对 于 向 量 值 或 方 阵 值 映射 , 我 们 仍然 有 与 
(4.1.1) 及 (4.1.2) 相 类 似 的 公式 : 


(4.5.7) Ww F(t = A(D).F(b) — A(a). f(a) 一 fa A'(D.F (tdt, 
(4.5.8) 人 40BOOU = 4OBO-4(ojB(a) — 六 机 的 B 的 入 


sh 因 交 我 们 会 有 有 问 全 导 生 用 人 因此 必须 
会 毫 不 犹 玉 地 、 几 乎 自动 地 使 用 它们 ， 
2 最 后 我 们 往往 必须 考虑 含 一 个 个 条 变 吉 的 积分 所 表示 的 函数 或 里 射 


(4.6.1) I(t) = 上 F(z,t)dr, 


其 中 下 是 两 个 实 变数 的 映射 , = 在 及 中 的 有 界 闭 区 间 [a,b] 中 变动 ,上 在 及 中 任 一 开 
区 间 J 中 变动 ; F 可 能 是 一 向 量 值 映 射 , 并 且 对 te J 的 每 个 值 , 必须 假定 z 一 F(z,t) 
分 段 连续 . 我 们 承认 下 列 两 定理 : 

(4.6.2) 如 果 两 变数 映射 (x,1) 一 F(z,t) 在 乘积 [a, 3] x J C R? 中 连续 , 那么 I(t) 在 J 
中 连续 . 
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(4.6.3) 如 果 偏 导数 (ed) 在 [a,4] x J 中 任何 点 存在 , 并 且 在 这 乘积 中 连续 , 那么 
I(t) 在 J 中 有 连续 的 导数 , 并 可 由 “符号 站 下 求 导数 ”的 菜 布 尼 茨 公式 给 出 : 


(4.6.4) I(t)= “可 cba 
这 些 定理 可 推广 到 含 多 个 参 变量 情形 : 如 果 
1(t,s) = fe, t, s)dz, 


其 中 三 个 变数 的 孙 数 或 映射 (z,t,s) 一 F(x,t,s) 是 连续 的 , 那么 (t,s) 一 I(t, s) 是 两 
个 变量 的 连续 函数 或 映射 . 
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我 们 往往 要 考虑 在 向 量 空间 R" 中 子 集 上 确定 、 并 且 也 在 这 种 空间 取 值 的 映射 ， 
于 是 必须 用 到 这 类 空间 中 称 为 “拓扑 ”的 一 些 性 质 ; 我 们 承认 这 些 性 质 而 不 作证 明 ， 
并 且 首先 对 平面 R? 的 情形 进行 叙述 . 在 下 面 (特别 是 对 于 从 第 六 章 开始 的 应 用 ), 把 
R? 中 的 点 看 作 复数 是 方便 的 ( 换 句 话说 , 用 C 代替 R?). 
(5.1) 我 们 记得 : 对 于 aeC 及 任何 > > 0, 满足 |z 一 a| =7 的 所 有 点 2 二 z+iy EC 
的 集 是 心 为 a、 半径 为 + 的 圆 . 满足 |z 一 a| <r 的 所 有 点 z 的 集 叫做 心 为 a、 半径 为 
r 的 开 圆 盘 , 满足 |z 一 al < 7 的 所 有 点 z 的 集 叫 做 心 为 a、 半径 为 + 的 闭 圆 盘 . 如 果 
一 个 集 A CC 包含 在 一 个 闭 圆 盘 内 , 它 就 叫做 有 界 ; 也 就 是 说 , 当 z 取 遍 A 中 的 值 
时 , |z| 的 集 有 界 . 
(5.2) 设 有 集 U c C; 如 果 对 任何 as U, 存在 着 半径 充分 小 (但 > 0) 的 一 个 开 圆 盘 
|* 一 中 <r 完全 包含 在 U 内 , 那么 U 叫做 一 个 开 集 . 整个 平面 C 是 开 集 , 空 集 引 也 
是 开 集 (因为 空 集 不 含 任何 点 , 从 而 涉及 集中 点 的 性 质 自动 成 立 ). 开 圆 盘 是 开 集 ; 半 
平面 岂 z > a,Jz > a,Rz < a 或 Jz < a 是 开 集 ; 开 环形 m <|z-al<r2(0<ri <r2) 
是 开 集 ; 更 一 般 地 , 如 果 f 是 在 C 中 连续 、 在 R 中 取 值 的 函数 , 那么 满足 f(z) > 0 
的 z 的 集 是 开 集 . 一 些 开 集 的 任何 并 集 是 开 集 ; 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 
(5.3) 设 有 集 F C C; 如 果 它 的 余 集 C -下 是 开 集 , 那么 下 就 叫 一 个 闭 集 . 整个 平面 
是 闭 集 , 空 集 也 是 闭 集 . 有 限 集 是 闭 集 ; 闭 圆 盘 是 闭 集 ; 如 果 f 是 在 C 中 连续 、 并 且 
取 实 数值 的 函数 , 那么 满足 f(z) > 0 的 z e C 的 集 (或 满足 f(z) =0 的 ze C 的 集 ) 
是 闭 集 . 一 些 闭 集 的 任何 交集 是 闭 集 , 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 
(5.4) 已 给 C 中 一 点 列 {zn} 及 一 点 ae C; 我 们 记得 如 果 距 离 |zn 一 al 的 序列 趋 近 
于 0, 就 说 这 点 列 以 a 为 极限 (或 收敛 于 a). 闭 集 F CC 还 可 由 下 列 条 件 确定 : 对 于 
属于 下 、 并 上 且 在 C 中 有 极限 a 的 任何 点 列 {zn}, 我 们 有 a € F. 如 果 下 是 一 个 非 空 
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闭 集 , 并 且 不 是 C, 对 于 任何 点 asC 一 F, 把 大 于 0 的 数 ipf jz 一 a| 叫做 从 a 到 下 


的 距离 , 记 作 d(a, FF); 可 以 说 它 是 包含 在 开 集 C -下 内 、 心 为 a 的 最 大 开 圆 盘 的 半 
径 . 总 是 至 少 有 一 点 zo E F, 使 得 |z 一 a| = d(a,F)(zo 是 了 中 与 a “最 近 ” 的 点 )) F 
中 也 可 能 有 无 穷 多 个 这 样 的 点 . 

(5.5) 如 果 U 是 C 中 一 个 非 空 开 集 , 并 且 不 是 C, 那么 至 少 有 一 个 T 的 边界 点 , 这 就 
是 说 , 它 是 一 点 a 七 UU, 并 且 是 U 中 一 个 点 列 的 极限 . U 的 所 有 边界 点 的 集 , 叫做 TU 
的 边界 , 它 是 C 中 的 闭 集 . 例如 如 果 U 是 一 个 有 限 集 F 的 余 集 , 就 是 U 的 边界 ; 
每 个 开 圆 盘 |z - ao| < r 的 边 输 是 贺 |z -a| = ”; 它 也 是 满足 |z 一 a| > r 的 所 有 z EC 
组 成 的 开 集 的 边界 , 这 一 开 集 叫做 圆 盘 |z - al < r 的 外 部 . 已 给 开 集 U 中 一 个 边界 
点 a 以 及 TU 中 确定 (但 在 点 a 不 确定 ) 的 一 个 向 量 值 映射 f; 如 果 对 于 U 中 趋 近 于 
a 的 任何 点 列 {zn}, 序列 {f(zn)} 趋 近 于 c, 就 说 当 ze U 趋 近 于 a 时 , f(z) 趋 近 于 
极限 c. 这 一 极限 概念 比 关 于 实 变 函 数 或 映射 的 更 精细 . 例如 当 U=C- 1{0},a=0 
时 , 只 是 对 于 通过 0 的 任何 半 射 线 L,f 在 LNU 的 限制 在 点 0 有 极限 , 还 不 能 保证 
了 在 点 0 有 极限 ; 例如 如 果 取 f(z) = z/|z|, 对 于 任何 半 射 线 工 :t 一 teat > 0), 我 们 
有 (iei8) = ex, 因此 对 于 了 在 LNU 的 限制 在 点 0 有 极限 , 但 这 极限 与 工 有关, 而 
f 在 点 0 却 没 有 极限 . 

我 们 注意 : 在 开 集 U c C 中 确定 的 映射 或 函数 f(z) 在 点 ae U 连续 , 就 是 说 当 
“在 T- {a} 中 趋 近 于 a 时 , f(z) 的 极限 存在 , 并 且 等 于 f(a). 

如 果 下 是 C 中 的 闭 集 , 开 集 C 一 下 的 边界 点 叫做 下 的 边界 点 ; 这 些 点 属于 

F.F 中 不 是 边界 点 的 点 叫做 FF 的 内 点 .这 样 一 点 a 的 特性 是 : 存在 着 一 个 开 圆 盘 
lz 一 a| <r(r > 0) 完全 包含 在 内. 
(5.6) C 中 的 有 界 闭 集 (也 叫做 紧 集 ) 由 于 它们 的 特殊 性 质 从 而 起 着 重要 的 作用 . 如 
果 一 个 这 样 的 集 K 包含 在 开 集 U 内 , 那么 距离 d(z,C 一 U)(z e K) 在 K 中 的 下 确 界 
是 严格 正 的 ; 换 句 话说 , 存在 着 一 数 a > 0, 使 得 对 于 任何 点 z & K, 心 为 >、 半径 为 
a 的 圆 盘 包 含 在 U 内. 这 对 无 界 闭 集 不 正确 , 例如 取 由 关系 式 z > 0,zy = 1 所 确定 
的 闭 集 F 以 及 包含 下 的 开 集 y > 0, 就 可 看 出 这 一 点 . 

在 紧 集 KK C C 中 连续 的 实数 值 函 数 f 具有 (3.1), (3.2) 及 (3.4) 等 性 质 的 推 
广 ; 了 在 KK 中 有 界 , 并 且 在 K 中 达到 它 的 绝对 极 大 及 极 小 值 ; 而 且 f 在 K 中 一 臻 
连续 , 换 句 话说 , 对 于 任何 。 > 0, 存在 着 只 与 = 有 关 的 一 数 5 > 0, 使 得 由 关系 式 
zz EK,z"EK 及 |z' 一 z"| 6 可 导出 |f(z')—f(2")| < e. 

关于 紧 集 K 中 复数 值 连续 函数 的 另 一 性 质 : 对 于 一 个 这 样 的 函数 ,f(K) 仍然 
是 C 中 的 一 个 紧 集 . 
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(5.7) 在 及 上 向 基 空 间 EE 中 取 值 的 平移 线性 映射 8 是 在 及 上 确定 的 映射 , 它 的 形状 
是 o:t 一 at+b 其 中 a 及 4b 是 巨 中 的 向 量 . 及 中 一 个 有 界 闭 区 间 [a, 由 通过 这 映 
射 所 成 的 像 叫 做 EE 中 的 一 个 闭 线 段 , a(a) 及 a(8) 叫做 这 线段 的 端点 . 

在 了 中 取 值 的 分 段 平移 线性 映射 是 在 及 中 有 界 闭 区 间 [a, 8| 上 确定 、 并 且 有 下 
列 性 质 的 映射 存在 着 有 限 个 点 


ae=a<at<az<.…<an-l<oan 一 有 


使 得 在 每 个 区 间 [ak akj(0 < kk < n 一 1) 中 ,1 与 一 个 平移 线性 映射 重合 . [a, 9] 通 
过 ! 的 像 叫做 下 中 的 折线 ， 
(5.8) 设 U CC 是 一 开 集 ; 如 果 对 U 中 任意 两 点 a,b 存在 着 在 U 中 取 值 、 在 及 中 一 
个 区 间 [a, 8] 中 确定 的 一 个 分 段 平移 线性 映射 1, 使 得 I(a) = a,1(8) =b, 那么 就 说 UU 
是 连通 的 ; 我 们 还 说 U 中 任意 两 点 可 用 包含 在 U 中 的 一 条 折线 连接 起 来 . 可 证 明 下 
列 一 个 等 价 的 定义 : 如 果 不 可 能 把 U 写成 没有 公共 点 的 两 个 非 空 开 集 U1 及 Us 的 
并 集 , U 就 是 连通 集 . 例如 , 满足 Rz 关 0 的 z Ee C 组 成 的 集 不 是 连通 集 , 因为 它 是 
没有 公共 点 的 两 个 非 空 开 集 Rz > 0 及 Rz < 0 的 并 集 . 反 过 来 , 复 平面 C 本 身 、 开 
圆 盘 、 圆 盘 的 外 部 以 及 开 贺 环 都 是 连通 集 . 

有 一 个 公共 点 的 一 些 连 通 开 集 的 并 集 是 连通 集 : 反 过 来 , 两 个 连通 开 集 的 交集 
不 一 定 是 连通 集 . 
(5.9) 已 给 确定 在 开 集 U c C 中 的 一 个 向 量 值 映射 f; 如 果 对 于 任何 zs U, 存在 着 
一 数 5 > 0, 使 得 圆 盘 |z - zo| < 5 包含 在 U 内 , 并 且 f 在 这 圆 盘 内 是 常量 , 就 说 f 
在 U 中 局 部 是 常量 . 在 一 个 连通 开 集 U C C 中, 局 部 是 常量 的 f 就 是 常量 . 事实 上 ， 
设 1: [a,8] 一 U 是 一 分 段 线 性 映射 ; 采用 (5.7) 中 的 记号 , 只 须 证 明 


Flax+1)) = Flan)). 
但 在 区 间 lak, ak+] 中 , 映射 + 一 (L(t)) 连续 , 并 且 导 出 映射 是 零 , 从 而 f 是 常量 
(5.10) 以 上 对 C 叙述 的 一 些 定义 和 结果 , 容易 推广 到 空间 R" 或 C" 中 ; 我 们 在 本 书 
中 很 少 用 到 这 些 推广 , 请 读者 自行 作出 推广 . 


@ 译 者 注 : “Fonction linéaire afine” 似 译 为 “平移 线性 映射 " 为 好 . 该 词 中 所 含 "affne” 一 词 是 
我 国 在 20 世纪 初 引进 的 . 当时 我 国正 引进 并 研究 射影 几何 , 于 是 把 与 “射影 映射 或 变换 "上 一 at 
相应 的 “映射 或 变换 "# -at +b 译作 “ 仿 射 映射 或 变换 *. 实际 上 , 这 种 映射 或 变换 以 及 *affine” 一 
词 与 “射影 " 无 关 , 似 译作 “平移 线性 映射 或 变换 * 为 好 . 初等 平面 解析 几何 中 的 “平移 旋转 变换 ” 
就 是 一 种 “平移 线性 变换 ”， 
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1. 初等 运算 


(1.1) 求 一 个 未 知 实数 z 的 上 界 , 就 是 找 出 一 个 已 知 数 b, 使 得 可 以 证 明 必 然 有 z < 65; 
这 数 5 叫做 zx 的 一 个 上 界 . 同样 , 求 zx 的 下 界 , 就 是 找 出 一 个 已 给 数 c, 使 得 c < >， 
并 且 c 叫做 z 的 一 个 下 界 . 求 > 的 上 界 , 或 求 -z 的 下 界 , 可 以 同样 进行 . 往往 要 同 
时 求 z 的 上 界 和 下 界 , 把 z 包含 在 一 个 已 知 区 间 中 , 这 也 和 写 出 绝对 值 |z -a| 的 上 
界 是 一 回 事 , 这 里 a 是 区 间 的 中 心 : 


lz—algr. 


(1.2) 对 于 复数 , 我 们 求 它们 的 实 部 、 虚 部 的 上 界 或 下 界 , 而 且 最 常见 是 求 它 们 的 绝 
对 值 的 上 界 或 下 界 ; 换 句 话说 , 复数 只 能 通过 这 些 数 的 实 值 函数 中 介 , 才能 进行 求 上 
界 或 求 下 界 的 计算 ; 我 们 记得 : 复数 之 间 的 不 等 式 没有 意义 . 

(1.3) 求 上 界 及 求 下 界 的 计算 法 则 只 是 由 实数 的 初等 不 等 式 导出 的 . 由 实数 之 间 的 不 
等 式 


(1.3.1) cgrgb, 
a gvet 
可 导出 
(1.3.2) c++c r+r <b+b, 
(1.3.3) c-bgr-zr bce. 
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为 了 求 两 实数 和 的 上 界 (下 界 ), 我 们 求 每 一 项 的 上 界 (下 界 ). 为 了 求 差 式 2 一 2 
的 上 界 , 我 们 求 z 的 上 界 及 z' 的 下 界 ; 为 了 求 了 一 z/ 的 下 界 , 我们 求 8 的 下 界 及 
的 上 界 . 
同样 , 当 只 涉及 严格 正 数 时 , 由 不 等 式 


rp 


1.3.4 
( ) 0<eg<zrgb 


可 导出 

(1.3.5) 0<cce szz < bb’, 
(1.3.6) QO<e/ly <z/r < ble. 
换 句 话说 : 


为 了 求 两 严格 正 数 的 乘积 的 上 界 (下 界 ), 我 们 求 每 个 因子 的 上 界 (下 界 ). 为 了 
求 两 个 严格 正 数 的 商 z/z' 的 上 界 , 我 们 求 分 子 的 上 界 及 分 母 的 下 界 ; 对 于 z/z' 的 下 
界 , 我 们 求 分 子 的 下 界 及 分 母 的 上 界 . 
(1.4) 对 于 求 复数 的 绝对 值 的 上 界 及 下 界 , 必须 注意 对 于 复数 , 和 与 差 起 着 同样 的 作 
和 崩 , 可 是 对 于 正 数 却 不 是 这 样 . 另 一 方面 , 求 绝对 值 的 下 界 , 只 有 求 得 严格 正 数 时 才 
有 用 . 因此 对 于 复数 , 上 列 有 关 和 式 的 法 则 必须 修改 如 下 : 

由 不 等 式 


(141) 0O<eglzlgb, 0<e glz|gV 
可 导出 
(1.4.2) max(0,c—b,c —b) <|z+tz| gb+b, 


只 有 当 两 数 cb 与 co 一 5 中 有 一 个 是 严格 正 数 
时 , 上 式 中 左边 的 不 等 式 才 有 意义 (用 几何 语言 来 
说 , (1.4.1) 中 每 一 个 不 等 式 表 示 z (或 2') 在 圆心 
为 O 的 一 个 晤 环形 内 , 而 且 只 有 当 这 岗 圆 环 彼此 
不 相交 时 , 才 可 求 得 z 与 z 的 距离 以 > 0 的 一 数 
为 下 界 ) (图 1). 

反 过 来 说 , 对 于 复数 的 乘积 与 商 , 由 于 公式 |zz| = |z|.|zi, (1.3) 中 的 法 则 不 必修 
改 ; 换 句 话说 , 由 不 等 式 (1.4.1) 可 导出 


图 1 


(1.4.3) 0<ec' < |zz'| < bw’, 


(1.4.4) QO<c/b lz/z| < b/e. 


1. 初等 运算 :13， 


(1.5) 在 同一 项 计算 中 , 我 们 经 常 要 反复 应 用 这 些 法 则 ; 例如 , 对 于 四 个 复数 z,y, z,， 
只 要 |z| > | 引 我 们 就 有 


于 < 加 + 
z+t Iz| 一 二 
对 于 绝对 值 , 求 下 界 总 是 比 求 上 界 困难 得 多 : 例如 , 要 求 三 个 复数 和 的 绝对 值 |z + 
8 十 直 的 下 界 , 必须 有 |z|, yl,|z| 的 “大 小 次 序 ”的 概念 . 
作为 反复 应 用 求 上 界 的 例子 , 引用 很 常用 的 误差 求 和 法 则 : 由 不 等 式 


lz1—alge, |z2—a2|<e2, ,|zn — an| < en, 
其 中 ak 及 zw 是 一 些 复数 , 可 导出 
|(z1 二 22+ 二 2n) 一 (G1 二 a2 十 … 十 an)| < E61+62 十 十 En: 
(1.6) 对 于 一 个 “ 复 向 量 ” 或 一 组 n 个 复数 
z= (zi:22*: ,Zn) EC™ 
令 
(4.6.1) lz = sap(|za|,|z|，…… |) 


这 个 正 数 叫做 z 的 范 数 . 由 这 定义 , 对 于 两 个 复 向 量 z',z”, 我 们 有 


(1.6.2) zz < z+ lz 
并 且 对 于 任何 复数 
(1.6.3) lz = 人 .lz 


含 复元 素 的 一 个 n 阶 方 阵 4 = (aik) 可 以 看 作 C” 中 的 向 量 ; 于 是 由 定义 , 我 
们 有 |4|| = sup(lostl). 对 于 任何 向 量 z e Cn 以 及 任何 n 阶 方 阵 B, 由 此 可 导出 关 
EL 


于 上 界 的 不 等 式 


(1.6.4) 14.zl < nila.llzll, 


(1.6.5) 14BI| < nllAll.all. 


因此 求 复 向 量 的 范 数 的 上 界 问 题 立 即 化 成 求 复数 的 绝对 值 的 上 界 问 题 . 

上 列 定义 特别 可 应 用 于 实 向 量 z= (z1,… ,zn) ER" CC". 
(1.7) 当 我 们 考虑 在 任何 集 E 中 确定 的 ( 实 ) 函数 f 及 9 时 , 如 果 对 任何 ze E, 有 
g(z) < f(z), 就 说 函数 f 是 函数 g 的 上 界 (或 者 说 9 是 1 的 下 界 ). 因此 求 函 数 上 界 
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或 下 界 的 计算 化 为 所 考虑 函数 在 孔 中 每 点 处 函数 值 上 界 或 下 界 的 计算 . 我 们 往往 把 
也 分 解 成 几 个 集 , 而 在 所 考虑 的 E 的 不 同 子 集中 , 求 出 不 同 函 数 作为 已 给 函数 的 上 
界 (或 下 界 ). 

(1.8) 在 下 列 意义 下 , 求 函 数 的 上 界 和 下 界 可 以 用 于 “ 解 ” 形 如 


(1.8.1) f(z)<A 


的 不 等 式 (f 是 实 值 函 数 , A 是 常数 ): 我 们 不 求 满足 不 等 式 (1.8.1) 的 所 有 z e 也 构 
成 的 整个 集 F, 只 是 证 明 它 包含 一 个 容易 确定 的 非 空子 集 G. 为 此 , 要 求 的 一 个 上 
界 g :f(z) < g(z), 使 得 可 以 确切 定 出 (z e)E 中 满足 g(z) < A 的 所 有 z 构成 的 集 
G, 显然 ER2 G. 


2. 级 数 与 极限 


(2.1) 本 书 在 很 初等 的 水 平 上 , 首先 要 考虑 绝对 收敛 (实数 或 复数 项 ) 级 数 ; 非 绝对 收 
化 的 收 全 级 数 的 研究 , 往往 是 没有 普遍 研究 方法 的 一 个 难题 . 级 数 z1+z2+… 十 zn 十 … 
的 绝对 收敛 性 的 研究 , 由 定义 , 就 是 正 项 级 数 


| 巴士 | 弛 | 士 … 士 lo 十 … 


的 收敛 性 的 研究 , 并 且 这 种 研究 归根 结 底 总 是 归结 为 应 用 唯一 的 比较 原理 ， 
(2.2) 如 果 inytn 是 两 个 正 项 级 数 的 一 般 项 , 并 且 如 果 对 于 任何 n (或 只 是 对 于 nn 之 
ni0),0 < un < vn, 那么 如 果 级 数 


i 
收 敏 ,那么 级 数 Ui 十 U2 十 … 十 Un 十 '… 也 收 化, 并 且 我 们 有 
(2.2.1) 十 U2 十 十 Un 十 和 员 十 U2 十 十 Un 十 …*， 


如 果 一 般 项 是 tn 的 级 数 发 散 ， 那么 一 般 项 是 Un 的 级 数 也 发 散 . 

当 所 考虑 的 级 数 不 是 从 某 一 项 起 各 项 都 是 正 数 时 , 注意 绝对 不 要 应 用 这 一 原理 . 
(2.3) 正 项 级 数 的 收敛 性 (或 复数 项 级 数 的 绝对 收敛 性 ) 的 研究 可 化 成 求 它 的 一 般 项 
的 上 界 问题 . 在 后 面 第 二 章 中 , 可 以 看 到 在 实用 中 遇 到 的 大 多 数 情形 , 我 们 怎样 处 理 
这 一 问题 . 对 于 绝对 收敛 级 数 的 和 , 有 求 上 界 与 求 下 界 的 法 则 . 


N oo o0 
= > hnl < |D ju 
n= n=1 


n=N+1 
{2.4) 绝对 收敛 级 数 的 好 处 是 : 对 于 一 般 是 un 的 这 种 级 数 , 任意 改变 各 项 次 序 而 得 
的 级 数 仍然 是 绝对 收敛 的 . 确切 地 , 这 就 是 说 , 对 于 从 > 1 的 整数 集 到 它 本 身 的 任何 


oo 


< 2 lunl. 


n=] 


(2.3.1) 对 于 任何 N， 


Un 
1 


2、 级 数 与 极限 15. 


双 英 m 如 果 令 vn = ut 那么 一 般 项 是 un 的 级 数 绝对 收 全 ,并 且 s = 》 un 等 


n=1 
于 #= 大 Un. 
n=1 
事实 上 , 如 果 mm 是 整数 o(1),o(2),… ,c(n) 中 最 大 的 一 个 , 由 定义 , 我 们 有 


党 
ll 二 + oa 十:… 十 lan| 有 hal+ ual + e+ lim) > hunl, 


n=1 
而 且 由 此 立即 导出 一 般 项 是 ww 的 级 数 绝对 收 敏 ， 令 sn 二 uns 二 并 wk， 对 于 任何 
k=1 k=1 


E > 0, 存在 着 一 个 整数 no, 使 得 对 任何 p > 1,|unti| 十 … 十 |un+tp| < si 设 mo 是 整数 
go 1(1),… ,go ~!(no) 中 最 大 的 一 个 ; 于 是 如 果 n > mo, 我 们 有 o(n) > no, 并 且 由 上 述 及 
vn 的 定义 可 导出 : 对 于 n > mo, 就 得 到 对 任何 p > 1,]vnti| 十 … 十 |vn+tp| < 6. 另 一 方面 ， 
差 式 sfno 一 sn 等 于 满足 下 列 条 件 的 vw 的 和 : 1 < < mo, 并 且 上 的 形式 不 是 ao-!(h), 其 中 
六 和 no; 这 些 wk 的 和 就 是 若干 个 wa 项 的 和 , 其 中 每 项 满足 h > no; 从 而 有 |sm。 一 sno| < <， 
由 于 在 上 面 已 得 : 对 于 n> no 及 n> mo, 我 人 有 |sn 一 snol 和 < 及 |s -so| < ,于 是 
导出 |s sn| < 3e, 取 极 限 就 有 |s' - s| < 3e. 由 = 是 任意 的 就 得 到 结论 . 
必须 注意 上 列 命 题 对 于 非 绝 对 收敛 的 收敛 级 数 不 成 立 (习题 1). 
(2.5) 设 {nx} 是 严格 增 的 > 1 的 整数 序列 ; 对 于 一 般 项 是 wu 任何 级 数 , 与 部 分 序列 
{mx} 相对 应 的 一 般 项 是 v = uw 的 级 数 , 叫做 已 给 级 数 的 部 分 级 数 ， 一 个 收敛 级 
数 的 部 分 级 数 一 般 不 一 定 收敛 , 一 般 项 是 (-1)"/m 的 交错 级 数 就 可 表明 这 一 点 , 其 
中 偶数 阶 各 项 的 部 分 级 数 就 不 收敛 . 反 过 来 说 , 如 果 考 虑 一 般 项 是 w 的 绝对 收 伊 级 
数 , 那么 它 的 任何 部 分 级 数 绝 对 收效 , 并 且 我 们 有 


(2.5.1) us 和 > usl< Dhunl. 
k=1 k=1 n=1 
事实 上 , 对 任何 整数 p, 显然 有 
喇 
Duny| < halt hal te + uns < > hunl, 
k=1 n=l 


这 就 证 明了 部 分 级 数 绝对 收敛 , 再 取 极限 就 得 到 关系 式 (2.5.1). 
显然 , 一 般 项 是 wu 的 部 分 级 数 的 和 也 是 一 般 项 是 ww 的 级 数 的 和 , 这 里 wn = 
an 如 果 n= nkiun = 0, 如 果 nn 关 任 一 个 nk 如果 工 是 形 如 mx 的 整数 组 成 的 集 ， 


和 六 ww 也 可 写成 ”un (根据 (2.4), 各 项 次 序 与 和 没有 关系 , 这 里 不 会 出 现 混 消 ). 
n=1 nel 


采用 这 种 记号 , 显然 有 


三 


nel 


< Dlunl, 


nel 


(2.5.2) 
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而 且 如 果 工 与 了 是 > 1 的 整数 集中 没有 公共 元 素 的 两 个 无 穷 子 集 , 就 有 
(2.5.3) 3 = 
nelUJ nel neJ 
(2.6) 我 们 有 时 考虑 所 谓 “ 双 向 无 穷 级 数 ”， 其 中 各 项 人 的 指标 在 ( 正 或 负 的 ) 整数 
集中 变动 .对 于 级 数 an; 如 果 两 级 数 》、 an, 3a_。 之 中 每 一 个 收 伍 (或 绝 


一 n=0 n=l 


对 收敛), 已 给 双向 级 数 就 叫做 收 仇 (或 绝对 收 仇 ), 并 且 作 为 定义 ， 车 an 的 和 等 于 


oo oo Pe 
Dan+t 2 a 


n=0 


(2.7) 考虑 各 项 an 是 Cr 中 向 量 的 级 数 ; 如 果 每 个 复数 项 prj(an)(1 < j < 的 级 
数 收 化 (或 绝对 收敛 ), 就 说 已 给 向 量 项 级 数 收 敛 (或 绝对 收敛 ); 作为 定义 ， 六 a, 的 


n=0 


和 是 分 量 为 和 式 三 men 的 向 量 ; 这 也 是 部 分 和 sn = be 序列 在 Cr 中 的 极 


限 . 由 定义 (1.6.1) 3 由 (2.2), 要 使 一 般 项 为 an 的 级 数 绝对 收 全 必须 而 且 只 须 范 数 
lanll 的 级 数 收 敛 , 并 且 我 们 有 


(2.7.1) 


i 
< Dolanll. 
n=0 


请 读者 把 前 面 的 结果 推广 到 向 量 项 级 数 . 

(2.8) 在 要 证 明 向 量 序列 {an}n>1 的 极限 存在 时 , 往往 有 用 的 方法 是 “变换 序列 成 级 
数 ”; 这 表明 可 把 an 看 作 一 般 项 为 un = an - an-1 的 级 数 的 部 分 和 (为 了 方便 可 取 
ao = 0), 于 是 下 列 两 种 说 法 是 等 价 的 : 序列 {an} 有 极限 等 于 s, 或 者 说 一 般 项 为 un 
的 级 数 收敛 , 并 且 有 和 s. 当 能 应 用 (2.2) (从 而 用 到 求 上 界 的 计算 ) 来 证 明 一 般 项 是 
un 的 级 数 绝对 收敛 时 , 上 述 方法 特别 方便 . 


3， 中 和 值 定理 


(3.1) 如 果 a < b, 并 且 如 果 f 及 g 是 [a,4] 中 分 段 连续 的 实 值 函 数 , 在 了 及 g 的 所 有 
连续 点 处 (从 而 可 能 除 在 有 限 个 点 处 外 ), f(z) < g(z), 那么 我 们 有 


b 
(3.1.1) 让 了 (二 </ glt)at, 


如 果 在 f 及 9 的 所 有 连续 点 处 , f(z) = g(z), 上 列 等 式 才 可 能 成 立 . 细 分 区 间 [a, 冲 ， 
事实 上 就 可 把 两 函数 / 及 9 化 到 都 是 连续 的 已 知情 形 . 


3. 中 人 和 值 定理 .17， 


特别 地 , 如 果 我 们 知道 : 
1° 了 在 [a, 引 中 分 段 连续 ; 
2° 除去 在 不 连续 点 , f(z) > 0; 


Be f(t)at = 0, 
那么 可 以 断定 , 除去 在 不 连续 点 处 , 在 [a, 中 , f(z) = 0. 
(3.2) 由 不 等 式 (3.1.1), 可 导出 分 析 中 求 上 界 及 求 下 界 的 最 重要 的 方法 , 即 中 值 定理 : 
如 果 a <b, 并且 在 [中 中, m < f(z) < M (或 只 在 f 的 连续 点 ), 那么 对 于 [ab 中 
任何 可 积 函 数 9 > 0, 我 们 有 
(32.1) ji / ”ds / " pWoldat < M VA dt， 
而 且 对 于 9 = 1, 特别 有 
(3.2.2) mb—a)< / l f(t)dt < M(b — a). 


当 g 不 是 非 负 时 , 注意 不 要 应 用 (3.2.1)! 
对 于 任何 分 段 连续 实 值 函数 , 不 等 式 (3.1.1) 特别 给 出 


b b 
(8.2.3) | f sa < /yo 
由 此 得 : 如 果 在 f 的 连续 点 , |f(z)| < M, 并 且 如 果 在 [a,4] 中 , 9 > 0, 那么 
b b 
(3.2.4) | rosod| < ma { gta 


(3.2.3) 及 (3.2.4) 中 的 上 界 是 最 常用 到 的 . 
(3.3) 由 于 下 列 命题 , 中 值 定理 也 可 应 用 到 复 值 函 数 的 积分 : 
(3.3.1) 对 于 [a,j 中 任何 分 段 连续 的 复 值 函数 ,我们 有 


/ "f(D 


( 换 句 话说 , 对 于 复 值 函数 , (3.2.3) 仍然 成 立 ). 
b 
事实 上 , 把 复数 / f(t)at 写成 三 角形 式 reia(r > 0), 并 且 令 g(t) = ef(0); 于 


b 
(3.3.2) < / If(Wlat 


是 有 人 “gd = r 或 把 9 分 成 实 部 和 虚 部 ， 


b b 
9 = 91 + ig2, m=/ ood= 人 gi(t)at, 
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这 是 由 于 上 式 右边 是 实数 . 既然 9; < |gl, 由 (3.1.1) 得 faa < 由 lg9(9lets; 但 因 


lg| = |f1, 这 样 就 证 明了 不 等 式 (3.3.2). 
我 们 注意 : 由 (3.1), 如 果 除 了 在 9 (或 ) 的 不 连续 点 ， 


g1(t) = lg(2)l, 


b b 
我 们 才能 有 (d= ; glt)dt. 换 句 话说 , 如果 对 于 常数 a 除去 在 了 的 不 连续 


点 外 , f(t) = e**|f(t)|, 才 可 能 有 (3.3.2) 中 等 式 . 
(3.4) 当 在 [a,43] 中 确定 的 连续 复 值 函 数 下 在 [o,b 中 除去 有 限 个 点 外 , 处 处 有 导数 ， 
而 且 导 数 是 分 段 连续 的 , 我 们 就 有 


F(z) = 了 F(t)dt 
(其 中 被 积 函数 在 不 连续 点 取 任意 值 ), 并 且 根 据 中 值 定理 , 由 (3.3.2) 可 得 不 等 式 
(3.4.1) IF(6) — F(a@)| < (6— a) sup IE 人 |. 
agt<b 


(3.5) 当 了 在 [o, 引 中 确定 , 并 且 它 的 值 是 复 向 量 f( = (万 的 …, 记 提 ) 时 , 由 定义 
并 由 (3.3.2), 可 立即 得 到 


b b 
(3.5.1) | [ soal < free 


如 同 在 (3.4) 中 那样 , 可 立即 导出 : 如 果 FF 是 在 C" 中 取 值 的 映射 , 在 lo, 如 中 除去 有 
限 个 点 外 , 处 处 有 导出 映射 , 而 且 导 出 映射 F' 是 分 段 连续 的 , 那么 我 们 有 


(3.5.2) IF(6) — F(A) < 凶 一 o) sup IE". 
a<tsb 


(3.6) 多 实 变 函数 的 中 值 定理 可 立即 化 到 单 变数 情形 . 现 只 考虑 R" 中 开 集 U 上 确 
定 的 实 值 函 数 , 并 且 考虑 U 中 a,b 两 点 , 而 连接 它们 的 线段 ( 即 点 (1 一 t)a 十 友 的 集 ， 
其 中 0<t<1) 包含 在 U 中 情形 . 假定 f 在 U 中 有 连续 的 偏 导数 ; 于 是 函数 


g(t) = f((1 ~ t)a + tb) 
在 [0,1] 中 可 导 , 并 且 我 们 有 


9 = D0 e+ 
j=1 


因此 由 (3.4.1)， 
\f(b) — f(a)| = |9(1) — 9g(0)| < sup 人 (9 
Ogt<1 


4. 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 19. 


即 


660 UW < mn, (0 a+ th)| < nM oll, 


其 中 M 表示 所 有 函数 | 六 | 在 端点 是 a 的 线段 5 的 上 界 . 


同样 , 对 函数 
g(t) 一 tg'(to), 其 中 0<to<1 


应 用 中 值 公式 , 令 z = (1 一 如 ja + tob, 我 们 有 


af of 
(3.6.2) Ba 一 Bo; (Co) 


10) -10) -D6 -oy) (eo) 
j=1 


和 
< Db; — ai)sup 
a zcS 


当 我 们 知道 差 式 ea 时 至 om 的 上 界 时 , 上 式 可 给 出 差 式 f(b) 一 f(a) 的 一 个 


更 准确 的 估计 值 . 
当 我 们 知道 了 在 UU 中 有 直到 p 阶 的 连续 偏 导数 时 , 对 9 应 用 泰勒 公式 及 它 的 
余 项 的 上 界 (K - R, 第 63 页 ), 还 可 得 到 f(8) - f(a) 的 更 好 的 估计 值 . 
这 些 结果 可 立即 推广 到 在 Cr 中 取 值 的 映射 情形 . 
(3.7) 中 值 定理 的 好 处 是 : 从 一 个 函数 的 导数 的 上 界 , 可 以 导出 函数 本 身 的 上 界 . 反 
过 来 没有 类 似 的 结果 . 换 句 话说 , 一 个 函数 可 能 随意 小 , 而 它 的 导数 都 可 随意 大 , 函 
数 上 sin?z 就 是 显然 的 例子 . 由 此 推导 出 : 在 分 析 中 , 积分 比 微分 好 使 用 得 多 ; 随 着 
此 后 处 理 各 种 各 样 的 问题 , 都 可 看 出 这 一 点 . 


4.” 柯 西 - 施 瓦 菊 不 等 式 


首先 举 出 下 列 初等 引 理 : 
(4.1) 无 论 a > 0,5 > 0 是 什么 数 , 对 于 任何 上 > 0, 我 们 有 


(4.1.1) 2ab < ta? +t72b2, 


上 列 等 式 只 在 妇 = b/a 时 成 立 . 
这 是 明显 的 , 上 列 不 等 式 可 写成 (ta 一 {1b)? > 0. 
(4.2) (对 于 有 限 和 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ) 无 论 aj,bj(1 < 7 < n) 是 什么 复数 , 我 们 


有 
n 和 La 
< (人 全 - 


(4.2.1) 


n 
>》 asb; 
3=1 
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由 于 上 式 左边 以 》 ,lajll8j| 为 上 界 , 可 限于 考虑 数 a; 及 b; > 0 情形 ; 另 一 方面 , 由 于 
rn 
ajb; = 0, 只 要 两 数 a; 及 b, 中 有 一 个 是 零 , 可 假定 对 任何 j,a; > 0, 并 且 b; > 0, 于 是 由 
(4.1.1), 对 任何 j, 我 人 有 
2ayb; < tra? + t" 763, 


由 此 把 与 不 同 j 相应 各 式 两 边 相 加 , 就 得 到 : 无 论 t > 0 是 什么 数 ， 


(4.2.2) 2Tab < by 可 + 嫉 (3)- 


j=1 


可 是 如 果 令 A = Ds 二 p23 当 t 从 0 变 到 +oo 时 ， (4.2.2) 的 右边 的 最 小 值 是 
| 
2(4B) 二 ,这 是 由 (4.1) 得 到 的 ; 本 四 
(4.3) (对 于 级 数 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ) 设 {an}, {bmn} 是非 负数 的 两 个 无 穷 序列 .如 果 一 般 
项 是 a2 及 如 的 两 级 数 收 化 ,那么 一 般 项 是 anbn 的 级 数 也 收 化 ， 并 且 我 们 有 


(4.3.1) De < (Sa) (Sa) 


n=1 


N 
事实 上 , 部 分 和 总 以 一 个 与 N 无 关 的 数 为 上 界 . 这 是 因为 由 (4.2.1)， 


SE) Be) “Eo) EE) 


在 上 式 中 令 N 趋 近 于 无 穷 大 就 得 到 不 等 式 (4.3.1). 
(4.4) (对 于 积分 的 柯 西 - 施 瓦 芯 公 式 ) 如 果 f.g 是 [a, 趾 中 分 段 连续 的 两 个 复数 值 函数 , 我 们 


有 
" waa < (人 pa (/ popa 


事实 上 , 如 果 上 式 右 边 有 一 个 因子 是 零 , 例如 第 一 个 因子 是 零 , 即 f(t) 除 在 有 限 个 点 外 
到 处 是 零 (3.1.1), 于 是 上 式 左边 也 是 零 . 因此 可 假定 上 式 右边 每 一 积分 > 0. 对 于 任何 s > 0 
及 任何 te fa, 可, 由 (4.1.1), 我 们 有 


(4.4.1) 


(44.2) 21f(bg(b| < sf (OP + 8 lg, 
由 此 积分 , 根据 (3.1.1), 就 得 到 
b b b 
2f val < ef voPate {lotdPas 


考虑 到 (3.3.2), 像 在 (4.2) 中 那样 得 到 结论 
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(4.5) 注意 在 (4.4.1) 中 , 等 式 一 般 不 可 能 成 立 , 除非 有 两 个 不 全 是 零 的 常数 u 有, 使 得 在 于 
及 g 的 连续 点 处 ， 


(4.5.1) af(t) = p90). 
事实 上 , 关系 式 (4.4.2) 可 写成 (s|f(t)| 一 s-!|g(t)|)? > 0, 而 要 这 式 左边 的 积分 为 零 , 由 
66), 只 有 在 连续 点 处, slf(D| -slg(9| =0 时 才 有 可 能 .此 外 , 要 使 | “se = 


b 
|f(t)g(t)lat, 由 (3.3) 必须 而 且 只 须 ,除去 在 不 连续 点 ,对 于 一 个 常数 9, 我 们 有 f(t)g(t) = 


|f(t)g(t)le”. 这 一 关系 式 及 以 上 说 明 可 导出 (4.5.1). 
对 于 (4.2.1) 或 (4.3.1) 中 等 式 情形 , 也 有 类 似 的 结果 . 
(4.6) (闵可夫 斯 基 不 等 式 ) 在 (4.4) 中 同样 的 假设 下 我 们 有 


(4.6) (fiw HOP <(f Hopa +(f pa 


只 须 注意 到 我 们 有 
f rorooras { vrat f ooPa+s f otia 


并 且 用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 求 最 后 一 个 积分 的 上 界 . 
用 同样 的 推理 , 可 以 导出 对 于 有 限 和 、 级 数 和 积分 的 闵可夫 斯 基 的 不 等 式 , 如 同 (4.2) 及 
(4.3). 


习 题 
1) 考虑 交错 级 数 
1-3+3-3+ a 和 
它 收敛 , 但 不 绝对 收敛. 级 数 


是 由 上 列 交错 级 数 重新 排列 而 得 , 可 是 它 是 发 散 的 ( 求 相 邻 接 各 正 项 集合 之 和 的 下 界 )， 
2) 设 f 是 在 区 间 la, C R 中 确定 的 复 值 函数 , 而 且 是 一 个 分 段 连续 函数 f' 的 原 函 数 ， 
假定 f(a) = /(b) = 0 并 且 在 [6 中, |f'(z)| < M. 证 明 我 们 有 


广 rod < me. 


对 于 什么 函数 上 式 两 边 相 等 ? 
3) 设 f 是 区 间 [0,a] C 民 中 确定 的 复 值 函 数 , 而 且 它 是 一 个 分 段 连续 函数 了 的 原 函 数 ， 
并 满足 f(0) = 0. 证 明 我 们 有 


i & fr 
fF roro< $f oP 
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(为 了 化 到 在 [0,al 中 f'(t) > 0 情形 , 考虑 |f'| 的 原 函数 w. 在 这 种 情形 下 , 应 用 柯 西 - 施 瓦 
获 不 等 式 求 f?(a) 的 上 界 .) 什么 时 候 上 式 成 为 等 式 ? 

4 设 了 是 区 间 [0,a] C R 中 严格 增 的 连续 实 值 函数 , 且 满 足 f(0) = 0; 设 9 是 了 的 反 
函数 , 它 在 区 间 [0, f(a)] 中 确定 , 并 且 是 严格 增 的 ; 证 明 对 于 0 < z < a, 以 及 0 和 y < f(a)， 
我 人 有 (" 杨 不 等 式 ") 

= y 
zy < 人/ 了 (dt +/ gl(u)adu, 


上 列 等 式 只 有 在 y = f(z) 时 成 立 . (研究 函数 > 一 zy 一 [sa 的 变化 .) 由 此 导出 下 列 
不 等 式 : 


TY < ar? + by 
对 于 z2>0,y>0,p>1,9=p/(p 一 1),a > 0,5>0 及 (pa)"(qb)” > 1 成 立 ; 不 等 式 
zy< rlogr+e’! 


对 于 z > 0,y 是 任何 实数 时 成 立 . 等 式 情形 怎样 ? 
5) 设 71,72,… ,rn 是 任意 n 个 实数 . 令 


f(z,9) = (z+ ry) (s+ray) (z+rny). 


Of(z,y) 
证 明 : 对 于 满足 及 +k < n 的 任何 整数 及, 多项式 一 5 RBo% 是 形 如 了 十 所 y 的 


hh 十 上 个 因子 的 乘积 , 其 中 ty 是 实数 (应 用 罗 尔 定理 ). 由 此 导出 : 如 果 令 
f(z,W) =2"+ 人 res (re 十 … 十 pngy"， 


那么 对 于 1 < kk <n 一 1, 我 们 有 px-ipk+fi 和 下 ( 令 po = 1). 由 此 导出 : 如 果 这 些 7; > 0， 
我 们 有 可 人 > piG+D. 特别 地 ， 


1 jn 
Rr tr (rira ern) 


(几何 平均 不 等 式 ). 

6) 设 了 是 在 区 间 IC 及 (有 界 或 无 穷 ) 上 确定 的 实 值 函数 . 如 果 zx < z' 是 工 中 任意 点 ， 
并 且 对 满足 z < z < z 任何 点 z, 点 (z, f(z)) 在 连接 点 (z, f(z)) 及 (z', f(z 人 )) 的 直线 上 ， 
那么 就 说 函数 f 在 I 中 是 吓 的 . 这 也 就 是 说 , 对 于 0 < 和 < 1, 我 们 有 


FQz+ (1 Ns) < f(z) + (1— NF). 
如 果 -7 在 工 中 是 西 的 , 就 说 /在 中 是 名 的 . 
证 明 : 对 于 工 中 的 任何 点 族 (z1,z2.… ,zy) 及 满足 条件 X) > 0, > 入 = 1 的 任何 
实数 族 (和 1, 和 2,… ,和 bp) 我 们 有 2 
FO + haga 4 M7) < Af(E1) + Xf(22) + + Mpf (zp). 


b) 要 使 得 实 值 函 数 f 在 工 中 是 凸 的 , 必须 而 且 只 须 对 任何 a € I, 斜率 py(a,z) = 
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四 二 7 人 在 工 - {a} 中 是 增 函 数 由 此 导出 : 在 工 中 任何 内 点 a, 右 导数 有 (a) 及 左 导 


re 
数 及 (a) 存在 , 并 且 我 们 有 久 (a) < 玉 (a)， 如 果 a < 5b 是 工 的 两 个 内 点 , 则 有 f4(a) < 
py(a,b) < fo(b). 

c) 证 明 : 如 果 函 数 f 在 开 区 间 I C 民 中 有 增加 的 导数 , 那么 f 是 凸 函 数 . (应 用 有 限 增 
量 定理 , 按 反 证 法 论证 .) 特别 地 , 如 果 f”(z) 在 I 中 存在 , 并 且 > 0, 那么 f 是 凸 函数 ， 

a) 对 于 z > 0, 下 列 三 个 函数 是 凸 的 : 


一 logz; 对 于 p> 1，zP; 对 于 p > 1,(1+zP)2P. 


应 用 a), 重新 导出 几何 平均 不 等 式 (习题 5) 以 及 下 列 两 个 不 等 式 
Up ig 
Div < GC 3] EE 中 
i 于 于 


其 中 zj,yj > 0,p > 1, 并 且 g = (p 一 1)/p ( 赫 尔 德 不 等 式 ); 


ee 


其 中 zj 及 y > 0,p > 1 (闵可夫 斯 基 不 等 式 ). 
同样 考虑 函数 (1 - z1/?)?, 它 在 p> 1 及 0 < z < 1 时 是 凸 的 , 证 明 不 等 式 


Mp lp 1p 
(2) (Ze +w)) < (>3) 大 (E52) ， 
了 5 了 
其 中 zj 及 yj > 0, 并 且 p > 1 (闵可夫 斯 其 不等式 )- 
7) 注意 到 当 取 遍 满 足 》 z? = 1 的 数列 {2;} 时 , 数 集 > (zi + 妃 )z 的 上 确 界 是 
了 了 


Wp 
(Fe +w)) . 由 此 从 赫 尔 德 不 等 式 导出 闪 可 夫 斯 基 第 二 不 等 式 (习题 6, (2)). 同样 ， 


了 


当 取 亿 满足 a ,za .an = 1 的 个 正 数 的 数列 {zj} 时, 数 集 二 >、zizi 的 下 确 界 是 
气 
《ziza …zn)a/"， 由 此 证 明 不 等 式 
(zt122..: Tn) "+ (Vya Yn) < (Zi + Yi)(T2 + ya) (zn 十 如) 


这 里 zj > 0,y; > 0. 
8) 证 明 不 等 式 


Dtur)™ /Ta /Tw 
(部 ‘( 莒 ] ， 全 


其 中 zj 及 奶 是 正 数 , 0 < r < 1 < p. (如 同 在 习题 7 中 , 对 于 为 > 0 及 》 ,对 = 1 把 


i 
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1/p 
(5 要 看 作 zj 的 上 确 界 ; 然后 令 
了 


CE) 
到 


并 且 应 用 赫 尔 德 不 等 式 及 闵可夫 斯 基 第 一 不 等 式 (1).) 

9) 设 f 是 开 区 间 I 中 的 凸 可 导 函 数 ; 证 明 对 于 任何 z el f(z) 是 数 集 f(y)+(z 一 y)f'(y) 
的 上 确 界 . 

10) 设 z1，… ,zn, 1,… ,yn 是 满足 下 列 条 件 的 2n 个 实数 : 


(Zoo 


其 二 


让 二 


TI1Z>T2Z. ZITn > Yn 
Z1 之 2 加， 
ZT1+72 +Y, 


ZT1 十 Z2 十 十 Tn-1 之 了 妇 十 如 十 … 十 Yn-1， 
Tl1 二 ZT2 十 十 Zn 二 夺 十 十 … 十 yn- 


证 明 对 于 任何 凸 可 导 函 数 f(z), 我 们 有 
f(z1) +f(zaz)+…+flzn) > f(y1) + f(y2) + + fyn). 


(应 用 习题 9, 化 到 证 明 : 如 果 


我 们 有 
zf (21) + Taf (22) 十 … 十 Zn 了 (za) < fz1) + yaf (22) + 7 + nf (zn); 


应 用 f* 是 增 的 这 一 事实 .) 
11) 对 于 p > 1, 设 D 是 由 关系 式 mi > 0(1 < j < n),23 > 9 十 吗 十 … 十 Zh 所 确定 
的 R” 的 子 集 . 证 明 : 如 果 f(z) = (z? 一 2 一 … 一 2)"/?, 我 们 有 : 对 于 D 中 的 zy， 
f(z+Y) > f(z) + f(y)- 
(应 用 赫 尔 德 不 等 式 , 证 明 f(z) 是 zz 的 下 确 界 , 这 里 za > 1, 对 于 2<j< 
j=1 


n,2j 之 0, 并 且 台 十 … 十 强 < 闪 一 1, 这 里 g=p/(p 一 1).) 
12) 设 aj,bj(1 < j < n) 是 满足 下 式 的 正 实数 : 


0o<ms 冯 <M 对 于 1 和 J 和 nm 
5 
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a) 证 明 如 十 mMa? < (M 二 m)ajbj, 并 且 从 而 
DB +mMD < (M+m) dab 
了 3 于 


b) 从 a) 导出 : 我 们 有 
(二 二 2)( 了 好 十 好 十 … 十 b2) 
(arbi + a2b2 十 … 十 anbn)2 
(对 于 n= 2, 应 用 几何 平均 不 等 式 ). 
13) 设 f,g 是 [a, 6] 中 两 个 分 段 连续 函数 , 而 且 在 [a,] 中 , f 递减 , 0 < g(t) < 1. 如 果 


令 人 = 厂 g(t)dt, 我 们 有 


(M 十 mm)2 


4Mm 


b b at 入 
[roa roa< {sa 
只 有 当 / 在 区 中 是 常数 时 ,或 者 当 9 除 在 不 连续 点 外 为 0, 或 在 不 连续 点 为 1 时， 上 列 式 
子 才 可 能 成 为 等 式 . (在 积分 (9(bdt 中 , 让 = 变动 ,并 且 把 它 与 积分 ”J(6)dt 


相 比 较 , 这 里 G(z) = 闪 : Gdt) 


14) 设 w;,a; 是 满足 下 列 条 件 的 实数 : 
12wi>w>-.F>wn20 a2>a>..…>an20 
并 且 设 h(z) 是 区 间 [0,a1] 中 可 导 凸 函数 , 证 明 我 们 有 


h(wiar — waas + -+ (—1)™ lwnan) 
< (1— wt+wat. + (—I)" lwn)h(0) + wih(ai) — wah(a2) 
+ 二 (一 1)" lwnh(an) 
(应 用 习题 13, 取 f(t) = 一 及 (t), 并 且 g(t) 是 分 段 常数 ). 
15) 在 空间 C* 上 , 考虑 非 退化 正 埃 尔 米 特 形式 (zly) = 而 ( 埃 尔 米 特 纯 量 积 ); 
j=1 
在 下 面 , 正 交 及 标准 正 交 基 概念 总 与 这 种 形式 有 关 ， 

a) 设 A 是 含 复元 素 的 n 阶 方 阵 , 证 明 存在 着 一 个 西方 阵 U, 使 得 UAU™' 只 在 它 的 对 
角 线 上 方 有 零 元 素 (这 也 就 是 说 , 关于 C” 的 一 个 适当 的 标准 正 交 基 , 与 A 相应 的 C" 中 自 
间 态 g 有 这 种 形式 的 一 个 方 阵 ; 考虑 9 的 一 个 特征 向 量 , 并 且 就 n 进行 递 推 .) 

b) 证 明 : 如 果 五 是 正 埃 尔 米 特 矩阵 4" 4 的 正平 方 根 , 那么 存在 着 一 个 西 矩 阵 U, 使 得 
A=UH (如 果 g 及 户 是 Cn 中 与 4 及 末 相 应 的 自 同 态 , 证 明 9 (0) = j (0), 并 且 如 
果 V 是 与 g-'(0) 正 交 的 子 空间 , 我 们 就 有 : 对 于 任何 z € V, (g(z)|9(z)) = (hz)lh(z)). 

e) 设 束 , 上 是 两 个 n 阶 正 埃 尔 米 特 矩阵 ; 证 明 我 们 有 Tr (HiH2) > 0 (应 用 公式 
Tr (UAU-!) = Tr (4), 化 到 是 对 角 线 矩阵 情形 ). 由 此 导出 : 如 果 (8 ) 是 五 的 最 大 
特征 值 , 我 们 有 


下 (BE2) < p(Hi) Tr (Ha) < Tr (Hi) Tr (Hs). 


"se 
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16) 对 于 含 复元 素 的 任何 n 阶 方 阵 4, 令 N(4) = (Tr(4*4))3; 我 人 N(4) < 
nl|All, N(4*) = N(4), 并 且 对 于 一 个 西 矩 阵 U, N(V) = Yn. 证 明 对 于 任意 两 个 方 阵 4, B， 
我 们 有 

|Tr (AB)| < N(A)N(B), 
ITr(A) < VaN(A) 


(对 于 第 一 个 不 等 式 , 考虑 乘积 (A* +tB")(4 十 tB), 它 对 任何 t+E 屎 是 正 埃 尔 米 特 的 ; 对 于 
第 二 个 不 等 式 , 应 用 习题 15a)). 由 此 导出 我 们 有 


N(A+B) < N(A) + N(B). 
最 后 , 应 用 习题 15c), 证 明 我 们 有 


N(4B) < N(A)N(B). 


设 det(X1 一 A4) = (CA- AN) 是 反 阵 4 的 特征 多 项 式 . 证 明 我 人 有 开 | < (N(4)) 


| 了 
(应 用 习题 15a)). 
17) 设 互 是 可 北 的 正 埃 尔 米 特 矩 阵 ; 证 明 对 于 两 向 量 z,y E C", 我 们 有 


人 zl < (ziH.D)YIH™ Y) 


(如 果 HH! 是 五 的 正平 方 根 , 注意 有 (zjy) = (TY-z|H37'.y))， 由 此 导出 : 对 于 任何 向 量 
yeC", 我 们 有 


H. 
Wb(H) = WH = inf Fa, 


其 中 z 取 遍 满足 (zjy) 闫 0 的 向 量 集中 所 有 向 量 . 由 此 导出 我 们 有 : 对 于 两 个 可 逆 的 正 埃 尔 
米 特 算 阵 ， 


by (Hi t+ H2) > hy(Hi) + Wy(H2). 
特别 地 , 取 y 作为 C" 中 典范 基 的 一 个 向 量 e;, 我 们 得 到 
det(Hi + Ha) ,det(H1) , det(H2) 
det (HO + HY) det(HO) det(EP) 
其 中 于 6) 表示 矿 中 删 去 指标 为 j 的 行 和 列 而 得 到 的 n 一 1 阶 方 阵 . 
18) 设 a1,a2,aa 是 三 个 正 实数 , cu, ca,cs 是 包含 在 含 a1,a2,a3 的 最 小 区 间 中 的 三 个 被 


减 数 . 
a) 证 明 如 果 我 们 有 ci + cz + cs > al + az 十 aa, 我 们 也 有 


eicaca > alaza3 及 clc2 十 czca 十 cacl > 102 十 0243 十 Q3Q1. 
b) 证 明 如 果 aaazas > ciczcs, 我 们 也 有 


ai 十 aa 十 as 过 cl 十 cz 十 ca 


习 题 27 


c) 证 明 如 果 ala2 + aaas + caal > cicz + c2c3 + cac1, 我 们 也 有 
Ql 二 02 十 a3 之 C1 十 C2 十 C3. 
19) 设 f 是 区 间 [0, 1] 中 的 非 负 增 函 数 . 证 明 存 在 着 在 [0, 1] 中 的 非 负 凸 函数 g, 满足 
easy MR { oder 23 160 
20) 设 w 是 在 区 间 [a, 相 CR 及 中 二 次 连续 可 微 的 函数 , 满足 u(a) = wu(b) = 0, 并 且 对 于 
<t< bul) > 0 证 明 : 或 者 / . 区 从 | 和 发 豚 ,或 者 它 收 线 , 并 且 我 们 有 


ud) 
[ 


wy 4 
(如 果 M 是 ult) 的 最 大 值 , 注意 我 们 有 


从 到 的 


rr 
u(t) 


并 且 如 果 c 是 [o,b 中 满足 u(t) = M 的 一 点 , 在 区 间 [aa 及 [c, 站 每 一 个 中 , 对 习 应 用 有 
限 增 量 定理 .) 


> 六 sup fu'(t2) — w(t)l, 


a<ti<ta<b 
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1. 问题 的 地 位 


(1.1) 假定 已 给 单 实 变数 zx 的 一 个 实数 值 函 数 f,z 在 及 的 一 个 区 间 工 中 变动 ([ 可 
能 是 整个 R); 在 本 章 中 假定 f 在 I 中 有 连续 的 二 阶 导数 (在 多 数 情形 , f 在 I 中 其 
至 是 无 穷 可 导 的 ). 问题 是 要 求 下 列 方 程 的 任意 逼近 的 根 (参看 导言 ): 


(1.1.1) f(z) =0. 


解 一 次 或 二 次 方程 有 经 典 的 公式 ; 当然 , 一 般 说 来 , 想得到 (1.1.1) 的 这 种 类 型 的 
“ 解 的 公式 ”是 荒 订 的 . 可 以 证 明 , 当 f 是 次 数 > 5 的 一 般 多 项 式 时 , 这 已 经 是 不 可 
能 的 . 但 是 甚至 对 于 在 这 里 更 合理 地 提出 的 问题 , 除了 当 f 是 多 项 式 时 外 , (至 少 在 
理论 上 ) 没有 一 般 的 方法 求 得 允 近 的 结果 ; 而 且 甚至 在 多 项 式 情况 , 当 次 数 > 5 时 ， 
即使 用 电子 计算 机 , 理论 上 的 逼近 步骤 ( 见 附录 ) 也 可 能 导致 理 不 清 的 数值 计算 . 我 
们 只 限于 指出 几 种 情形 , 在 这 些 情形 下 , 对 f 作 适 当 假设 , 有 在 (理论 上 及 实际 上 的 ) 
解决 所 提出 问题 的 方法 ; 关于 更 详细 的 情形 , 请 参看 关于 数值 计算 的 专著 ( 见 参 考 文 
献 ). 

(1.2) 即使 区 间 I 是 有 界 的 , 例如 当 f 在 工 的 一 个 子 区 间 中 恒 等 于 零 时 , 方程 (1.1.1) 
就 有 无 穷 个 根 ; 实例 f(z) = x5 sinl 表明 : 即使 f 在 任何 区 间 中 不 恒 等 于 零 , 方程 
(1.1.1) 也 可 能 有 无 穷 个 根 . 

第 一 步 要 用 有 限 个 或 无 穷 个 细 分 点 , 把 区 间 I 分 解 成 一 些 子 区 间 , 使 得 在 每 个 
子 区 间 中 , 已 知 方程 或 者 没有 根 或 者 有 一 个 并 且 只 有 一 个 根 . 如 果 在 每 个 子 区 间 中 ， 
函数 是 单调 的 (K 一 R, 第 222 页 ), 就 可 保证 做 到 这 一 点 : 如 果 /在 子 区 间 中 不 变 号 ， 
就 得 到 第 一 种 情形 ; 如 果 f 在 子 区 间 端 点 取 不 同 符号 的 值 , 就 得 到 第 二 种 情形 . 


2. 试 位 法 29 ， 


例 (1.3) 设 有 函数 
b bo bn 


(1.3,1) jz) = 一 :一 十 十 十 二 6 
T—al 卫 一 02 了 一 Qn 


其 中 al < az <…<an, 所 有 bj 关 0, 并 且 有 相同 的 符号 . 那么 这 函数 在 下 列 每 个 开 
区 间 中 确定 : ] - co aa[l,joitaz[…… ,Jan-1,anl;]an; 二 ool, 而 且 因为 它 的 导数 
i a 0 
{OE-ap GC-ar CG- 
与 b; 的 符号 相反 , 这 函数 在 上 列 每 个 开 区 间 中 是 单调 的 . 又 当 z 从 右边 (或 从 左边 ) 
趋 近 于 a; 时 , 在 (1.3.1) 中 除 By 外 各 项 都 趋 近 于 一 有 限 值 , 于 是 f(z) 的 绝对 值 


2 一 0 


趋 近 于 +oo, 它 的 符号 与 5 相同 (或 相反 ). 由 此 得 出 结论 : 在 nn 一 1 个 区 间 
Janaml (<i<n-l) 


的 每 一 个 中 , 方程 j(z) = 0 恰好 有 一 个 单 根 , 在 区 间 ] - se,ai[ (或 Jan, +ool) 中 , 如 

果 c 与 5 同 号 (或 异 号 ), 方程 有 一 单 根 ; 否则 没有 根 . 

(1.4) 要 把 区 间 工分 解 成 (1.2) 中 所 考虑 那 种 类 型 的 区 间 (或 可 说 是 “把 根 分 开 "), 在 

理论 上 必须 研究 /的 变化 方向 , 也 就 是 导数 f' 的 符号 ; 于 是 就 要 求 方程 f(z) = 0 

的 根 , 而 除了 像 在 (1.3) 中 那样 简单 情形 外 , 这 与 求解 (1.1.1) 是 有 同样 难度 的 问题 . 
在 下 列 第 2 节 , 假定 1=]a, bl, 导数 fr/(z) 在 工 中 不 等 于 零 (从 而 符号 不 变 ), 而 且 


(af <0. 


多 试 位 法 


(2.1) 考虑 f(x) = 0 在 区 间 工 中 的 根 &0; 求 &0 的 近似 值 的 想法 是 : 把 用 在 点 a 及 
4 与 『 取 相 同 值 的 一 次 多 项 式 L(z) (这 是 以 后 要 讲 到 的 “插值 多 项 式 ”( 第 九 章 , 附 
录 ) 的 最 简单 特殊 情形 ) 来 代替 . 由 假设 可 见 工 在 I 中 一 点 
é 处 等 于 零 , 我 们 就 取 它 作为 &0 的 近似 值 (图 2). 现在 问题 
是 要 求 所 造成 误差 | - fo| 的 上 界 . 为 此 要 用 到 下 列 引 理 ， 
它 是 罗 尔 定理 的 推论 : 

(2.2) 设 J 是 民 中 一 个 区 间 ,f 是 在 ] 中 两 次 连续 可 导 的 函 
数 , zo0,z1 是 ] 中 不 同 两 点 , 工 是 在 点 zo,Ti 与 了 取 相 同 值 
的 一 次 多 项 式 : 


(2.2.1) L(z) = 


(z— zo)f(z1) — (7 — zf (ro). 图 2 


TZ1— To 


那么 在 含 r,z0 及 zl 的 最 小 区 间 中 , 存在 着 (与 z 有 关 的 ) 一 点 6, 使 得 我 们 有 


(2.22) /四 一 Le) =37"(O 一 ao 一 
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显然 可 限于 考虑 z 关 zo 及 z 关 zl 情形 ; 考虑 ] 中 z 的 函数 
u(z) = 7(z) 一 L(z) 一 c(z 一 Zo)(z 一 ZI)， 

其 中 常数 c 由 w(z) = 0 确定 ; 由 假设 , 这 是 可 能 的 ， 于 是 我 们 有 w(x) = wu(z0) = 
(zm1) = 0, 并 且 由 罗 尔 定理 , 在 包含 z,zo,z1 的 最 小 区 间 中 , 有 不 同 的 两 点 ,yo, 使 
得 内 (位 ) = wz) = 0. 对 w 应 用 罗 尔 定理 , 就 在 端点 是 ,yz 的 区 间 中 , 得 到 一 点 
<, 使 得 迪 (C) = 0. 可 是 (az) = jwv(z) - 2c, 从 而 c= 3 了 "(0), 再 由 表示 式 u(z) = 0， 
就 得 到 (2.2.2). 由 此 导出 下 列 的 推论 : 
(2.3) 如 果 户 在 中 不 取 值 零 , 并 且 如 果 对 于 本 中 的 5 及 &0,f(&0) =0,LGE) =0, 那 
么 我 们 有 
_1F"(0 

27"(0") 
其 中 5 及 6 入 是 丁 中 的 数 . 于 是 如 果 在 J] 中 ,|f'(z)| >m > 0, 并且 |f”(z)| < M, 我 
们 有 


(2.3.1) 和 一 名 (€— zo)(€ — 21), 


(2.3.2) Ié-éol< l= zollé -ol. 
事实 上 , 由 (2.2.2), 我 们 有 
1(0) = "(OE -zo)(— 21), 
而 且 另 一 方面 , 由 有 限 增 量 公式 , 对 于 端点 是 0 及 的 区 间 中 一 点 人 
(2.3.3) f(€) = (€ — €0)f"(0); 


由 此 得 (2.3.1) 以 及 (2.3.2). 

(2.4) 如 果 (2.3.2) 所 给 出 的 误差 |& 60| 不 足够 小 , 可 重复 进行 这 一 步骤 : 计算 (5)， 
并 且 按 照 它 的 符号 , 根 &0 在 区 间 [a,&] 或 [E, 引 中 ; 对 有 关 区 间 应 用 同样 的 方法 , 就 
得 到 第 二 近似 值 8. 在 理论 上 , 可 把 这 种 方法 应 用 无 穷 次 , 并 且 容易 证 明 得 到 的 数列 
收敛 于 &0 (见习 题 9). 


3. ”用 和 迭代 法 解 x = 9g(z) 


(3.1) 应 用 试 位 法 要 假定 已 知 在 所 考 虐 的 区 间 工 内 , 存在 着 一 个 根 . 在 若干 条 件 下 , 可 
以 得 到 通 近 (1.1.1) 的 这 个 根 的 步 又 , 而 且 同 时 证 明 它 存在 . 有 关 步 又 的 出 发 点 是 有 
限 增 量 公式 (2.3.3): 已 知 f(&0) = 0, 可 见 如 果 可 以 找到 (用 任何 方法 ) 一 数 6, 使 得 
FE) 是 “小 的 ”, 而 导数 j 在 & 的 邻 域内 却 不 “ 太 小 ”, 那么 误差 上 一 如 | 就 是 “小 的 ” 
在 下 述 两 种 求 根 的 方法 中 , 要 明确 这 种 模糊 不 清 的 想法 ,它们 是 分 析 中 有 丰硕 成 果 


3。， 用 选 代 法 解 z = 9(z) :31 


想法 的 实例 . 本 节 先 讲 逼 近 方 法 中 的 选 代 法 (也 叫做 “逐步 逼近 法 ): 本 书 下 面 还 要 
举 出 应 用 这 种 方法 的 实例 . 
(3.2) 在 方程 (1.1.1) 中 , 总 可 令 g(z) = z 一 f(z), 把 这 方程 写成 下 列 形状 : 


(3.2.1) z= g(7). 


于 是 有 下 列 结果 : 

(3.3) 设 zo e I 并且 假定 存在 着 一 个 区 间 [zo 一 c,zo + ol CI 以 及 一 数 9 满足 
0 <q<1, 并 且 有 下 列 性 质 : 

1° 对 于 zo 一 c < zx < zo+c, 我们 有 |g'(z)| < gq; 

2° 我 们 有 lg(zo) 一 zo| < c(1 一 9). 

那么 方程 (3.2.1) 有 一 个 、 并 且 只 有 一 个 根 &0 满足 


To—c<éo rot+e. 


另 一 方面 , 可 用 下 列 关系 式 递 推 确定 一 个 序列 {znj}: 


(D3 对 于 Vi = 
而 且 我 们 有 
(3.3.2) lé&0 一 zn| < cgn; 


因此 序列 {zn} 趋 近 于 &0. 

证 明 序列 {zn} 收敛 的 想法 是 : “把 这 序列 变换 成 级 数 ”( 第 一 章 ，2.8): 如 果 
Zo,… ,Zn 由 关系 式 (3.3.1) 确定 , 并且 属 于 [zo 一 czo + qd, 那么 可 由 (3.3.1) 确 
定 zn+1, 并 且 我 们 有 

Tn+1 — Zn = g(Tn) — g(Tn—1). 
于 是 由 中 值 公式 (第 一 章 , 3.4.1) 及 假设 1°， 
(3.3.3) |zn+l — znl < qlzn — zn), 
又 由 递 推 并 引用 假设 2°, 就 得 到 
(3.3.4) |zn+i 一 zn| 和 glza ~ zo| = gq"(g(z0) 一 zo) < cq"(1 — q); 
由 于 
Zn+l 一 To = (Zn+l 一 Zn) 十 (Zn 一 Zn-1) 十 … 二 (zl 一 2Zo)， 


于 是 得 到 
Ilzn+1—Zol < c(l —q)(1+g+:**+q") ce, 
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换 句 话说 , rzn+l 还 是 属于 [zo 一 c,zo 十 d], 可 见 zn 可 以 无 限 确定 出 来 . 不 等 式 (3.3.4) 
表明 一 般 项 是 zn+l 一 zn 的 级 数 绝对 收敛 , 从 而 序列 {zn} 有 极限 6. 由 9 的 连续 
性 , 在 (3.3.1) 中 取 极 限 就 得 到 6o = g(é0), 并 且 显然 fo 属于 [zo 一 c,zo+ dl. 
另 一 方面 , 从 (3.3.4) 可 导出 : 对 于 m > m 我 们 有 
jzm — zn| < |zn+l — Zn| 十 |zn+2 — Znti|t+ :+ |zm — zm-1| 
(i i Me 
在 上 式 中 令 mm 趋 近 于 +oo, 就 得 到 (3.3.2). 还 要 证 明 &o 是 (3.2.1) 在 I 中 唯一 的 根 . 
而 如 果 & 是 (3.2.1) 的 一 个 根 , 并 且 满 足 zo 一 c < & < zo 十 6, 那么 我 们 有 
&1 —é0=g(€1)— g(é0), 
于 是 应 用 中 值 公式 及 假设 1°, 就 有 
|& — é0| < gléi — éol, 
或 者 有 
0<(1- la -él<0. 
由 于 1 一 g 关 0, 除非 & = 名, 上 式 不 可 能 成 立 . 证 完 . 
(3.4) 借助 函数 9 的 图 形容 易 表示 出 逐步 作出 za 的 方法 (图 3). 图 形 还 表明 : 如 果 
不 要 求 9 的 绝对 值 小 于 1, 这 种 方法 不 能 提供 收敛 于 (3.2.1) 的 根 的 序列 ; 例如 只 须 
取 g(z) =z+z? 及 zo > 0, 就 可 得 到 一 个 趋 近 于 +ee 的 序列 {x}. 


4 和 牛顿 法 


(4.1) 牛顿 法 与 试 位 法 (2.1) 的 想法 很 相似 ; 可 是 在 牛顿 法 中 , 不 取 多 项 式 L, 使 得 方 
程 L(z) = 0 表示 函数 /的 图 形 的 一 条 害 线 , 而 是 使 得 方程 L(z) = 0 表示 与 这 图 形 
的 一 条 切线 的 平行 线 (图 4), 即 


(1.1) L(z) = 8(z)(z 一 zo) + f(z0)- 


4. 牛顿 法 3 


只 要 已 知 f(zo) 充分 小 , f' 在 区 间 [zo 一 c,zo+d] 中 不 太 
小 , 而 且 变化 得 “充分 慢 ”, 牛顿 法 也 可 用 来 选 代 , 而 且 
用 来 证 明 在 有 关 区 间 中 根 的 存在 与 唯一 性 准确 地 说 : 
(4.2) 设 zo ET; 假定 存在 着 两 数 c> 0, 入 > 0 具有 下 列 
性 质 : 

1° |f (zo0)| < ce/2A; 

2。 对 于 区 间 [zo 一 c,zo 十 d] CI 中 的 点 z,2 我 们 有 


(4.2.1) [F(z)| > 1/X; 

(4.2.2) |P(z) — fF (| < 1/2X. 

在 这 些 条 件 下 , 方程 f(z) = 0 在 区 间 [zo 一 czo 十 c] 中 有 一 个 、 并 且 只 有 一 个 根 &0. 
此 外 , 如 果 {znjn20 是 [zo 一 c,zo 十 d 中 任 一 点 列 , 可 确定 这 区 间 中 一 个 点 列 {zn}， 
使 得 


f(zn) 
f'(zn) 


(4.2.3) Wntl = Lh — 


而 且 这 序列 趋 近 于 &0. 
事实 上 , 对 于 工 中 任意 三 数 >, >, 只 要 满足 y < z, 我 们 就 有 (第 一 章 , 3.6.2) 


(4.2.4) |f(z) — f(y)— F(z)(r—D| < | — 于 要 是 |f (0) — Fa). 


我 们 要 对 n 递 推 证 明 : 如 果 z1,… ,zn 由 关系 式 (4.2.3) 确定 (其 中 n 由 满足 
0<k<n-1 的 kk 代替 ), 并 且 属 于 [zo 一 c,zo+d, 那么 由 (4.2.3) 确定 的 zn+l 也 在 
这 区 间 中 ; 此 外 , 同时 还 可 证 明 : 对 于 n > 1, 序列 {zn} 满足 下 列 关系 式 : 

(4.2.5) [zn — zn-1| < c/2", 

(4.2.6) |f{(zn_)| < cy/2" 和 . 

为 此 , 注意 对 于 n = 1, 由 假设 1%, 关系 式 (4.2.6) 成 立 ; 另 一 方面 , 由 假设 1° 及 
(4.2.1), 我 们 有 


二 


(a 
假定 (4.2.5) 及 (4.2.6) 成 立 , 递 推进 行 论证 . 由 (4.2.3), 我 们 有 


f(zn) = fzn) - f(zn-1) — (Tn — Tn)f (zn-1), 


(4.2.7) Iz1 一 zol = 


于 是 由 (4.2.4), 应 用 (4.2.2) 及 (4.2.5), 就 有 


17(za)l < len 一 Zn-il/2A < e/2° A; 
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这 样 就 证 明了 (4.2.6), 其 中 n 由 m + 1 代替 . 另 一 方面 , 由 (4.2.1) 及 上 列 结果 , 我 们 


有 
f(zn) 


|zn+l 一 Zn| = lan) 


这 样 就 证 明了 (4.2.5), 其 中 n 由 n 十 1 代 蔡 . 由 此 导出 


< c/2n+1i 


1 1 | 
len -aalse(3+ 去 + +2) <e, 


从 而 zn+l 正好 属于 区 间 [zo 一 c,zo 二 dj, 而 且 这 样 递 推 可 以 无 限 进行 下 去 . 由 (4.2.5) 
可 立即 导出 : 一 般 项 是 rn - zn-1 的 级 数 绝对 收敛 , 因此 序列 {zn} 收敛 于 一 极限 
&0 & [zo 一 czo 二 dj; 由 f 的 连续 性 及 (4.2.6), 就 可 推出 f(&0) = 0. 

还 只 要 证 明 在 [zo - c,zo + cj] 中 , f(z) = 0 的 根 的 唯一 性 . 否则 如 果 & 是 这 些 
根 中 的 一 个 , 由 (4.2.4) 及 (4.2.2), 我 们 有 


If' (zn)(é1 — zn+1)| = |f(6) — f(zn) — f (2n)(€1 — zn)| < |&1 — znl/2X, 
由 此 应 用 (4.2.1), 得 到 


上 6 一 zn+ll & | — zn|/2. 


令 n 趋 近 于 +oo, 于 是 得 
人 一 如 | < |é1 一 如 |/2， 


从 而 扣 = 名 . 证 完 . 
(4.3) 由 关系 式 (4.2.5) 可 导出 : 对 于 n < m， 
[zm — znl sc( 二 + 起 + + 寺 ) < ce/2", 
由 此 令 mm 趋 近 于 +oo, 得 
(4.3.1) 6 一 zn| < ce/2™ 


适当 选取 zm, 可 使 序列 {zn} 更 快 趋 近 于 6o . 假定 在 工 中 , |f”(z)| < ,并且 对 于 每 
个 mw 取 zn = zn 由 泰勒 公式 ， 


flon)(to 一 mt) = FE0) = f(zn) = fen)(€o 一 mn)= 3 ~ zm) (0), 
其 中 ge 由 此 得 
(4.3.2) [6 — zatil < lo — zn 


令 4= 了 Ne 由 于 66 一 zol < ,对 志 递 推 ,由 (4.3.2) 容易 导出 不 等 式 


(4.3.3) 上 一 zs s(n)” 
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如 果 cq = Be < 1, 上 式 右边 很 快 趋 近 于 0; 例如 如 果 9 > 1,cg < 1/10, 经 过 m 次 
运算 , 就 可 得 到 准确 到 2" 位 小 数 的 结果 . 例如 对 于 f(z) = zz - N, 其 中 N > 1, 取 
zo 一 Cc> 1, 对 于 zx > zo 一 c, 我们 有 |P(z)| > 2,f"(z) = 2. 如 果 从 与 VN 误差 是 
1/10 的 近似 值 zo 出 发 , 在 

Zn+l 一 3 (= 中 之 ) 


所 确定 的 序列 {zn} 中 , zn 给 出 与 VN 的 误差 是 2 x 10-2” 的 近似 值 . 


附录 ”多 项 式 根 的 分 离 法 


本 附录 中 考虑 单 复 变数 的 复 系数 多 项 式 ; 我 们 知道 (代数 基本 定理 , 参看 第 六 章 , 9.4) 这 
样 的 n 次 多 项 式 可 写成 =<[(z - zx), 其 中 c 取 0; 使 z 有 同一 值 5 的 指标 的 个 数 , 叫 


kl 
做 多 项 式 根 5 的 重 数 阶 . 当 我 们 说 到 多 项 式 包含 在 集 E C C 中 根 的 个 数 时 , 不 确切 说 明 , 就 
意 含 着 “ 按 重 数 阶 计算 ”的 根 的 个 数 , 这 就 是 说 , 满足 zx E 巨 的 指标 的 个 数 . 


1. 两 个 多 项 式 的 结 式 
设 


f(z2) = a0z" + 2 十: 十 an 


(1.1) Cy 
g(z) = boz™ 十 bz 十 十 bm 


是 次 数 为 n > 1,m > 1 的 两 个 多 项 式 , 其 中 ao 0,bo 关 0. 要 使 了 及 9 有 公共 根 , 必须 而 且 
只 须 存 在 着 两 个 非 零 多 项 式 h(z),k(z), 它们 的 次 数 分 别 是 deg(h) < m 一 1, deg(k) < nn 一 1, 
并 且 使 得 我 们 有 恒等式 


(1.2) h(z)f(z) = k(z)g(z). 
事实 上 , 说 f 及 g 至 少 有 一 个 公共 根 , 就 表明 有 一 个 次 数 > 1 的 非 零 多 项 式 p(z), 使 得 
f(z) = p(2)fi(z), g(z) = p(2)g1(z), 


于 是 只 须 取 ji(z) = gi(z),k(z) = f1(z) 就 可 满足 (1.2). 反 过 来 说 , 如 果 我 们 有 恒等式 (1.2)， 
并 且 如 果 f 及 9 彼此 互 素 , 那么 f 就 不 可 能 除 尽 人 因为 大 关 0, 并 且 deg(k) < deg(/). 
如 果 写 出 


h(z) = uo2™ + uz™ mi 


ni2 


k(z) = vo2"™ 1 + vz" 二 十 Vn-1， 
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连同 (1.1) 代入 (1.2), 并 令 (1.2) 两 边 恒 等 , 就 得 到 含 uj 及 vw; 的 m 十 n 个 线性 方程 组 : 


aouo = bovo, 
Qiuo + Qou1 = bivo + bovi, 
Ci 
Qnlm-2 +an-iUum-1 = bmvn—2 + bm--1Vn—1, 
Qnum-1 = bmUn~1, 


而 且 f 及 g 至 少 有 一 个 公共 根 的 条 件 是 这 方程 组 的 行列 式 是 零 . 不 计 符号 , 这 行列 式 可 写成 


ao aa … an 0 0 … 0 
0 a … an an 0 … 0 
0 0 : 0@ Ql aa … an 

1.4 R(1,9) = ， 
3 C0) bo bh ££ bn- bm 0 … 0 
0 bo … bm-2 bm-1 bm … 0 
0 0 … bo bl 加 bm 


它 叫 做 了 及 9 的 西 尔 维 斯 特 结 式 . 
. 多 项 式 在 半 平 面 中 根 的 个 数 


已 给 一 个 次 数 > 1 的 多 项 式 , 有 与 它 典 型 连带 的 一 种 埃 尔 米 特 形式 , 我 们 要 证 明 , 按照 
埃 尔 米 特 的 一 种 方法 , 要 确定 已 给 多 项 式 在 半 平 面 Jz > 0 中 根 的 个 数 , 可 由 估计 连带 埃 尔 
米 特 形式 中 正平 方 数 的 个 数 而 得 . 


考虑 多 项 式 
(2.1) f(z2) = ao 十 alz 十 … 十 an2zn， 
并 且 首 先 与 它 连带 取 多 项 式 
(2.2) f°(2) = 75) = 00+02+ + nz" 


如 果 f(z) = an Te 一 zk), 我 人 有 f(z) = an Tie 一 未 ); 这 种 关系 简单 地 表述 为 : 六 的 


k=1 大 二 1 
根 是 /的 根 的 共 示 复数 . 
现在 作 z 及 z 的 对 称 多 项 式 


ef pe n=ln—l 

(2.3) K(f;z2) = f(z)f°(z) 一 fe f(z) _ bb DO Annznzk 
NN h=0 k=0 

显然 有 


KU = LO FE 


= —K(f;z,2"), 
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而 且 展 开 这 一 关系 式 , 就 得 到 : 
(2.4) Kk = 一 Amk = 一 Ah 


而 无 论 指标 h 及 大 是 包含 在 0 及 一 1 之 间 的 任何 整数 . 由 此 可 断定 


n=-ln-l 


(2.5) H(f;uo,u,::- mn) = DD HAs 
n=0 k=0 
是 合 n 个 变数 的 埃 尔 米 特 形式 . 
考虑 两 个 多 项 式 
(2.6) fi(z) = bo+hz+:.+ brz", 


户 (z) = co+ cz+ + cz’, 
其 中 7 十 s =n. 现在 计算 这 两 多 项 式 乘积 的 埃 尔 米 特 形式 
H(fifa; uo, Wi, ,Un-1), 
立即 可 得 到 
K(fifa;z,2) = falz) f(z K(fi;z,z) + FA(z K(fa;z, 了 


如 果 令 
ge 
K(fiss2) = DD Bae, 
k=0k=0 
直线 
K(f2;z,z) = DY Cue 
rted 
我 们 有 
二 
K(fifaiz,2) = DD Bhe(coz" + czrr! teetert")(G0z* + .+ E+) 
eer 
ce 
+ Cnr(bosr + e+ brent")(boss +e bear), 
h=0k=0 
由 此 得 恒等式 


(2.7) H(fifa; uo us: un-1) = H(fi;vo, v1 vr-1) + H(fa; wo ae- 
其 中 已 令 

(2.8) Vh = cou 十 clUA+L 十:… 十 cauh+s( 姑 一 0 1 ,7 — 1), 

(2.9) wk = Boux + Bugti 十 十 页 kr 人 大 一 0 1 ,3 一 了 


这 是 用 wi 表示 wk 及 wi 的 n = r 十 s 个 线性 形式 . 由 上 列 公式 及 (1.4) 立即 可 得 : 与 这 些 
线性 形式 的 系数 矩阵 相应 的 行列 式 就 是 结 式 R( 户 , 户 ); 因此 如 果 让 及 fz 没有 公共 根 .| 
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述 n 个 形式 线性 无 关 . 如 果 f = 户 户 没有 任何 实 根 , 也 没有 任何 成 对 的 共 却 复 根 ,情况 恰好 
就 是 这 样 . 
另 一 方面 , 注意 对 于 任何 6e C, 令 pc(z) = z 一 4, 我们 有 


K(pe;z,2)=C—6, 
从 而 
H(ge; wo) = (¢ — Ouoiio. 


由 此 如 果 f(z) = an (= 一 zk), 由 前 面 的 公式 及 (2.7) 可 递 推 证 明 : 我 们 有 


k=1 


C2210) HOfsuor tees sun) = lanl DF (mk — ar)Fa(uo un) 了 Gone 
k=1 
其 中 Fs 是 n 个 uj 的 线性 形式 . 前 面 作 的 说 明 表明 : 如 果 f 既 没 有 任何 实 根 , 也 没有 任何 
成 对 的 共 绒 复 根 , 这 些 Fk 是 线性 无 关 的 . 
相反 地 , 假定 f 至 少 有 一 个 实 根 或 一 对 共 思 复 根 ; 也 就 是 说 f 及 ”不 是 互 素 的 . 设 9 
是 了 及 /” 的 最 高 公 因 式 , 并 且 令 f = gfi; 于 是 我 们 有 g” = g, 从 而 K(g;z,z) = 0, 由 此 
从 (2.7) 导出 : 如 果 deg(9) = 7， 


(2.11) 了 (iuoaa sun) = Hfi; woes nr 


因而 n 一 7 个 形式 wo,.… ,aon_r_， 是 线性 无 关 的 . 

这 些 说 明 以 及 惯性 律 可 证 明 下 列 定理 : 
(2.12) 设 g(z) 是 多 项 式 f(z) 及 广 (z] 的 最 高 公园 式 ; 设 7 是 它 的 次 数 ， 并 且 令 = 9 廊 ， 
那么 埃 尔 米 特 形式 昌 ( 了 ) 的 秩 等 于 岂 一 7， 并 且 它 的 符号 差 (p,q)(p 十 9 二 nn 一 " 成立) 是 这 
样 的 : p 是 有 (2) = 0 包含 在 半 平面 Jz > 0 中 根 的 个 数 ，d 是 这 方程 包含 在 半 平 面 Jz < 0 
中 根 的 个 数 ， 

特别 地 ; 
(2.13) 要 使 /(z) = 0 的 所 有 根 都 在 半 平 面 3z > 0 中 ,必须 而 且 只 须 埃 尔 米 特 形式 昌 (f) 是 
正定 的 . 

作 变 数 代 换 z = iz, 同样 可 得 到 多 项 式 广 包含 在 半 平面 及 z > 0 中 根 的 个 数 . 


3， 实 系数 多 项 式 在 一 区 间 中 实 根 的 个 数 


设 /是 实 系数 多 项 式 . 为 了 对 任何 实数 二 确定 了 满足 > > t 的 实 根 x 的 个 数 , 我 们 还 
要 证 明 , 按照 埃 尔 米 特 的 方法 , 只 须 在 与 /相连 带 的 一 个 二 次 形式 中 , 估计 正平 方 数 的 个 数 . 
考虑 实 系数 多 项 式 


(3.1) f(z) =a0+arr+t+: :+anr™ 
以 与 它 相 连带 的 多 项 式 
(3.2) f°(z)= (2—t)f(z). 


附录 ”多 项 式 根 的 分 离 法 “39. 


考虑 工 及 x' 的 对 称 多 项 式 


FP md ek 
(3.3) L(f;z;z') = A ek = 江 》Ankznamw 
h=0 k=0 
其 中 我 们 有 Akn = Anx. 于 是 
n-ln-l 
(3.4) Q(fitio my un)=》 Ankunuk 
h=0 k=0 


是 含 n 个 实 变数 的 二 次 形式 . 
然后 对 于 两 个 实 系数 多 项 式 
2 rr 
的 乘积 , 其 中 7 十 s = n, 考虑 形式 
Qfif2; Uo, ts ,Un-1). 

可 立即 证 明 有 

L(fifa:z,7’) = fa(z)fa(z YL(Fi,z, 5") + f(r)f(z )L(fa; ,2)), 
从 而 与 在 第 2 节 中 一 样 , 计算 得 
(3.6) QFPaiuo yun) = Qfi; vo vr) + Q(fa; Wo, ,we-1), 
其 中 已 令 


(3.7) Uh = COU + CiURHL + + Counts(h = 0,1,... ,7 — 1), 
(3.8) we = boux + biugt1 + "+ brueir(k = 0,1,... ,s— 1). 


考虑 上 列 n 个 形式 的 系数 矩阵 ; 还 可 看 出 这 矩阵 的 行列 式 是 所 及 f 的 西 尔 维 斯 特 结 式 . 因 
此 如 果 fi 及 户 没有 公共 根 , 即 如 果 f = 户 户 没有 重 根 , 上 列 m 个 形式 是 线性 无 关 的 . 

现在 只 考虑 f 没有 重 根 情形 . 对 于 任何 5 € RR, 如 果 令 we(z) = z 一 &, 就 有 

L(ye;z,z') = 一 如 因此 得 Q(pe, wo) = (€ ~ tu 
如 果 we 及 ,Be 及 ,B 关 0, 并 且 如 果 令 wa,a(z) = (z 一 a)? 二 19, 我们 得 到 
Qasg; uo ui) = 2(B (a +t) = (a = t))ud + AF? +t(o ~ t))uow 一 2(a 一 要 
它 的 行列 式 
168*((a+t)? + f°) 

总 是 大 于 0, 因此 涉及 符号 差 是 (1,1) 的 一 个 形式 . 由 于 总 可 把 f 分 解 成 一 次 因子 及 含 苍 
复 根 的 二 次 因子 的 乘积 , 反复 应 用 (3.6) 以 及 关于 形式 (3.7) 及 (3.8) 线性 无 关 的 说 明 , 就 可 
得 到 下 列 定理 : 
(3.9) 如 果 了 是 没有 重 根 的 实 系 数 多 项 式 , 并且 如 果 t 不 是 的 根 , 二 次 形式 QUf) 的 秩 为 
n, 并 且 有 符号 差 (p 十 7,9 十 Tr), 其 中 忆 是 大 于 廿 的 了 的 实 根 个 数 , 9 是 小 于 上 的 实 根 个 数 ， 
并 且 2r 是 复 根 的 个 数 . 

由 于 对 f 的 根 的 绝对 值 , 我 们 知道 求 上 界 (习题 1), 对 于 不 同 上 值 , 应 用 上 列 结果 , 在 原 
则 上 由 数值 计算 就 可 分 离 出 了 的 实 根 - 
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习 题 


1) 设 f(z) = z" 十 4a12"! 十 … 十 an 是 复 系数 n 次 多 项 式 , 设 f(z) = Ice 一 z) 是 
它 的 一 次 因 式 分 解 式 , 并且 令 ma = sup sil 和 
a) 证 明 : 如 果 > > 0 满足 
rm 2 lalr™! + lazlr™ ?+ .+ |anilr + an, 
我 们 有 ro < 7; 由 此 导出 


ro 和 sup (Ee) : 
k=1 
b) 设 (My)ici<n 是 满足 >、 光 = 1 的 nn 个 正 数 的 有 限 序列 ; 证 明 我 们 有 
j=1 


rog sup (Aklak|) 人 
lgkgn 

(应 用 a)). 
c) 从 a) 导出 : 如 果 所 有 系数 ax 关 0, 我 们 有 


nl am 


) 


ro < lar—1l+laz —al+: +lan-i — an|+ jan| 
(考虑 多 项 式 (z - 1)f(z)). 由 此 断定 : 如 果 所 有 oj 是 实数 并 且 > 0, 我 们 有 


Q2 Qm 一 L Qn 
rog sup (on 2 2 ) 
1 -2 Qn-1 


ro<sup (ze 


a2 
al’ 


12 


an-2| lan-1 


d) 从 a) 导出 : 我 们 有 


2) 设 aj(0 < j < n) 是 满足 0< oj < M 的 实数 ; 还 假定 an > 1. 证 明 对 于 多 项 式 
f(z) = ao 二 alz 十 … 十 anzm 

的 任何 根 , 我 们 有 或 者 Rz < 0, 或 者 Rz > 0, 而 且 |z| < (1+ VTT HR7)， (假定 Re > 0， 
注意 我 们 有 |an + 到 二 | > 4 由 此 来 | 并 2| 的 下 界 ) 

3) 设 f(z) 是 次 数 n > 1 的 多 项 式 , 它 的 所 有 根 都 包含 在 半 平面 Jz > 0 内 , 证 明 J'(z) 
的 根 也 包含 在 这 半 平 面 内 . (用 反 证 法 论证 , 考虑 对 数 导数 了 7//) 

4) 设 f(z) 是 实 系 数 多 项 式 . 证 明 /"(z) 的 根 或 者 是 实数 , 或 者 属于 一 些 圆 盘 的 并 集 ; 这 
些 圆 盘 的 直径 是 f(z) 的 其 包 G 复 数 根 的 连 线 . (如 同 习题 3, 用 反 证 法 论证 .) 

5) 设 f(z) = aoz" 十 a1z"! 十 … 十 an 是 复 系数 多 项 式 , 并 且 令 oj = ai +iB;, 其 中 


Qj 及 6; 是 实数 ; 设 


了 P(z) = a0z" +oz™! 


Q(z) = 02" + B12" ++ Bn. 


二 二 Qn 


习 题 .41 


证 明 如 果 /(z) 的 所 有 零点 包含 在 半 平 面 3z > 0 内 , 那么 P(z) 的 所 有 零点 及 Q(z) 的 所 有 
零点 是 实数 . (注意 在 P(z) 或 Q(z) 的 一 个 零点 z, 我 人 有 P(z)+iQ(z) = 土 (P(z) -iQ(z))， 
或 还 有 f(z) = 士 F(3), 并 且 用 反 证 法 论证 .) 

6) 设 了 二 太 , 及 ,万 是 区 间 la, 外 CC 如 中 的 7 十 1 个 连续 实 值 函数 ， 满 足下 列 
条 件 的 序列 《josisr 叫做 施 图 姆 序列 : 1 这 些 fi 在 [a, 中 只 到 零 值 有 限 次 ; 2 如 果 
fo(zo) = 0, fo 在 zo 的 一 个 邻 域 中 是 单调 的 , 如 果 fo 是 增加 的 , 访 (zo) > 0, 如 果 fo 是 减 
小 的 , 户 (zo) < 0; 3? 方 是 一 常数 关 0; 4? 在 [a,9] 中 存在 着 连续 随 数 g1，,… ,gr~1, 使 得 


fo=gfi— fo 
i=gf2— fs, 


fr-2 = gr-ifr-i — fr 


对 于 任何 不 全 是 零 的 实数 序列 {ay]i<y<m, 设 {aici<x<s 是 从 {ayji<jsm 中 取出 的 去 0 
的 项 组 成 的 序列 . 考虑 这 样 的 指标 aa (上 < p 一 1) :ai 与 ain,， 的 符号 相反 . 序列 oj 中 有 
这 种 指标 的 项 的 个 数 叫做 这 序列 的 变 号 数 . 

对 于 任何 z € [a, 机 用 w(z) 表示 序列 


fo(z), f(z),. ,fr(z) 


的 变 号 数 . 证 明 如 果 fo(a) 关 0 及 有 (8) 关 0, 那么 方程 fo(z) = 0 在 [a, 台 中 根 的 个 数 等 于 
w(a) 一 w(b). (考察 当 z 穿越 方程 方 (z) = 0 的 一 个 根 时 , 数字 w({z) 怎样 变化 .) 

应 用 到 了 是 实 系数 多 项 式 及 有 是 它 的 导数 情形 (用 欧 几 里 得 除法 确定 多 项 式 /2,… ， 
所). 应 用 到 有恒 根 情形 ( 施 图 姆 定理 ). 

7) 设 f 是 次 数 nn > 0 的 多 项 式 ; 对 任何 = < 民 , 设 v(z) 是 序列 (ft (z))josksn. 的 变 
号 数 ( 令 f(0 = f)， 如果 在 满足 f(a) 关 0 及 f(b) 天 0 的 区 间 fa, 中 中 ,> 是 f(z)=0 的 
根 的 个 数 , 证 明 vy < v(a) 一 v(b), 并 且 差 v(a) 一 v(b) 一 v 是 偶数 (用 f(z) = 0 的 根 分 害 
区 间 [a, 忠 , 并 且 如 同 在 习题 6 中 那样 论证 ). 由 此 导出 : 如 果 f(z2) = ao 十 aiz 十 ,十 amzn， 
而 且 ao 夫 0, 那么 有 的 正 根 数 至 多 等 于 序列 fak }o<xsw 的 变 号 数 , 而 且 这 两 数 的 差 是 偶数 
(向 卡 儿 法 则 ). 

8) 设 aaa ,an,b1, 如 ，,… ,bn 都 是 实数 , 而 且 这 些 ui 天 0 还 有 六 < ba <… < bn. 
证 明 多 项 式 


f(z) = (zr — bi)™ +a(z— bt)" + +an(z 一 bn)” (整数 m > 1) 
的 实 根 的 个 数 至 多 等 于 序列 
alya2 an (—1) "a 


的 变 号 数 , 并 且 这 两 数 的 差 是 偶数 . (考虑 /(z)/(z - 56m)” 的 导数 , 对 n 递 推进 行 论证 .) 
9) 设 在 中 的 区 间 J = [o, 中 中 ,二 次 连续 可 导 函 数 三 满足 关系 式 |f'(z)| > mm， 


JP" 人 al < MA 而 且 f(a) 及 J(W) 不 同 号 . 证 明 : 如 果 站 (5 一) = 9 < 1 就 可 逐步 应 用 斌 


.42. 
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位 法 n 次 , 在 [a,49] 中 找到 端点 是 an,bn 的 一 个 区 间 , 其 中 包含 f(z) = 0 的 唯一 一 根 , 而 且 
lbn 一 an| < 知 4 
10) 用 附录 中 关于 方程 (1.1) 的 记号 , 证 明 如 果 
f(z) = a0(z —€1).*(z— én), 9(2)= bo(z— mh) (zm), 


我 们 有 
R(f,g9) =aybd I (é:—n) 
1gjgn 
lgkSm 
(注意 对 于 固定 的 ao, bo, f 及 9 可 分 别 看 作 变 数 &; 及 mh 的 函数 , 而 且 R(f,9) 可 用 所 有 多 
项 式 & 一 mk 除 尽 ). 
11) 对 于 复 系数 多 项 式 
f(z) = aozn 十 alzn 一 十 .十 an 
二 
H(f) = sup(laol, lal,*… , lanl) 
(f 的 高 度 ). 


a) 对 于 满足 |A| > 1 的 任何 复数 4, 设 f(z) = f(z 一 4). 证 明 我 们 有 
.H(fa) < (n+ D(A + 1D)"H(OF). 


b) 设 & 是 f 的 一 个 零点 , 并 且 设 5 是 C 中 满足 [上 | >1 及 上 -4| < 1 的 一 点 . 证 明 我 

们 有 
lO < 2"nKIH(CK 一 引 

(应 用 中 值 定理 , 求 |f(5) 一 7(6)| = |f(Q)| 的 上 界 , 注意 在 连接 上 及 < 的 线段 上 , |z| < 2|61). 

12) 设 &1,… ,én 是 任意 n 个 复数 . 证 明 存在 着 一 个 复数 4 满足 1 < |4| < Vn 二 1 
以 及 

区 = 

(考虑 圆心 为 061,… , fn、 半径 为 1 的 mn 二 1 个 圆 盘 , 并 且 注 意 这 些 圆 盘 的 面积 和 是 (n 填 1)n; 
由 此 导出 至 少 存在 着 一 点 4 不 属于 其 中 任 一 圆 盘 , 可 是 属于 圆 盘 |z| < Vn 十 I， 如果 所 有 
都 是 实数 , 可 以 取 A = 站) 

13) 采用 习题 10 中 的 记号 , 假定 R(f,g) 关 0, 因而 f 的 零点 &j 与 9 的 零点 mx 不 相 
等 . 令 


A(l,9) = ,inf (6 — ml. 
1 


证 明 我 们 或 者 有 
A(f,g) >1, 
或 者 有 
A(f,9g) > (Cf,9)HF)™H(g)")Y RF, 9), 


其 中 

C(f,9) = (m+ "n+" g)™"; 
如 果 多 项 式 f,g 中 至 少 有 一 个 的 所 有 根 都 是 实数 , c(f,g) = 1; 否则 c(f,g) 等 于 两 数 m 十 1 
及 n+1 中 最 小 的 一 个 . (可 先 限 于 考虑 A(f,9) < 1 情形 及 A(f,g) = |&1 一 加 | 情形 , 假定 


对 于 任何 ,Imx| > 1. 写 出 R(f,g) = 好 1f(m)l; 先 证 明 
k=1 


[RO 9) < lo lm) TT n+ Dll HC)), 
k=2 

然后 应 用 习题 11b), 求 出 A(f,g) 的 函数 作为 |f(m )| 的 上 外 .由 应 用 习题 11a) 及 12, 转 到 
一 般 情形 .) 

14) 设 g(z) 是 在 R" 中 立方 体 K : lz 一 zol| < c 上 确定 . 并 且 在 R" 中 取 值 的 连续 可 
导 映 射 , 从 而 可 写成 

g(z) = (9gi(z))i<i<w， 

其 中 g; 是 在 K 中 连续 可 导 的 纯 量 函数 . 假定 存在 着 一 个 数 9 满足 0 < g < 1 且 具 有 下 列 
性 质 : 


le | < 4 在 K 中 对 于 1<j<n1<kh<n 
Brx| ~ n 
2° llg(z0) — zoll < c(1 一 9) 


那么 向 量 方程 g(z) = z 在 K 中 有 一 个 、 并 且 只 有 一 个 根 (推广 (3.3) 的 方法 ). 
15) a) 设 P(z) 是 偶数 n 次 的 复 系数 多 项 式 . 证 明 我 们 有 P(z)P(-z) = Pi(z?), 其 中 
Pi(z) 是 一 个 nn 次 多 项 式 ;如果 P(z) = ao[[(z 一 zk), 我 人 Pi(z) = a3 [T(z 一 z2). 由 


k=1 k=1 
条 件 Pk-i(z)Pk-i(-z) = Pk(z?) 递 推 确定 Pk(z). 
b) 假定 我 们 有 |zi| > |zz| > … > |znl. 如 果 令 


Pu(z) = agozn 十 a yw"! 车 二 全 


证 明 我 们 有 |zj| = ,lim lag5/ag, PP ” (格雷 费 法 , 它 是 用 来 计算 多 项 式 的 根 的 绝对 值 的 ; 考 
上 处 Pk(z) 的 根 的 初等 对 称 函 数 ). 


第 三 章 ” 渐 近 展 开 式 


1. 导 


我 们 用 点 zo < 到 的 “ 右 邻 域 ” 这 种 (不 确切 的 ) 说 法 表示 zo 右 方 的 半 开 区 间 
]zo, zo 十 加 (h > 0); 同样 ,用 zo 的 : 左 邻 域 " 表示 区 间 [zo 一 hh,zol(h > 0);“+oo 的 邻 
域 ” 是 形 如 [4, +oo[ 的 区 间 ,“ 一 ce 的 邻 域 ” 是 形 如 ] - oc, 一 4](4 > 0) 的 区 间 . 在 分 
析 的 很 多 问题 中 , 我 们 要 研究 复 值 函 数 f “在 zo 的 邻 域 中 ”的 “形态 "; 问题 是 要 把 
所 理解 的 有 关 问 题 加 以 明确 . 首先 , 要 研究 在 zo 的 非特 定 ( 右 或 左 ) 邻 域 中 的 性 质 ; 
从 这 观点 出 发 , 当 两 函数 在 zo 的 一 个 邻 域 中 相等 时 , 即使 它们 在 这 邻 域外 不 同 , 也 
把 它们 看 作 恒 等 , 作为 这 种 性 质 的 例子 , 可 立即 引用 f 在 点 zo 右 方 或 左 方 的 (有 限 
或 无 穷 ) 极限 的 存在 性 . 在 上 面 所 述 中 , 可 把 zo 换 成 +oc 或 -oo, 事实 上 , 我 们 系统 
地 化 为 研究 +eo 的 邻 域 中 的 函数 ; 这 样 并 没有 限制 一 般 性 , 因为 例如 在 zo 的 右 邻 域 


中 研究 了 数 /z), 就 加 到 在 +oe 的 领 城中 研究 琢 数 g(z) = (z+ 十); 在 -oo 的 
邻 城中 研究 函数 f(z), 就 回 到 在 +oo 的 邻 域 中 研究 f(z) 

如 果 我 们 知道 当 z 趋 近 于 +ee 时 , f(z) 有 极限 (例如 f(z) = sinz 表明 , 出 现 
这 种 情形 并 不 是 必然 的 ) 可 是 一 般 说 来, 要 研究 有 关 f(z) 的 问题 , 只 知道 这 一 点 还 
是 不 够 例如 当 z 趋 近 于 +oo 时 , 下 列 四 个 函数 


中 


(1.1) i 2, Vz z+ 了 sinzz 
都 趋 近 于 +oc. 然而 对 其 中 每 个 函数 考虑 表达 式 f(z 十 1) - f(z), 就 分 别 得 到 


1 = sinnz. 


1 
1， 2r+1, Weil 


2. 比较 函数 “45. 


上 列 前 三 式 分 别 趋 近 于 1, +co,0, 可 是 第 四 式 没有 极限 . 
为 了 进一步 研究 , 我 们 要 把 在 +oe 的 邻 域 中 形态 为 已 知 的 函数 , 取 作 比 较 函 数 . 


2. 比较 函数 
我 们 把 下 列 类 型 之 一 中 的 函数 
1, z°(a@#0), (logz) (8#0), e™'(c#0,7>0) 
(其 中 a, 8,7,c 是 实 常 数 ) 以 及 它们 的 乘积 , 即 形 如 
(2.1) g(7) = ze(logz)eePG) 


(其 中 P(z) = cizm + cazm 十 .十 ck 而 且 Xy>Y>…>Y>0,@B 及 cj 是 
有 任意 符号 的 实数 ) 的 函数 看 作 在 +oo 的 邻 域 中 是 已 知 的 , 这 些 函 数 的 集 5 有 下 列 
性 质 ; 
(2.2) (i) 在 +o 的 邻 域内 , E 中 任何 函数 > 0. 

(六 除去 常数 1 外 , 当 z 趋 近 于 +oo 时 , 2 中 任何 函数 趋 近 于 0 或 +ec. 

(让 ) E 中 各 函数 的 任何 乘积 属于 E; 如 果 f & 2 那么 对 于 任何 实 指数 和 ,f^ 也 
属于 忆 (而 且 特 别 地 & 中 两 两 数 的 商 属于 5). 

论断 (i) 及 ( 辣 ) 可 立即 导出 , 要 对 于 函数 f 关 1 证 明 ( 训 , 可 假定 在 P 中 , 系数 
cl > 0, 否则 可 考虑 1/f. 如 果 了 = 0 (所 有 cj = 0), 论断 (ii) 是 经 典 的 〈(* 对 数 的 任何 
次 寡 ",K 一 BR, 第 12 页 ). 因此 可 假定 cl > 0, 并 且 可 写 出 


P(z) = cazm(1+ bz 十 :十 和 DT 人)， 


其 中 括号 中 的 因子 趋 近 于 1; 因此 在 +oo 的 邻 域 中 , P(z) > clz?/2, 于 是 可 限于 考 
虚 P(z) = cz7 情形 , 其 中 ec > 07 > 0; 把 f 换 成 P/*, 并 把 zy 换 成 y, 最 后 使 我 
们 引 向 证 明 ye (logy)9?Y 随 着 y 趋 近 于 +oo, 而 无 论 实 常数 a 及 B 是 什么 ; 可 是 这 
是 明显 的 , 因为 只 要 y 充分 大 , 就 有 ey/4 > ra 以 及 ey/4 > y > (logy)-8, 从 而 有 
ge(logg)8oy > ev/?. 

(2.3) 在 下 面 , 我 们 几乎 只 用 (2.2) 中 举 出 的 & 的 一 些 性 质 , 因而 所 讲 的 也 可 应 用 于 (在 
+eo 的 邻 域 中 ) 所 有 这 些 性 质 的 其 他 函数 集 . 容易 作出 形 如 (2.1) 的 函数 集 之 外 的 其 
他 集 也 有 这 些 性 质 , 例如 (2.1) 型 的 函数 与 “重合 对 数 ”: (log log x)*, (log loglog 7)*,…， 
或 “ 重 全 指数 ”: exp(aexp(bz")),exp(aexp(bexp(cz?))),…， 或 形 如 exp(ze(logz)P) 
的 函数 (其 中 还 出 现 了 z= = egz) 等 的 乘积 . 

(2.4) 当 需 要 研究 函数 在 一 点 zo E R 的 邻 域 (例如 右 邻 域 ) 中 的 形态 时 , 同样 要 把 函 


数 / (as) 看 作 已 知 的 , 其 中 fe E, 换 句 话说 , 要 把 函数 
了 一 20 
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(2.4.1) {7 — zo)°|log(z ~ zo)j|2cPG/(=-zo) 


看 作 已 知 的 (a, 8 及 cj 是 任意 实数 ). 我 们 要 注意 在 P(1/(z - zo)) 中 , (x 一 zo) 的 指 
数 是 严格 负 的 ; 函数 er-"o 不 属于 (2.4.1) ( 见 (6.4)). 

我 们 往往 要 研究 序列 {un} 的 形态 ; 我 们 记得 序列 就 是 在 非 负 整数 集 N 上 (或 
在 区 间 [no, +eo[ 中 的 集 上 ) 确定 的 函数 n 一 un. 这 时 把 E 中 函数 在 ]2,+oo[ 门 N 
的 限制 作为 “已 知 的 ”. 


3. ”比较 关系 式 


& 中 的 函数 在 +oo 的 邻 域 中 看 做 是 已 知 的 , 我 们 也 把 形 如 f = c.g 的 任何 复 值 
函数 在 十 oo 的 邻 域 中 看 做 是 已 知 的 , 这 里 c 是 一 复 常数 去 0, 而 且 ge E. 从 这 种 想 
法 出 发 , 为 了 研究 函数 f 在 +ee 的 邻 域 中 的 “形态 *, 取 中 适当 的 函数 g, 寻求 商 
式 f/g 是 否 有 一 个 非 零 的 有 限 极限 c， 当 确 有 这 样 的 极限 时 , 就 说 对 6 来 说 , 函数 
c.g 是 f 的 主要 部 分 , 写作 


(3.1) f~cg 或 f(z) ~ cg(z). 


一 般 地 , 如 果 9 是 在 +oo 的 邻 域 中 满足 g(z) 关 0 的 函数 (不 一 定 属于 5), 就 说 了 在 
+o0 的 邻 域 中 与 9 等 价 , 而 且 如 果 当 r 趋 近 于 +oc 时 , 商 式 f(z)/9(z) 趋 近 于 1, 就 
写作 f ~ g. 显然 , 如 果 ~ 9, 并 且 g ~h, 我 人 有 f ~h. 

& 中 的 函数 显然 是 它 本 身 的 主要 部 分 . 例如 在 (1.1) 中 , 前 三 个 函数 在 2 中 , 而 
对 第 四 个 丽 数 , 我 们 有 z 十 了 sinxz ~ z 

对 于 任何 函数 g e E, 可 能 比值 f/g 不 趋 近 于 任何 极限 , 或 者 趋 近 于 0, 或 者 
|fl/g 趋 近 于 +eo. 为 了 表示 后 两 种 可 能 性 , 并 且 为 了 缩减 主要 部 分 ( 当 它 们 存在 时 ) 
的 计算 , 前 辈 数 学 家 引进 了 下 列 记 号 . 
(3.2) 已 给 函数 ge E (或 更 一 般 地 在 +ee 的 邻 域 中 满足 g(z) > 0 的 函数 9), 如 果 函 
数 jjl/9 在 +oo 的 邻 域 中 以 一 常数 为 上 界 , 就 写 出 


(3.2.1) J = 0(9) ( 兰 道 记号 ) 
或 
(3.2.2) fg (或 gx> f) (哈代 记号 ). 


例如 我 们 有 zsinz = O(z). 
如 果 当 z 趋 近 于 +eo 时 , 函数 f/g 赵 近 于 0, 就 写 出 


(3.2.3) j =o(9) ( 兰 道 记号 ) 
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或 
(3.2.4) f 怀 9 (哈代 记号 )， 


并 且说 了 对 9 是 可 略 去 的 . 
显然 由 /<9 可 导出 f < 9. 
最 后 , 如 果 |fl/g 趋 近 于 +oo (由 此 导出 f(z) 在 +oe 的 一 个 邻 域 中 不 为 零 ), 就 


(3.2.5) 9=o(|fl) ( 兰 道 记号 ) 
或 

(3.2.6) If1 > g (哈代 记号 )， 
并 且说 了 对 9 是 占 优势 的 . 


特别 地 , 写 出 f = O(1) 或 f < 1 等 于 说 f 在 +oo 的 邻 域 中 有 界 , 而 且 写 出 
f =o(1) 或 f 1 等 于 说 当 z 趋 近 于 +oc 时 , f 趋 近 于 0. 关系 式 (3.1) 等 价 于 


(3.2.7) f=cg+o(g) 或 f=cg<g. 


注释 (3.3) 在 一 点 zo 的 ( 右 或 左 ) 邻 域 中 , 或 在 -oo 的 邻 域 中 , 我 们 要 以 同样 的 意义 采 
用 上 列 记号 ; 当然 , 必须 把 E 中 函数 , 做 本 章 导 言 所 述 适 当 变数 代 换 , 来 代替 中 原 有 


函数 ; 例如 在 zo 的 右 邻 域 , 变换 而 得 的 函数 是 (z_zoja,jlogtz_zojla,exp (GS 


Gr) 
(其 中 y > 0) 以 及 它们 的 乘积 . 
(3.4) 对 于 复数 序列 {un}, 即 在 整数 集 N (或 这 集 在 区 间 [no + ce[) 中 的 整数 中 确定 
的 函数 , 我 们 也 要 用 上 述 记 号 ; & 中 函数 要 用 这 些 函 数 在 N 与 区 间 [no, +co[ 交集 上 
的 限制 来 代替 . 
(3.5) 我 们 要 注意 本 章 所 讲 比较 问题 与 形成 数值 计算 基础 的 求 上 界 问 题 的 差别 , 关系 
式 f(z) = O(z?) 不 容许 求 数值 f(z) 时 已 给 z 的 上 界 , 因为 这 关系 式 只 是 表明 , 对 于 
某 一 常数 4 > 0 及 某 一 区 间 [zo, +ecl, 我 们 有 : 对 于 z > zo,|f(z)| < 4z2; 而 4 及 
[zo, +eo[ 两 者 都 是 未 知 的 . 然而 在 实践 中 可 验证 : 把 求 得 大 部 分 比较 关系 式 的 方法 
更 仔细 地 应 用 起 来 (特别 是 对 有 关 数 值 常数 ), 可 以 求 得 真正 的 上 界 ， 


4. 比较 关系 式 的 计算 


(4.1) 第 3 节 中 所 引进 记号 的 下 列 运算 法 则 是 由 记号 的 定义 明显 地 推出 的 : 
(4.1.1) (可 递 性 ) 如 果 f < g, 并 且 9g < hh, 我 人 有 fh 如果 fg 并且 gh 或 
者 如 果 上 < 9, 并 且 g 环 hh, 我 人 有 fh. 
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(4.1.2) 如 果 户 < 9 并 且 户 <9 那么 户 土 户 么 9g, 并 且 对 于 任何 复 常数 cc 万 < g. 
如 果 户 怀 g 并 且 户 女 9 那么 及 士 甩 < 9g, 并 且 对 于 任何 复 常数 cc.f1 -<< 9. 
应 用 兰 道 记号 , 上 列 法 则 可 写成 


O(g) + O(g) = 0(g), c.0(g) = 0(9), 
o(g) 十 o(g) = 0(g), c.0(9) = o(9). 


我 们 注意 这 样 写 是 滥用 记号 , 记号 O(g) 及 o(9) 并 不 表示 已 确定 的 函数 ; 因此 这 些 关 
系 式 应 看 做 是 用 来 便于 速记 的 , 并 且 应 避免 把 这 些 记号 当 作 数 或 函数 一 样机 械 地 进 
行 运算 : 从 关系 式 O(g) + O(g) = O(9) 导出 0(9) = 0 是 荒唐 的 ! 
(4.1.3) 如 果 户 < 9gi, 并 且 户 <92) 我们 有 用 所 <9192. 如 果 及 -gi 并且 fg2， 
我 人 有 户 户 < g192. 如 果 <g (或 fg), 对 于 任何 入 >0, 我 人 有 |f| 上 < g* (或 
P< 的) 
用 兰 道 记号 ,上 列 法 则 可 写成 
O(g1)O(g2) = O(g192), 0(g91)0(g2) = o(g192)， 
IO(9)* = 0(9), lo(g)|* = 0(9*). 


我 们 注意 没有 关于 商 式 的 一 般 法 则 , 这 为 例如 sinz = o(z) 这 一 情形 表明 , 如 
果 f < 9 函数 f 可 能 在 +oo 的 任何 邻 域 中 取 零 值 . 此 外 , 如 果 假定 在 +oo 的 一 个 
邻 域 中 , f(z) > 0, 那么 关系 式 /< g 与 1/g < 1/|f| 等 价 , 并 且 关 系 式 六 < 9 与 
1/9 怀 1/|f| 等 价 - 
(4.1.4) 设 g 是 6 中 的 函数 ,如 果 fi~c1g,f2~c29 (cisc2 是 天 0 的 复 常数 ), 那么 当 
cl 十 oz 关 0 时 , 户 十 户 ~ (cl+cz)g; 当 避 十 号 王 0 时, 户 十 户 怀 9 
(4.1.5) 设 gl,gz 是 E 中 两 函数 , 如果 万 ~ ci91, 玉 ~ caga (clica 是 复 常数 关上), 我 
们 有 户 户 ~ ccz(giga), 并 且 及 /有 ~ (c1/c2)(91/92)- 如 果 9g EE, 并 且 了 ~ cg 其 中 
cy> 0, 那么 对 于 任何 入 > 0,f*~c*g*. 
(4.2) 当 我 们 会 比较 在 +ee 的 邻 域 中 两 函数 f,g 时 , 我 们 往往 要 比较 这 两 函数 的 指 
数 ef,e9, 或 对 数 log|fl,log |gj; 这 时 要 仔细 一 点 . 首先 , 从 关系 式 fg (而 且 甚至 从 
关系 式 f ~ 9) 不 一 定 能 导出 ef < eg: 例如 我 们 有 z? +z~ z2, 可 是 er*+z /Jer 趋 近 
于 +oc. 
(4.2.1) 如 果 让- 9 并 且 如 果 g(z) 随 着 z 趋 近 于 +oo, 那么 对 于 任何 5 > 0, 我 们 有 
E69 4 eRf x 09. 


由 于 |Rf| < |f| Ag 可 限于 考虑 f 取 实 值 情形 , 需要 证 明 et"59 趋 近 于 0, 因 
此 要 证 明 二 /一 59 趋 近 于 -oc; 可 是 因为 1 一 6g = 59 (1 二 30/)), 所 以 要 证 明 


的 结果 可 由 9 趋 近 于 +oo, 并 且 f/g 趋 近 于 0 立即 推出 . 
当 9 有 界 时 , 上 述 结果 不 能 推广 ; 例 为 1/z < 1, 可 是 el/*/e 趋 近 于 1/e. 
另 一 方面 , 必须 注意 从 关系 式 j << 9 不 能 必然 导出 log|f| < logg: 例如 我 们 


5.E 中 阶 的 关系 “9. 


用 zz, 可 是 比值 logz/ logz? 等 于 3. 反 过 来 : 

(4.2.2) 假定 g(z) 趋 近 于 +oc. 那么 如 果 f < g, 并 且 如 果 存 在 着 常数 a > 0, 使 得 在 
十 oo 的 邻 域内 | 有 | > a, 我 们 就 有 log|f| < logg. 如 果 了 ~ c.g, 其 中 c 关 0, 我 们 有 
log |f| ~ logg. 

为 了 证 明 第 一 个 结论 , 注意 我 们 有 log|/| > loga, 并 且 对 于 一 常数 4 > 0, 在 
+oo 的 邻 域内 , |f| < hg; 由 于 logg 趋 近 于 +oo, 从 上 列 第 二 个 关系 式 推出 : 在 +eo 
的 适当 的 邻 域 内 , log |f| < logg +log 4 < 2logg; 因此 llog|jl| < 2logg. 第 二 个 结论 
是 由 于 log |f| - logg 趋 近 于 log lcl, 从 而 log |f| -logg < logg. 


5. E 中 阶 的 关系 
在 (2.1) 型 函数 集 & 中 , 关系 式 
R(f,9):“f=g 或 f<*g 
是 一 种 全 阶 关系 ; 这 表示 : 

1° 这 关系 是 自 反 的 , 换 句 话说 , 对 任何 函数 fe E, R(f, 了) 总 是 正确 的 . 

2° 这 关系 是 可 递 的 , 换 名 话说, 如 果 对 于 E 中 三 个 函数 , 我 们 有 R(f,g) 及 
R(g,h), 那么 也 有 R( 户 月 ; 这 可 由 (4.1.1) 推出 . 

3° 对 于 E 中 任意 两 函数 f,g, 两 个 关系 式 R(f,g),R(g, 了) 中 有 一 个 成 立 , 并 且 
只 有 当 f = 9 时 , 这 两 关系 式 才能 同时 成 立 , 这 一 结论 可 由 {2.2, fi 及 (二 )) 推出 : 
函数 f/g 属于 E, 并 且 如 果 它 不 是 常数 1, 就 趋 近 于 0 或 +oo. 

可 以 设法 把 阶 的 关系 用 图 形 表示 出 来 , 如 果 只 考虑 ze 形 的 函数 (a 是 任意 的 实 
常数 ), 这 是 容易 的 , 因为 由 定义 立即 导出 : 关系 式 R(z*,z3) 等 价 于 a < 6; 因此 把 
ze 与 数 a 联系 起 来 是 一 种 令 人 满意 的 表示 , 由 此 可 设想 z* 是 直线 上 的 点 (图 5); 
在 直线 上 , 0 在 趋 近 于 +ec 的 函数 与 趋 近 于 0 的 函数 之 间作 出 “分 划 ”. 

反 过 来 , 即使 只 考虑 函数 re(log z)2, 情况 却 远 不 直观 : 事实 上 , 对 于 任何 BE 下 
以 及 任何 a > 0, 我 们 有 (log z)8 < ze, 而 且 甚 至 于 对 于 任何 a > 0, (log z)2 > z-?. 
因此 必须 设想 在 上 列 图 形 中 , 有 一 个 “ 洞 ”代替 0, 并 且 在 这 “ 洞 ” 中 , 插 进 整个 一 条 
直线 表示 (logz)2 (图 5). 

ea<0) (a>0) J 


G6 
(og zj xlog zjp 
图 5 图 6 


可 是 事实 上 , 对 任何 实数 和 , 有 一 个 类 似 的 “ 洞 ", 因为 对 任何 s > 0, 任 给 B, rz*(logz)2 
插 在 所 有 zx-。 及 所 有 z*+ 之 间 (图 6). 引用 “ 编 字 典 次 序 ” 的 概念 , 我 们 就 有 一 种 
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容易 理解 的 表示 法 . 把 z*(log z)2 看 作 字典 中 两 个 “字母 ”oa 6 所 构成 的 一 个 “ 字 ”， 
不 过 差别 是 这 里 的 “字母 " 可 取 所 有 的 实数 值 . 要 比较 (a 6) 及 (a', 8') 时 , 我 们 先 
看 第 一 个 “字母 ", 并 且 如 果 a < oa 不 论 8 及 有 是 什么 ,我 们 总 有 (a, 5) < (a',B'); 
反 过 来 如 果 a = oa, 我 们 看 第 二 个 “字母 ", 并 且 如 果 8 < PB', 就 有 (a, 8) < (a',B'). 

如 果 我 们 还 引进 重合 对 数 (loglog z)”, 为 了 表示 形 如 ze(log z)s(loglogz)7 的 函 
数 之 间 阶 的 关系 R(f,g), 甚至 要 用 “ 编 字典 次 序 " 把 含 三 个 “字母 ” 的 “ 字 ”(a, ,7) 
分 类 ; 如 此 等 等 . 

当 引 进 指数 函数 时 , 情况 还 更 复杂 ; 对 于 已 给 7 > 0, 函数 ex” 当 c > 0 时 “在 
+ooe 一 边 ", 当 c<0 时 "在 -oo 一 边 ”( 图 7). 对 于 已 给 7 > 0, 形 如 eez "ze(logz)4 
函数 的 分 类 相应 于 含 三 个 “字母 " 的 “ 字 ”(c, a, 6) 在 编 字典 中 的 次 序 . 此 外 , 对 于 
N11> >0, 函数 

exp(czm )zea(logz)2 


_e-ee(Cc>0) ex(c>0) 


图 7 


当 c>0 时 “超过 ”所 有 函数 exp(cz™)z* (logz)j9, 当 c<0 时 “不 及 ”所 有 这 些 函 
数 (图 8). 


三 Wf 
xallog x er (ce'>0) xadlogx)pecm (ce>0) [a 


图 8 


显然 这 些 图 形 只 是 用 来 帮助 想象 比 熟知 的 数 的 关系 要 复杂 得 多 的 一 种 阶 的 关系 ， 
并 且 用 来 指引 在 计算 中 避免 不 小 心 的 错误 , 当 从 +ee 的 邻 域 到 (例如 ) 0 的 右 邻 域 作 
变数 代 换 (第 1 节 ) 时 , 建议 把 以 上 说 明 转 移 过 去 ; 注意 在 原点 的 邻 域 中 , 寡 函 数 ze 
大 小 的 阶 与 指数 的 阶 相反 , 而 对 于 |log zll 及 ec* “(7 是 已 给 正 数 ) 则 相同 . 


6. 渐 近 展开 式 


(6.1) 假定 已 给 一 种 比较 阶 , 即 在 +oo 的 邻 域 中 满足 (2.2) 所 述 性 质 的 一 种 函数 集 £. 
把 复 值 函数 f 在 +oo 的 邻 域 与 & 中 函数 作 比较 , 第 一 步 要 找 出 了 是 否 有 关于 的 
主要 部 分 c.g (3.1). 由 于 根据 定义 c 关 0, 我 们 注意 到 : 主要 部 分 存在 就 意味 着 f 在 
+oeo 的 一 个 邻 域 中 不 等 于 零 ; 因此 像 sin z,zsinz 等 这 样 的 “振动 ”函数 就 没有 主要 
部 分 (参看 (7.6)). 可 是 不 取 零 值 的 f 也 可 能 没有 主要 部 分 ; 假设 f ~ c.g 就 是 (由 于 
(2.2)) 意味 着 对 于 任何 函数 gi e 2, 比值 |f|/g1 趋 近 于 一 个 有 限 或 无 穷 的 极限 , 而 函 
数 9 是 使 这 极限 六 0, 并 且 地 +oo 的 唯一 函数 geE. 像 1+z2sin2z 或 eram' = 这 
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样 的 函数 总 是 > 1 但 不 满足 上 面 的 条 件 ; 对 于 函数 (2.1) 所 形成 的 标记 E, 函数 ee 
也 是 如 此 , e”/g(z) 的 极限 总 是 +ce (这 种 函数 “超过 ” E 中 所 有 函数 ; 作为 例子 , 也 
可 举 出 落 在 & 的 “ 洞 " 中 的 函数 , 例如 zz 或 ev 533); 不 可 能 如 上 述 作 比 较 是 因为 标 
记 & 不 够 广泛 . 
(6.2) 当 我 们 有 对 2 的 主要 部 分 f ~ cigi 时 , 由 上 述 , 主要 部 分 是 唯一 的 . 于 是 可 写 
出 (3.2.7) 

了 = clgl +o(g1), 


并 且 为 了 更 准确 地 “逼近 "，, 可 以 进一步 把 函数 了 一 ci9i 与 E 中 函数 “比较 "; 如 果 这 
函数 有 主要 部 分 c29z, 就 必然 有 g2 = olg1), 并 且 可 写 出 


了 = clg1 十 ca2g2 十 o(92). 
一 般 地 , 我 们 把 和 式 
(6.2.1) 让 


叫做 f 关于 2 (在 +oo 的 邻 域 中 ) 的 含 上 项 的 渐 近 展开 式 (或 有 限 展 开 式 ), 其 中 cy 
是 非 零 复 常数 , gj(1 < j < 有 是 & 中 函数 , 且 对 于 1 < j 上 一 1 满足 gj+1 = 0(g;)， 
我 们 还 有 


(6.2.2) f=cigi+c2g2 + :+ cege + o(g9k): 


差 式 上 - c191 一 c292 一 … 一 ck9k 叫做 展开 式 (6.2.1) 的 余 项 . 

我 们 还 说 (6.2.1) 是 准确 到 gx 的 渐 近 展开 式 . 如 果 这 种 展开 式 存在 , 它 是 唯一 的 ， 
因为 第 一 项 c1g 是 f 的 主要 部 分 , 并且 对 于 2 < 和 kci9; 是 fc191 一 … 一 cj-19j-1 
的 主要 部 分 .当局 限于 渐 近 展开 式 (6.2.1) 中 前 j 项 时 , 我 们 得 到 f 准确 到 g; 的 渐 
近 展 开 式 . 当 我 们 把 & 换 成 更 广泛 的 标记 2' 时 , f 关于 & 的 含 & 项 展开 式 (如 果 存 
在 ), 也 是 关于 2' 的 含 上 项 展开 式 . 

当然 , 以 上 对 于 +oo 的 邻 域 所 讲 的 一 切 , 通过 适当 的 变数 代 换 , 可 应 用 于 任何 点 
z0E 轨 的 ( 右 或 左 ) 邻 域 , 以 及 -oo 的 邻 域 . 

例 (6.3) 渐 近 展开 式 的 最 著名 的 例子 正 是 涉及 一 点 zxoe 及 的 ( 左 及 右 ) 邻 域 情 形 ; 即 ， 
在 zo 的 邻 域 中 任何 次 连续 可 导 函 数 所 适用 的 泰勒 展开 式 


了 (6(zo) 
k! 


(6.3.1) f(z) = f(zo) + f(zo)(7 ~ zo0) 十 十 (2 — Zo)* +o((z ~ z0)*). 


注意 为 了 有 在 (6.2) 中 所 确定 意义 下 的 渐 近 展开 式 , 在 (6.3.1) 中 必须 只 保留 系数 天 0 
的 各 项 ; 当 7 与 它 的 阶 数 < 的 导数 在 点 zo 都 是 零 时 , 没有 一 个 真正 的 渐 近 展开 
式 . 而 是 只 有 关系 式 f(z) = of(z 一 z0)*). 我 们 记得 最 常用 的 (在 0 的 邻 域 中 的 ) 泰 
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勒 展开 式 
(6.3.2) (1+2)*=1+ (e+ (的 六 十 …' 十 (Oz 十 o(z*) (实数 j 去 0)， 
大 
(6.3.3) de et 
(6.3.4) el + (et), 
上 式 与 下 两 展开 式 等 价 : 
本 人 
(6.3.5) cosz 二 工 - 可 十 古 和 + (1)* i 1 十 ofz2 
(6.3.6) sr 本 宙 + 二 Cat +1)， 
(6.3.7) log(1+) = 入 -于 + 守 - oe 


注释 (6.4) 关于 渐 近 展开 式 , 要 十 分 注意 不 要 犯 两 种 常见 的 错误 . 首先 , 渐 近 展开 式 
概念 与 级 数 概念 完全 没有 关系 , 虽然 在 很 多 书 中 讲 “ 渐 近 级 数 ", 从 而 经 常 产 生 混 清 ， 
一 个 级 数 有 无 穷 项 , 而 由 定义 , 一 个 渐 近 展开 式 没有 无 穷 项 , 只 有 有 限 项 ; 因此 说 一 
个 渐 近 展开 式 “ 收 敛 ” 没有 任何 意义 . 产生 混淆 是 由 于 在 许多 情况 下 (在 第 六 章 中 将 
全 面 进行 研究 ) 所 考虑 函数 在 一 点 zo < 民 的 邻 域 中 的 泰勒 展开 式 可 取 到 任意 多 项 ， 
从 而 提出 了 泰勒 级 数 的 收敛 性 以 及 级 数 和 与 所 考虑 函数 的 关系 问题 , 可 是 如 我 们 将 
要 看 到 , 这 问题 与 研究 函数 在 zo 的 邻 域 中 的 状态 没有 关系 . 另 一 方面 , 渐 近 展开 式 
含 任意 多 项 是 一 种 很 特殊 的 现象 . 函数 zz +zsinz 在 +eo 的 邻 域 中 的 渐 近 展开 式 只 
含 一 项 : z?+o(z?). 容易 作出 只 含 给 定 项 数 的 渐 近 展开 式 的 例子 . 我 们 往往 要 相当 费 
力 才 求 得 - -个 渐 近 展开 式 的 一 项 . 例如 设 r(z) 表示 小 于 或 等 于 z 的 素数 p 的 个 数 ; 


高 斯 猜想 r(z) ~/ 总 四 , 可 是 直到 100 年 后 的 1896 年 , 才 由 阿达 马 和 德 , 拉 ' 瓦 莱 


普 森 同时 证 明了 这 一 猜想 . 人 们 还 猜测 对 于 < > 0, 应 有 x(z) = A + O(zi+e) 


(“ 黎 曼 假设 "), 但 从 1866 年 起 进行 的 所 有 尝试 都 还 没有 证 明 这 一 猜测 . 

第 二 个 大 得 多 的 错误 在 于 忘记 了 一 个 渐 近 展开 式 是 在 已 给 点 的 邻 域 中 作出 的 . 
当 一 个 可 导 范 数 在 整个 区 间 中 确定 时 , 这 函数 在 这 区 间 中 每 个 点 的 邻 域 有 一 渐 近 展 
开 式 , 可 是 知道 了 其 中 一 点 的 邻 域 中 的 渐 近 展开 式 , 一 般 不 能 由 此 导出 在 其 他 点 的 
邻 域 中 的 展开 式 : 例如 已 知 在 > = 1 的 邻 域 中 , 我 们 有 有 限 展开 式 logz = (z 一 了 1 一 


(5 一 1)?+ol(z 一 1)), 由 此 不 能 导出 关于 logz 在 一 3 或 在 = 一 二 oo 的 邻 城中 展 


@ 在 这 里 不 假定 读者 已 知 复 指数 函数 的 一 般 理 论 (第 六 章 , 8.3 节 ); 只 须 用 公式 exe = cosz+isinz 
定义 etz, 而 只 假定 三 角 函 数理 论 作为 已 知 ; 由 此 导出 : 对 任何 实数 z,z', aitz+s*) = etzeie” (K-R， 
第 26 页 ). 
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开 式 的 任何 情况 . 一 个 要 记 住 的 好 法 则 是 : 不 要 展开 比较 阶 的 滞 数 , 它们 都 已 经 展开 
了 ! 像 ee 或 logz 这 样 在 任 一 区 间 [zo,+oo[ 中 确定 的 函数 , 易于 引起 混淆 , 这 种 函 
数 是 在 +ooe 的 邻 域 中 , 而 不 是 在 其 他 点 的 邻 域 的 比较 阶 , 把 (6.3.3) 看 作 e 在 0 的 
邻 域 中 的 渐 近 展开 式 是 合理 的 , 以 为 这 公式 给 出 了 er 在 +eo 的 邻 域 中 的 有 限 展 开 
式 是 奇怪 的 ! 

当 一 个 函数 的 导数 不 是 很 明显 地 在 一 点 的 邻 域 中 连续 时 , 对 于 在 这 点 邻 域 中 应 
用 泰勒 展开 式 , 人 们 有 时 可 能 犹 称 不 决 : 例如 可 否 对 函数 人 在 0 的 邻 域 中 应 
用 泰勒 展开 式 ? 计算 逐 阶 导数 总 是 费力 的 , 在 类 似 情况 下 , 建议 把 所 考虑 的 函数 看 作 
(在 可 能 情况 下 ) 是 从 更 简单 的 函数 出 发 , 通过 初等 运算 (和 、 乘积 短 次 等 ) 得 到 的 ， 
并 且 应 用 下 节 中 要 指出 的 一 些 方法 . 泰勒 展开 式 是 一 种 理论 的 和 实用 的 工具 , 可 是 
除了 在 若干 很 简单 情形 , 如 公式 (6.3.2)-(6.3.7) 以 外 , 它 更 多 地 是 一 种 理论 的 工具 . 
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(7.1) 当 我 们 知道 两 个 函数 户 , 户 在 +oo (或 RR 中 任 一 点 ) 的 邻 域 中 关于 同一 比较 阶 
2 的 两 个 渐 近 展开 式 时 , 可 求 得 和 广 十 户 ( 或 积 户 户 ) 的 渐 近 展开 式 : 先 将 已 知 的 两 
个 展开 式 相 加 (或 相 乘 ), 然后 合并 所 得 各 项 如 下 . 设 


fi =aig 十 0292 十 … 十 argr 十 o(gr)， 
=hhid+bohz+--+bshs + o(hs) 


是 两 个 已 知 的 展开 式 ; 在 求 和 时 , 把 类 似 项 的 系数 相 加 , 然后 按照 比较 阶 下 降 的 次 序 
调整 各 项 (第 5 节 ), 最 后 当 g; -4 hs 时 , 删 去 含 g; 的 各 项 ; 当 hi << gr 时, 删 去 含 
hi 的 各 项 . 于 是 所 得 结果 的 准确 度 是 上 两 展开 式 的 准确 度 中 “最 小 的 ”. 在 求 乘积 时 ， 
应 用 (2.2 (ii)), 同样 重新 集合 ajbk.9;hk 各 项 , 然后 删 去 对 gih,, 或 对 hig, 可 以 略 去 
不 计 的 各 项 , 最 后 所 得 结果 的 准确 度 是 对 g1h。 及 对 如 gr 的 两 种 准确 度 中 “最 小 的 ”. 
(7.2) 要 求 乘 方 f+ 的 渐 近 展开 式 ， 当 已 知 f 有 带 有 第 一 个 系数 cl > 0 的 展开 式 
(6.2.2) 时 , 令 = cigi. 因而 我 们 有 的 渐 近 展开 式 


w=1+v=1+bahz + + behe + olhx), 


其 中 对 于 j> 1,b; = 6;/cishy = 9;/91. 既然 f+ = 只 g¥.uw, 一 切 归结 到 求 ur 的 展开 
式 , 由 于 根据 定义 , v 趋 近 于 0, 可 以 写 出 : 对 于 任何 整数 7 > 1， 


证 一 1 十 (人 十 人 十 … 十 (@a + 0(v"), 


并 且 o(w") = o( 司 ), 我 们 要 回 到 (7.1) 中 所 讨论 的 两 个 问题 , 限制 准确 度 到 局 , 换 句 
话说 , 删 去 对 丰 来 说 可 以 略 去 不 计 的 各 项 . 当 jy 是 ( 正 或 负 ) 整数 时 , 可 以 同样 进行 ， 
删 去 使 复数 cl > 0 的 限制 . 
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例 (7.3) 现在 解 (6.4) 最 后 考虑 的 例子 . 在 0 的 邻 域 中 , 我 人 有 1+ er = 2 十 z 十 322 二 


o(z2), 由 此 把 (7.2) 应 用 到 / = -1 情形 , 就 得 到 1/(1 + ez) = 二 了 二 十 o(z?) (选取 
r= 2), 并 且 最 后 得 
sek . 2 lzl _ low 于 


只 是 主要 部 分 就 表明 了 对 这 函数 在 点 z = 0 不 能 应 用 泰勒 公式 . 

(7.4) 用 同样 的 记号 , (7.2) 中 所 给 出 的 方法 同样 可 应 用 到 F(u(z)) 的 展开 式 , 这 里 下 
在 0 的 邻 域 中 有 泰勒 展开 式 ((7.2) 中 所 讨论 的 情形 是 F(z) = (1 + z)* 的 情形 ). 由 
此 当 logg 有 关于 比较 阶 & 的 展开 式 时 , 还 可 以 特别 作出 log 了 的 展开 式 , 因为 可 写 
出 logf = loggi +logci +logw, 然后 应 用 log(1+z) 在 0 的 邻 域 中 的 泰勒 展开 式 
(6.3.7). 由 此 当 f= o(1) 时 (这 条 件 与 g! = o(1) 等 价 ), 也 可 作出 ef 的 展开 式 , 因为 
这 时 对 于 r> 1,ef =1+ i + f+olgr). 当 f= ol1) 不 成 立 , 而 在 展开 
式 (6.2.2) 中 , 所 有 gj 不 趋 近 于 +oo 时 , 考虑 满足 g; = ol1) 的 最 小 指标 i, 并 且 写 出 
了 = 万 十 户 ,其 中 


太 三 所 多 十 十 ci1g 1 fa=cigit+-*+ckgk + oO(gk), 


要 下 
由 此 得 ef = efie 记 2, 上 述 方法 可 应 用 于 et; 至 于 因子 ef = [[e%%, 如 果 每 个 函数 
=1 
er 属于 6， ef 就 是 E 中 的 一 个 函数 
wm 的 展开 式 问题 归结 为 上 述 问题 , 只 要 和 通常 一 样 写 出 如 = e*osr 就 可 看 出 
这 一 点 . 
例 (7.5.1) 在 +oo 的 邻 域 展开 f(z) = (1+7z)1/?*. 写 出 f(z) = exp 人 log(1 十 可 )， 其 
次 ， i 
log(1 十 z) 一 iogz+lg (1+ }) 一 logz 十 二 = 十 0 ( 读 )， 
由 此 得 
Log + = 辕 >+ 吉 -去 +o( 吉 ). 
由 于 w(z) = 二 log +z) = o(1), 可 应 用 展开 式 (6.3.3), 并 且 取 ev 的 展开 式 到 含 ww 
的 项 , 我 们 得 到 


2 3 3 
/= 型 + + (o 池 ) 


logz)2 (logz)s log 1)3 
ain es) +o (EE ) 
E23 又 27: 区 


logz (logz)? ee (logz)3 
二 20 二 七 Gm 二 | . 


=1+ 
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(7.5.2) 在 +eoe 的 邻 域 中 展开 f(z) = zz 一 exp(zl/z logz). 首先 我 们 有 
Tl/zlogz = logz.exp (sz) 站 


并 且 由 于 v(z) = 二 logz = o(1), 可 应 用 展开 式 (6.3.3) 直到 含 v2 的 项 , 于 是 得 


1/ pe 1 ,WH 3 (logz)s 
x “logz =logr + =(log7) + gzz (og7) + (EE 


在 这 里 , 只 是 从 第 二 项 开始 的 项 趋 近 于 0; 因此 可 写 出 f(z) = eegre"(z) = zev("), 其 
中 w(z) = o(1), 并 且 只 取 到 含 w? 的 项 , 就 得 到 


f(z)=z+ (logz)2 十 去 Gogz) 十 9 (EY) i 


我 们 注意 在 这 里 右边 只 是 从 第 三 项 起 才 开始 趋 近 于 0. 以 后 还 要 举 出 任意 长 的 渐 近 
展开 式 的 例子 , 但 其 中 所 有 各 项 都 趋 近 于 +oo (10.10.2). 
(7.6) 在 许多 应 用 中 (参看 第 四 、 九 、 十 三 、 十 四 及 十 五 各 章 ), 我 们 需要 扩充 (6.2) 中 
所 确定 的 渐 近 展开 式 概念 , 考虑 在 +ce 的 邻 域 中 一 组 比较 阶 6, 并 且 另 一 方面 还 考 
虑 在 +oc 的 邻 域 中 满足 下 列 条 件 的 复 值 函数 集 C: 

人 C 中 任何 函数 在 +oo 的 邻 域 中 有 界 . 

(5) C 中 任何 函数 , 除去 常数 0 外 , 当 z 趋 近 于 +oo 时 不 趋 近 于 0. 

(ii) C 中 两 函数 的 和 属于 C,C 中 一 函数 与 一 复 常数 的 乘积 也 属于 C. 

这 种 集 C 的 一 个 例子 是 在 及 中 有 同一 周期 + > 0 的 有 界 周期 函数 的 集 ; 事实 上 
只 须 验 证 条 件 (ii). 可 是 如 果 c(z) 是 周期 为 了 的 周期 函数 , 并 且 如 果 im c(z) = 0, 
那么 对 于 任何 。 > 0, 存在 着 zo, 使 得 对 于 z > zo, 我 们 有 |c(z)| < s; 于 是 对 于 0 < 
Zz 过 7,|e(z)| 和 si 因为 存在 着 整数 mw 使 得 nr > zo, 从 而 对 于 0< x7,2 寺 nT > z0， 
并 且 cl(z 十 nr) = ctz)， 由 于 是 任意 的 , 在 [0,7] 中 , 必须 有 c(z) = 0, 从 而 到 处 
c(z) =0. 

现 设 ce C,g e 5, 并 且 c 在 +oo 的 邻 域 中 不 恒 等 于 零 . 如 果 在 +oo 的 邻 域 中 
确定 的 复 值 函 数 f(z) 满足 


(7.6.1) f(z) — c(z)g(7) = o(9(z))， 


就 说 f(z) 有 (广义 ) 主要 部 分 c(z)g(z). 
这 种 主要 部 分 如 果 存 在 , 必然 是 唯一 的 ， 事 实 上 , 假定 f(z) 有 另 一 主要 部 分 
ci(z)g1(z); 不 可 能 有 9 = ol(g1), 因为 由 的 , 像 这 样 就 可 导出 (由 (4.1.3)) 
cx)g(z) = olga(z)) 及 f(z)—c(z)g(z) = olg(z)) = o(gi(z)， 


从 而 f = olgi). 但 是 也 应 有 c1(z)gi(z) = o(gi(z)), 而 且 既 然 9i 在 +oe 的 邻 域 中 不 
等 于 零 , ofz) = o(D); 然而 由 (i, 这 只 有 当 ci 在 +occ 的 邻 域 中 恒 等 于 堆 才 有 可 能 ， 
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可 是 cx 恒 等 于 零 与 假设 相 矛 盾 . 同样 可 看 出 不 可 能 有 9: = o(9); 虽然 必然 有 g1 = 
9 (2.2). 由 关系 式 


f(z) 一 c(z)g(z) = o(g(2)), f(z)— ci(z)g(z) = o(g(z)) 


求 差 (4.1.2) 可 导出 (ce(z) - ct(z))g(z) = olg(z)): 与 上 面 一 样 , 由 此 得 c(z) -ci(z) = 
0o(1), 而 且 由 (ii) 及 ( 阁 ), 这 只 有 当 cl = e 时 才 是 可 能 的 . 

有 了 系数 在 C 中 的 主要 部 分 概念 后 , 像 在 (6.2) 中 那样 , 由 此 逐步 可 导出 系数 在 
C 中 的 渐 近 展开 式 . 第 7 节 中 给 出 的 求 和 式 乘 积 的 渐 近 展开 式 的 方法 仍然 适用 , 只 
要 C 中 两 函数 的 乘积 仍然 属于 C 就 可 以 了 .当然 可 同样 定义 在 RR 中 任何 点 的 邻 域 
中 的 广义 渐 近 展开 式 , 也 可 对 序列 (N 中 确定 的 函数 ) 定义 这 种 展开 式 ， 


8.” 隐 函数 的 渐 近 展 开 式 


(8.1) 设 y 一 G(y) 是 在 区 间 [yo,-+cc[ 上 确定 、 并 且 随 着 y 趋 近 于 +oo 的 一 个 连续 
严格 增 函 数 ; 我 们 只 研究 这 函数 在 +oo 的 邻 域 中 的 反 函 数 (参看 附录 ). 由 暂时 承认 
的 定理 断定 , 有 一 个 在 区 间 [zo, +cc[ 中 确定 的 函数 z 一 wx(z), 在 这 区 间 中 满足 


(8.1.1) G(u(z)) = 2, 
这 里 zo = G(y) (K-R, 第 52 页 ); 而 且 这 函数 是 连续 的 , 严格 递增 的 , 并 且 随 着 x 趋 
近 于 +oo. 已 知 G 在 +co 的 邻 域 中 的 一 个 渐 近 展开 式 , 问题 是 要 求 v 的 展开 式 . 我 
们 只 考察 一 种 特殊 情形 , 其 他 情形 往往 可 通过 适当 的 变数 代 换 化 到 这 种 情形 . 
(8.2) 设 9 是 在 +o0 的 邻 域 中 确定 的 一 个 函数 , 它 不 与 一 常数 天 0 等 价 , 连续 可 导 ， 
并 且 具 有 下 列 性 质 : 

1° g' 是 单调 的 , 在 +oo 的 邻 域 中 不 取 零 值 , 并 且 g' = o(1). 

2。 当 Y 趋 近 于 +oo 时 , 对 任何 实 常数 c, 我 们 有 g'(y + cg(y)) ~ g'(y). 

在 这 些 条 件 下 , 设 以 是 方程 
(8.2.1) au(z) ~ glu(z))=£ 
在 +oo 的 邻 域 中 (唯一 的 ) 函数 解 . 另 一 方面 , 确定 一 个 函数 序列 {un} 如下; 

Uo(T) =z， Un(z)=£+9un-i(7)) (n>1), 

那么 函数 un(z) 随 着 z 趋 近 于 +o0, 并 且 在 +o0 的 邻 域 中 ， 
(8.2.2) az) 一 un(z) ~ 9g(z)(9 (2))". 

我 们 注意 到 由 中 值 公式 ， 


az) 一 an(z) = g(u(z7)) 一 9g(un-l(z)) = 9 (2) (uz) — un—1(z)), 
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这 里 z 是 在 端点 为 u(z) 及 un_1(z) 的 区 间 中 ; 由 此 自然 可 导出 公式 (8.2.2), 下 面 的 
证 明 不 过 是 这 种 启发 式 想法 的 发 展 罢了 . 
首先 注意 对 任何 > 0, 存在 着 y, 使 得 对 于 y > yi, 我 们 有 jg'(y)| < s, 由 此 应 用 中 值 
定理 , 就 得 到 |g(y) 一 g(m)| < e(y 一 如 ), 并 且 从 而 存在 着 加 > 妨 , 使 得 对 于 y > yz, 我 们 
有 lg(y)| < 2ey; 换 句 话说 , 在 +oo 的 邻 域 中 , g(y) = oly). 函数 G(y) = y 一 g(y) 有 导数 
G'(y) = 1 一 g'(W), 这 导数 它 在 无 穷 大 趋 近 于 1. 因此 G(y) 是 增 函 数 , 并 且 在 +o0 的 邻 域 
趋 近 于 +oo. 由 (8.1), 4 存在 ; 先 对 n = 0 证 明 (8.2.2), 换 句 话说 ， 


(8.2.3) u(z) — Zz ~ g(7). 
事实 上 , 如 果 令 z = u(z), 我 们 有 
z—z=g(2)= g(r)+(z— 7)g'(t), 


由 有 限 增 量 定理 , 这 里 t 在 端点 是 z 及 z 的 区 间 中 . 当 z 趋 近 于 +oc 时 , z = u(z) 也 趋 近 
于 +oo, 因而 t 也 是 这 样 , 于 是 由 假设 g << 1 得 


u(z) —z = 9(2) + o(u(z) — 4). 
由 于 函数 9 在 ++oo 的 邻 域 中 是 严格 单调 的 (从 而 不 恒 等 于 零 ), 它 保持 符号 不 变 , 并 且 从 上 


列 关系 式 正好 导出 (8.2.3) (参看 (3.2.7)). 由 于 g(z) = o(z), 由 此 得 u(z) ~ 7 
现在 就 n 递 推 来 证 明 对 于 n > 1, (8.2.2) 成 立 ; 同时 还 要 证 明 我 们 有 wn 六 1, 并 且 


(8.2.4) az) -am(z) 4 uz) — un (7). 


(这 里 写法 是 合理 的 , 因为 由 递 推 假设 及 9 与 g' 的 性 质 可 导出 在 +oo 的 邻 域 中 , 4 一 wn-1 
保持 符号 不 变 , 并 且 不 便 等 于 零 .) 

令 zn = un(z); 由 有 限 增 景 定理 , 我 们 有 
(8.2.5) z—zn = 9(z) — g(zn-1) = (2— zn-1)9 (tn-1), 


这 里 如 _; 属于 端点 是 z 及 zw_， 的 区 间 . 由 递 推 假设 , zn -1 = un-1(z) 随 着 z 趋向 于 +o0; 
因此 如 _; 也 是 这 样 , 并 且 由 假设 g' -< 1 可 导出 (8.2.4), 从 (8.2.4) 以 及 对 于 < n 的 整数 
的 类 似 关 系 式 , 可 递 推导 出 
au(z) — un(7) < ur) — zo~ 9(7) KT ~ uz), 

由 此 得 un(z) ~ u(z) (3.2.7), 并 且 从 而 un(z) ~ 工 六 1. 

现在 注意 关系 式 u(z) 一 un_1(z) << u(z) - z 也 可 写成 (u(x) 一 25) 一 (wn-1(7) 一 z) 
< u(z) 一 Zz 由 此 及 (3.2.7) 得 
(8.2.6) Un-1(7) —T ~ u(r) — zr ~ g(x). 
由 于 如 -1 包含 在 z 及 zn_1 之 间 , 由 (8.2.6) 得 杨 -1 一 z ~ g(z); 我 们 要 由 此 导出 g(tn-1) ~ 
g'(z). 事实 上 , 对 于 任何 es > 0, 存在 着 zo > 0, 使 得 对 于 z > zo， 


T+(1—e)g(z) < tn-1 < z+(1+e)g(7). 
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可 是 由 于 对 9 的 单调 性 的 假设 , 从 上 式 导出 g'(tn-1) 包含 在 端点 是 
g(z+(1—e)g(z)) 及 g'(z+(1—e)g(z)) 


的 区 间 之 内 ; 由 于 根据 假设 2", 上 两 端点 都 是 与 g'(z) 等 价 的 z 的 函数 , 由 此 得 要 证 的 初步 
结果 , 于 是 由 (8.2.5), 我 们 有 


Uz) -un(z) ~ (wz) 一 tn-i(z))9 (zh)， 


由 此 对 n 递 推 就 可 完成 (8.2.2) 的 证 明 . 
(8.3) 在 满足 (8.2) 中 假设 最 重要 的 函数 g 中 . 现 引 用 g(z) = z", 其 中 a < 1, 并 且 
a 关 0, 还 引用 g(x) = logz (参看 习题 6). 
例 (8.4.1) 方程 


(8.4.2) +y=7 


对 于 在 +oo 的 适当 邻 域 中 的 z, 有 一 个 、 并 且 只 有 一 个 随 着 z 趋向 于 +oo 的 实 根 
v(z), 这 是 将 (8.1) 应 用 于 方程 


8.4.3 z 十 z15 一 工 
(8.4.3) 


所 得 结论 , 而 (8.4.3) 是 从 (8.4.2) 通过 变数 代 换 z = ys 导出 的 . 我 们 可 以 取 g(z) = 
一 z1/5 来 应 用 (8.2), 并 且 因此 例如 从 (8.2.2) 导出 : 对 于 n= 2， 


(8.4.4) u(z) 一 za(z) ~ -让 


另 一 方面 , 用 第 7 节 中 的 方法 , 可 在 +oo 的 邻 域 中 展开 wz(z) = zx 一 (z 一 21/5)15 如 
下 : 


ua(z) = 工 一 ZUH5(1 一 z-4/5)15 = 了 一 ZLH5 十 je + 总 sr 十 o(z-7/5)， 
从 而 由 (8.4.4)， 
(8.4.5) tu(z) =£— 7/5+ je- 十 二 十 o(z-7/5). 
为 了 有 v(z) = (u(z))1/5, 应 用 (7.2), 于 是 最 后 得 到 
(8.4.6) v(z) = zl1/5 一 $e + o(z-7/5). 


(8.5.1) 作为 第 二 个 例子 , 考虑 方程 


六 


(8.5.2) = 


Ti 
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对 于 y > e, 上 式 左边 是 随 着 y 趋向 于 +oo 的 连续 函数 . 令 z = logy,t = log z, 上 列 
方程 等 价 于 


(8.5.3) zlogz= 名 
并 且 取 g(z) = logz, 就 可 应 用 (8.2). 如 果 v( 是 (8.5.3) 随 着 t 趋向 于 +oo 的 解 ， 
则 我 们 有 

(8.5.4) w(t) — valt) ~ 2 

并 且 用 第 7 节 的 方法 求 得 

(8.5.5) U2(t) =t+log(t +logt) =t+logt+ et 一 (BY) ， 


南 (8.54) 及 (8.5.5), 可 导出 u 及 us 有 准确 到 《ogg 和 ” 的 同样 的 展开 式 , 换 句 话说 


如 果 v(z) 是 (8.5.2) 的 随 着 z 趋向 于 +oe 的 解 , 我 们 有 


loglogz _ (loglogz)? 6 {log log z)2 
logz 2(logz)2 (logz)2 人 


logv(7) = logz+loglogz+ 


上 列 展开 式 中 各 项 从 第 三 项 起 才 开始 趋 近 于 0; 应 用 (7.4), 就 得 到 信 


(loglogz)2 
logz 


(8.5.6) zz) = zlogz+zloglogr+o t 


注释 (8.6) 注意 对 满足 (8.1) 中 条 件 的 两 个 函数 G(y) 及 Gi(y), 可 能 有 G(y) ~ Ga(y)， 
而 反 函 数 却 不 等 价 , 下 列 例子 可 表明 这 一 点 : 


Gly)=logy， 并 且 Gi(y)=logy+1. 


9. 反常 积分 的 收敛 性 


(9.1) 设 f 是 在 区 间 [a,-+oo[ 上 确定 的 复 值 函 数 , 并 且 在 任何 有 限 区 间 [中 上 分 段 
连续 (为 了 简单 起 见 , 我 们 也 说 f 在 [a, +co[ 中 分 段 连续 ); 对 于 任何 = > a, 积分 


F(z) = [ta 是 确定 的 ( 预 篇 , 4.3). 当下 列 极限 存在 时 , 作为 定义 , 令 
(9.1.1) /= jd = , lim, F(z) = , lip, 厂 f(t)at, 


并 且说 这 是 在 无 穷 区 间 [a, +oo[ 中 的 (反常 ) 积分 . 显然 对 任何 5 > a, 反常 积分 
外 这 里 用 到 的 比较 阶 & 包含 loglogz 的 短 . 
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ra 存在 ( 反 过 来 涪 也 正确 ), 并 有 我 们 有 


人 jdt= / “fat+ dt 


对 于 任何 z > a， < f(z)at 叫做 反常 积分 J f(t)dt 的 余 积 分 , 它 是 z 的 函数 ， 
当 z 趋向 +o0 时 , 它 趋 近 于 0. 

当 积分 Pi /(#)at 存在 时 , 我 们 也 说 它 是 收效 的 . 最 重要 的 情形 是 f 的 绝对 什 
的 积分 人 (Wlat 是 收敛 的 情形 ; 这 时 可 写 出 了 = 户 一 户 十 访 一 访 , 其 中 四 个 函 
数 反之 0, 并 且 |fi| < lf (如 果 RRJG > 0, 取 万 (二 入 f 人 ,否则 万 (0 = 0; 同样 确 
定 fa). 由 下 面 的 判别 法 (9.3), 积分 人 记 提 二 收敛 , 因此 积分 办、 f(Ddt 也 收 
化 在 这 种 情形 ,我 们 说 积分 ”f(at 绝对 收 煞 ， 并 且 通过 在 第 一 章 , 3.3.2 中 取 


极限 ,就 有 | [od|< [Viola 
(9.2) 在 本 章 中 , 我 们 只 考虑 在 +oc 的 邻 域 中 不 变 号 的 函数 的 积分 ; 显然 可 以 回 到 
/ > 0 情形 . 于 是 原 函 数 F(z) = / f(b)at 是 z 的 增 函 数 , 因此 当 z 趋向 于 +oo 时 ， 


它 净 近 于 一 个 有 限 极限 , 或 趋向 于 +ce (在 后 一 情形 ,我 们 写 出 / 二 


要 使 积分 dt 收敛, 必须 而 且 只 须 F(z) 在 +oo 的 邻 域 中 有 界 . 由 此 立即 得 


到 (由 第 一 章 , 3.3.1) 类 似 于 级 数 情形 (第 一 章 , 2.2) 的 比较 原理 ; 
(9.3) 设 万 g 是 在 +o0 的 邻 域 中 两 个 分 段 连 续 正 函数 , 并 且 /< Ag, 其 中 4 是 常数 > 


0. 那么 如 果 积 分 f° so 收 化 ， 站 jy(bdt 也 收 化 , 并 且 我 们 有 
(9.3.1) A f(t)dt < 4 三 g(bdt. 


如 果 积分 Di, dt 发 散 ， ff g(t)dt 也 发 散 . 


当然 , 注意 不 要 把 这 原理 应 用 到 在 +oo 的 任何 邻 域 中 交 号 的 函数 . 
(9.4) 为 了 应 用 比较 原理 , 我 们 把 被 积 函 数 与 (2.1) 中 所 确定 的 比较 阶 & 中 的 函数 比 
较 , 然而 对 £ 中 有 些 函 数 , 积分 的 收敛 性 可 以 立即 看 出 : 事实 上 , 对 于 a > 1, 我 们 
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有 

f ew= 1 (ze+l -ut)， 当 aw 关 -1 时 
(9.4.1) -a 

tldt = logz — loga; 

a 


六 “tl(logt)fdt = 二 (logz)atl — (loga)e+!)， 当 8B# -1 时 , 
(9.4.2) a | 
t-!(logt)-!dt = loglogz — logloga. 

(9.5) (i) 如 果 我 们 有 f(z) = O(za(logz)8), 其 中 a < -1 或 a= -1 并 且 有 < 一 1 
积分 全 f(t)dt 收 全 

( 记 如 果 我 们 有 f(z) > ze(logz)8, 其 中 a > -1 或 a = 一 1 并 且 68> 一 1, 积分 
了 ”gd 是 无 穷 大 ， 

在 实用 中 , 按 本 书 水 平 , 要 应 用 唯一 的 法 则 如 下 : 取 被 积 函 教 f 的 主要 部 分 c.9， 
并 且 考 察 函 数 g ( 按 第 5 节 中 阶 的 次 序 ) 与 函数 re(log z)8 的 有 关 性 质 (图 9). 更 准 
确 地 说 , 如 果 在 函数 (2.1) 中 , 指数 因子 eeC) 不 等 于 1, 就 只 须 考虑 这 因子 (不 必 关 
心 a 及 B); 于 是 如 果 cl < 0, 积分 收敛 ; 如 果 cl > 0, 积分 是 无 穷 大 . 相反 地 , 如 果 
P,= 0, 我 们 先 看 指数 a: 如 果 a < 一 1; 积分 收敛 ; 如 果 a > -1, 积分 是 无 穷 大 . 最 后 ， 
如 果 a = -1 我 们 看 指数 8: 如 果 8 < 一 1, 积分 收敛 ; 如 果 8 > 一 1, 积分 是 无 穷 大 . 
总 之 , 差别 是 在 与 = -1 及 8 = -1 相应 的 “ 洞 ” 处 发 生 的 (在 引用 重 僵 对 数 时 , 也 
会 有 类 似 的 结果 ). 


收 敏 xs(ax<-1) 「 发 散 x“(a 宕 一 ) 
上 


人 收 做 F 发 散 
togmDp<-DL xogn)AB>-l) 


图 9 


只 有 当 / 没有 关于 比较 阶 (2.1) 的 主要 部 分 时 (或 者 当 容 易 看 出 f 的 一 个 上 
界 或 下 界 , 从 而 可 以 不 求 f 的 主要 部 分 而 直接 应 用 (9.5) 时 ), 才 用 到 更 精确 的 法 则 
(9.5)， 

(9.6) 现 设 f 是 在 左 半 开 区 间 ]a,4] 中 确定 的 复 值 函数 , 并 且 在 任何 区 间 [a 十 hh, 可 中 
分 段 连续 , 这 里 hh > 0 (我 们 也 说 f 在 Ja;b] 中 分 段 连续 ); 于 是 对 于 hh > 0, 可 确定 函 


b 
数 F( 有 = / 7 当下 列 极限 存在 时 , 作为 定义 , 令 
at 


b b 
(9.6.1) J fl0)dt = im F(h) =F(0+) = liny A Oe 
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并 且 我 们 说 这 是 /在 六 开 区 间 Jo 中 的 (反常 ) 和 分. 也 说 积分 jl)at 在 a 的 


b 
邻 域 中 收效 ; 如 果 / |f(s)lat 存在 , 就 说 积分 站 f(t)dt 在 a 的 领域 中 绝对 收敛. 变 


数 代 换 上 = a+ 一 + 把 反常 积 分 太 f(t)at 化 丰 反 台 积 分 edt ee 于 是 与 


(9.5) 相应 的 法 则 是 : 
(9.6.2) (i) 如 果 在 a 的 右 邻 域 , 我 们 有 f(z) = O((z 一 a)"|log(z 一 a)|9), 其 中 a> 一 1， 


或 a= 一 1, 并 且 有 < 一 1 (特别 如 果 f=0O (1))， 积分 三 J(Odt 在 。 的 全 城中 收 针 
(ii) 如 果 我 们 有 f(z) 二 (z 一 a)*|log(z 一 a)|8, 其 中 a< -1 或 a= -1 并且 
> -和 分 三 f(t)dt 是 无 穷 大 . 


在 应 用 中 , 我 们 要 求 了 在 a 的 邻 域 中 的 主要 部 分 . 
(9.7) 我 们 同样 确定 在 无 穷 闭 区 间 ] - oc,a] 中 或 在 右 半 开 区 间 [6b,al 中 的 反常 积分 ; 
请 读者 通过 适当 的 变数 代 换 把 这 些 积分 化 到 (9.1) 中 已 经 考虑 过 的 积分 . 最 后 , 当 一 
个 函数 f 在 开 区 间 ja,b| 中 确定 (a 及 5 是 有 限 数 或 无 穷 大 ) 并 且 分 段 连续 ( 即 在 任 
何 有 界 闭 区 间 fa, 8j(cja, 如 中 分 段 连续 ) 时 , 如 果 对 于 满足 a < c <5 的 一 个 c, 反 


Wm 分 stat 及 “7 二 存在 , 作为 定义 , (反常 ) 积分 


b ce b 
f sa= [star+ { rat 
显然 , 这 定义 和 的 选取 没有 关系 . 
b 
在 这 里 注意 当 分 段 连续 函数 /在 有 界 区 间 [a, 中 中 确定 时 , 往往 把 h J(W)dt 写 
成 Le dt 形式 , 即 用 0 把 函数 f 开 拭 到 整个 民 中 ( 即 当 te RR 一 [a, 相 时 , 令 


Jo) = 0 事实 上 , 显然 后 一 积分 收敛 ， 
还 注意 如 果 u 及 v 是 ja,b[ 中 分 段 连续 函数 的 原 函数 , 并 且 如 果 + 一 u(t)u(t) 在 
点 a 有 右 极限 , 并 且 在 点 5 有 左 极限 , 记 作 (不 用 严格 语言 


ulat+)v(a+) 及 u(b-)v(b-), 
那么 如 果 两 反常 积分 / “uv(Dde 及 / “ulDw()dt 中 有 一 个 存在 , 另 一 个 也 存在 
并 且 我 们 有 分 部 积分 公 
b . 
(9.8) . u(t)v(t)dt = ul6—)v(b—) — uat+)v(at+) 一 / v(t)w (cdt. 
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事实 上 , 把 应 用 到 ]a, 5b[ 中 有 界 闭 区 间 上 的 同样 公式 取 极限 , 就 得 到 (9.8). 
最 后 , 同样 确定 向 量 函 数 了 的 反常 积分 . f(t)dt 如 下 ; 这 积分 存在 等 价 于 对 了 


b 
的 每 个 分 量 方 , 反常 积分 / 万 (二 存在 ; 而 后 一 积分 是 向 量 / "(Dat 的 指标 是 j 
的 分 量 . 
例 (9.9) 各 马 函 数 , 证 明 积分 
(9.9.1) r@= /ee 


对 任何 2 > 0 收效 必须 证 明 两 积分 有 t-te-tdt 及 并 六 -1e-tqt 中 每 一 个 都 


收敛 ， 只 有 当 0 < z < 1 时 , 第 一 个 积分 是 反常 积分 ， 对 于 与 0 邻近 的 te 一 ~ 
1, 从 而 te-le-t ~ 好 -1 于 是 由 判别 法 (9.6), 第 一 个 积分 收敛 ， 另 一 方面 , 在 积分 


ee 中 , 被 积 函数 是 E 中 的 函数 , 其 中 含 趋 近 于 0 的 指数 因子 . 于 是 由 


1 
(9.5), 这 积分 对 任何 实数 > 收敛 . 
积分 (9.9.1) 还 叫做 欧 拉 的 人 徊 马 函 数 (T 函数 ); 它 在 分 析 中 起 着 重要 的 作用 , 以 
后 还 要 详细 研究 它 (第 四 及 第 九 章 ). 


10. 原 函 数 的 渐 近 展开 式 


(10.1) 比较 原理 (9.3) 的 基础 是 基本 不 等 式 (第 一 章 , 3.1.1). 在 (9.1) 中 条 件 下 , 由 
F(x) = 汉 flt)at 当 zx 趋向 于 +oo 时 有 极限 所 能 导出 的 结果 , 事实 上 比 由 基本 不 等 


式 所 能 导出 的 要 少 得 多 ,由 后 者 可 从 f 在 +oo 的 邻 域 中 的 “状态 ", 导出 关于 下 的 
“状态 " 的 一 些 结果 . 
(10.2) 设 及 9 是 在 a,+oe[ 中 分 自 连 续 的 两 个 复 值 函 数 , 并 且 假定 在 这 区 间 中 , g(a) > 
0. 

人 假定 积分 [soa 是 无 穷 大 , 那么 在 +oo 的 邻 城中 : 


一 由 关系 式 / 二 O(g) 导出 [ra=o(f vod 
一 一 由 关系 式 / =o(g) 导出 f ra=o( f sta); 
由 关系 式 /~ c.g (常数 c 关 0) 导出 [ra~e: f go 


(i) 假定 积分 / (0)at 是 常数 , 那么 在 +oc 的 邻 城中 : 
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由 关系 式 二 O(g) 导出 [8a=0(f soa); 
一 一 由 关系 式 /= o(g) 导出 [a= o( /vod 


+oc +oo 
一 由 关系 式 /eg (常数 c 关 0) 导出 10a~e: 人 gtat. 


(i) 要 证 明 第 一 个 结论 , 注意 由 假设 , 存在 着 b > a, 使 得 对 于 z > b, 我 们 有 
jf(z)| < A.9(z), 其 中 4 > 0 是 一 适当 的 常数 , 于 是 由 中 值 定理 (第 一 章 , 3.3.2), 对 


于 z> a fru < A. [soa 另 一 方面 , 由 于 我 们 有 We >0, 存 


在 着 常数 B > 4, 使 得 f ra 窑 


fi <2. fs (Dat. 
其 次 , 假定 f = o(g)， 对 于 任何 。 > 0, 存在 着 zo > a (与 es 有 关 ), 使 得 对 于 
z > zo, 我 们 有 |f(z)| < sg(z). 由 中 值 定理 得 : 对 于 z > zo 


A : f(a <e 六 g(tjdt < e 六 g(t)dt. 


另 一 方面 ,由 假设 /sj 随 着 = 趋向 于 +oo; 从 而 存在 着 s > zo 使 得 


b 
也. / glt)dt; 由 此 得 : 对 于 = > b, 我 们 有 


[fo < :sta 对 于 z > zi 成 立 ; 由 此 导出 : 对 于 > > zi, 我 们 有 
| / ft < 2e 三 tO 这 样 就 证 明了 


关 Fab= 0 (f su) : 


关于 (i) 中 第 三 个 结论 , 只 要 考虑 到 f ~ c.g 与 了 一 cg = o(9) 等 价 , 就 可 由 第 二 
个 结论 导出 

的 ) 的 证 明 是 类 似 的 , 并 且 更 简单 一 些 ; 请 读者 自己 作出 证 明 . 
例 (10.3) 对 于 a > 0, 通过 积分 , 由 关系 式 z-! = o(z-1+°), 又 可 得 到 已 知 的 关系 式 
logz = olze); 后 一 关系 式 在 (2.2) 中 已 经 用 到 了 . 
(10.4) 当 函 数 f 对 于 (2.1) 中 确定 的 比较 阶 有 主要 部 分 c.g 时 , 在 +oo 的 邻 域 中 , 对 
原 函 数 人 f(t)at 的 研究 可 化 成 对 往往 更 简单 的 大 glt)dt 的 相应 研究 . 可 是 不 要 相 


信 对 于 & 中 的 函数 , 有 与 (9.4.1) 或 (9.4.2) 相 类 似 的 等 式 ; 这 两 组 等 式 对 & 中 函数 
完全 是 例外 的 . 显然 & 中 函数 的 原 函 数 一 般 不 是 2 中 的 函数 (甚至 不 是 这 种 函数 的 
有 限 线性 组 合 ), 可 是 由 此 得 到 的 主要 部 分 却 往往 是 E 中 的 函数 ; 这 是 由 于 有 关系 式 
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(对 于 (2.1) 中 所 确定 的 函数 9) 


gr)_a,_8b 


(0 g(z) £z zlogz 


十 P'(z) 


以 及 随后 的 定理 . 
我 们 注意 到 由 (10.4.1) 立即 得 到 g'/g 的 渐 近 展开 式 ; 从 而 当 9 不 是 常数 1 时 ， 
g'(z) 在 +oo 的 邻 域 中 不 变 号 . 


(10.5) 设 9 是 连续 可 导 画 数 ， 并 且 在 +oo 的 侄 域 中 > 0; 还 假定 我 们 有 并 中 ~ 上， 


g(z) 
其 中 以 关 0, 并 且 灵 关 一 1. 那么 : 
(i) 如 果 六 > 一 1, 对 于 任何 = > 0, 在 +oo 的 邻 域 中 , 我 们 有 g(z) 冰 zi 积分 


人 g(t)dt 是 无 穷 大 , 并 且 在 +oo 的 邻 域 中 ， 


和 z9g(z) 
(10.5.1) / gd ~ 7 


的) 如 果 < 一 1, 对 于 任何 = > 0, 在 +co 的 邻 域 中 , 我 们 有 g(7) << Itt5; 积分 
/ (at 收 化 ,并 且 在 +oo 的 邻 域 中 , 我们 有 
和 zg(7) 
(10.5.2) / g(t)dt ~ 


我 们 只 证 明 (i), (ii) 的 证 明 完 全 类 似 . 由 (10.2), 从 假设 可 导出 log g(z) ~ Alogz; 
因此 对 于 给 出 的 = > 0, 在 +oo 的 邻 域 中 , 我 们 有 


logg(z) > (x yoy 3) logz, 


或 者 有 g(z) > ze- 和 > zx-<. 由 于 > 一 1 可 以 取 A-e > 一 1, 并 且 由 (9.5), 积分 
/ ”5(Dut 是 无 穷 大 . 分 部 积分 就 得 到 


(10.5.3) 人 g(t)dt = zg(7) 一 ag(a) 一 三 tg'(t)dt, 
上 式 可 写成 
(10.5.4) fe@ +tg'(t))dt = zg(z) — ag(a). 


但 在 无 穷 大 的 邻 域 中 ,ytb ~ jzg(t) 这 一 -假设 连同 (10.2) 表明 , (10.5.4) 的 左边 等 从 
壹 
(a+D f gan, 
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由 此 得 公式 (10.5.1). 公式 (10.5.2) 可 同样 证 明 . 


注 乔 (10.6) 如 果 我 们 有 2 = (3), 由 此 同样 可 导出 


|logg(z)| << logz 


(10.2), 于 是 对 任何 = > 0,g(z) > ze (4.2.1), 因此 积分 从 9(o)dt 还 是 无 穷 大 . 此 
外 , 由 关系 式 zg'(z) << g(z) 可 导出 g(z) + ze'(z) ~ g(z), 并 且 由 (10.5) 中 的 推理 表 
明 公 式 (10.5.1) 当 jy =0 时 仍然 成 立 . 

最 后 考虑 9 > 0、 连 续 可 导 并 且 5 如 六 2 的 情形 ; 还 假设 y 在 +oo 的 邻 域 
中 不 变 号 , 于 是 g(z)/g'(z) 在 这 个 令 城 中 是 确定 的 在 这 些 条 件 下 : 
(10.7) 还 假定 h(z) = g(z)/g'(z) 在 +oo 的 邻 域 中 连续 可 导 , 并 且 h'(z) = 0(1). 于 是 : 

十 oc 

的 如 果 在 +eo 的 令 域 中 gz) > 0, 那么 积分 人 g(b)dt 是 无 穷 大 ， 并 且 在 

+oo 的 邻 域 中 ， i 


(g(z)) 
(10.7.1) f se~ 0) 


(ii) 如 果 在 +oo 的 邻 域 中 , g/(z) < 0， 那么 和 分 人、 g(t)dt 收 化 ,并 且 在 Too 
的 邻 城中 ， 


{9(2))? 
le'(z)| 


首先 注意 由 关系 式 (zr) = o(1) 可 导出 h(z) = o(z) (10.2), 如 果 在 +oc 的 邻 
域 中 g1(z) > 0 9 是 增 函数 并且 > 0, 则 积分 / (wat 是 无 穷 大 ; 其 次 , 我 们 


有 (10.2) |logg(z)| > logz, 并 且 由 于 9 是 增 函 数 ,， 上 式 表 明 g(z) 随 着 > 趋 近 于 
+oo, 因而 logg(z) 也 是 这 样 . 由 (4.2.1), 我 们 有 : 对 任何 a > 0,g(z) 冰 ze. 反 过 来 ， 


如 果 在 +oo 的 邻 域 中 , gr(z) < 0, 我 们 同样 得 到 | 南 | 六 logz, 然后 对 于 任何 


(10.7.2) 人 es” g(t)at ~ 


a > 0,9(o) Ar-", 由 此 看 出 积分 人 (wat 收 化 (9.5). 在 情况 6), 另 一 方面 , 由 
分 部 积分 得 


(10.7.3) / d= £ = 小 “g(at 
或 
(10.7.4) / “(1 + We)g(0)at = hlz)g(z) - hla)g(a), 
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并 且 由 于 由 假设 , (1 + h')g ~ g, (10.7.4) 的 左边 等 从 于 三 g(t)at (10.2); 由 于 它 趋 近 


于 +oo, 比 常数 h(a)g(a) 重要 得 多 , 由 此 得 到 结论 . 同样 证 明 情 况 (ii). 
例 (10.8.1) 在 +ec 的 邻 域 中 , 我 们 有 (这 里 a > 1) 


5 ,三 六 


10.8.2 A 
( ) ‘a logt 


事实 上 , 在 这 里 我 们 有 g'(z)/g(z) = 一 
(10.8.3) 在 +oc 的 邻 域 中 , 我 们 有 


(10.8.4) / edt~ No 
事实 上 ， 在 这 时 我 们 有 有 ga = 2 这 就 是 (10.7, (ii) 中 的 人 
(10.8.5) 考虑 积分 [经 Td (这 里 a> ]). 由 于 被 积 函 数 g(z) > 二 一 (9.5), 这 
积分 是 无 穷 大 ， 在 这 中 和 他 有 
gz/slz) ~ -1/m 
J 但 是 可 用 变数 代 换 w = logt 化 到 情况 (10.7, ()); 这 


, 这 就 是 (10.6) 中 所 讨论 的 情况 . 


3 es 


gz) __ 1 1 虽 
样 积 分 就 变 成 he a 在 这 里 求 得 红 一 5 二 ~ 如 二 " 因此 由 (107， 
0))®, 
T eViogt 2eviogz 
(10.8.6 交 oats ~ Vs 


(10.9) 当 我 们 应 用 (10.5), (10.6) 或 (10.7) 中 一 种 情况 , 并 且 ge & 时 , 我 们 不 仅 可 求 
三 glt)dt 的 主要 部 分 , 而 且 还 可 求 它 的 渐 近 展开 式 . 先 假设 fs dt 是 无 穷 大 ; 
例如 如 果 在 (10.5, (i)) 中 情况 下 , 由 (10.5.4), 可 写 出 


he = 2 -0 gta 


应 站” 太守 1 
其 中 由 假设 ,91(z) = 二 (ks(a) - go) < 9()， 如 果 积 分 三 ， dt 是 无 
穷 大 , 对 于 % “(oat, 要 到 全 可 以 略 去 不 计 , 并 且 如 果 可 用 (10.2) 以 及 (10.5)， 
(10.6) 或 Go 7) 中 一 个 命题 , 求 得 /iojdt 的 主要 部 分 , 我 人 就 得 到 了 人 “g(at 


外 在 这 里 比较 阶 2 包含 函数 exp((log z)"), 其 中 Y > 0. 
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的 浙 近 民 开 式 的 第 二 项 . 反 过 来 如 果 积 分 / g(t)at 收敛 必须 写 出 
人 glt)dt = 2 4 站 汉 1 (t)at, 


其 中 4 是 常数 一 2 + LL: g(t)dt (可 用 定 积分 计算 法 求 出 近似 值 ) 再 求 


a gi(t)dt 的 主要 部 分 ， 其 他 情况 可 同样 进行 讨论 , 但 要 考虑 到 在 (10.7) 中 , 函 


数 92/9' 不 一 定 属于 &, 因此 如 果 这 函数 有 渐 近 展开 式 , 就 用 它 来 代替 这 函数 . 
例 (10.10.1) 对 于 例 (10.8.1), 用 (10.9) 中 所 述 方法 可 得 


dt 了 ™ dt 
logt logz J (logt)?" 


对 后 一 积分 还 可 应 用 (10.6). 在 这 里 这 种 步 又 可 任意 进行 多 次 , 并 且 给 出 一 个 含 任意 
上 项 的 渐 近 展开 式 : 

= 内 lz 做 -DJ 了 
0 a logt logz - (iogz)2 外 (log z)* (gE) 


注意 这 展开 式 中 所 有 各 项 随 着 x 趋 近 于 +co-. 
(10.10.3) 我 们 可 同样 讨论 例 (10.8.3), 但 是 在 这 里 用 略为 不 同 的 方式 分 部 积分 要 更 简 


单一 些 . 我 们 有 也 
a EF 3 

= Cy edt 

/ a nt i 


+oo et dt Ls ee 3 +oo etdt 
人 a 攻 、 


并 且 还 可 继续 像 这 样 进行 任意 多 次 , 于 是 得 


其 次 ， 


(10.10.4) fe. e-tat 
i 1.8...(2k—1 1 
> (去 = 站 +…+C 坟 3 to (zi)). 
(10.11) 当 f 不 属于 6, 但 是 有 主要 部 分 c.g(c 关 0,9 e 6) 时 , 如 果 回 到 研究 原 函 数 
人 f(t)at, 要 从 求 c glt)dt 的 渐 近 展开 式 开始 , 然后 对 一 cg 同样 进行 , 如 此 等 
等 , 然后 (按照 (7.1) 中 的 法 则 ) 把 所 得 渐 近 展开 式 相 加 . 
例 (10.12) 求 下 列 原 函数 的 渐 近 展开 式 ; 


t et 
12. 二 
(10.12.1) 下 证 
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我 们 有 渐 近 展开 式 


然后 逐步 进行 分 部 积分 

(10.12.2) 广 织 = 所 + 二 +6 各 +o( 气 )， 
最 后 , 考虑 到 (10.12.3) 及 (10.2), 我 们 得 到 

(10.12.4) [ 外 可 全 和 缀 法 5 +0 (SE) l 


注释 (10.13) 与 关于 函数 的 原 函数 的 上 述 结果 不 同 , 当 已 知 函数 f 的 一 个 主要 部 分 ， 
一 般 不 能 推导 出 它 的 导数 的 任何 情况 . 例如 如 果 f(z) = z+sinz2, 我 们 有 f(z) ~ zx， 
可 是 P(z) =1+2zcosz2 在 +oe 的 任何 邻 域 中 甚至 无 界 , 并 且 振动 . 在 这 里 我 们 看 
到 了 与 求 导数 相 比 , 积分 过 程 要 简单 一 些 ; 这 在 第 一 章 , 3.7 中 已 经 以 一 般 方式 指出 
这 
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(11.1) 我 们 只 研究 一 般 项 ww 在 +o0 的 邻 域 中 不 变 号 的 级 数 , 可 以 假定 对 于 任何 
mu um > 0 (只 要 在 不 作 数值 计算 的 时 候 )， 按 照 本 书 的 水 平 , 各 项 > 0 的 级 数 的 收 
伍 性 是 由 下 列 唯一 的 法 则 决定 的 : 求 出 序列 nw 的 主要 部 分 n -+ cg(n), 这 里 
ce 关 0, 并 且 g EE; 于 是 级 数 {un} 收 化 必须 而 且 只 须 级 数 {g(n)} 收 伊 . 事实 上 , 这 是 
比较 原理 (第 一 章 , 2.2) 的 明显 的 推论 , 因为 存在 着 一 个 no, 使 得 对 于 n > no, 我 们 
有 wn < 3cg(n) 及 un > cg(n). 最 常见 的 情况 是 : 函数 ”一 un 是 在 +oo 的 一 个 全 
域 [a,+oo[ 中 所 确定 的 函数 z 一 wz) 在 N 中 的 限制 ， 并 且 只 须 对 这 函数 应 用 本 章 
中 讲述 的 一 些 方法 . 

注意 不 要 像 机 器 人 一 样 乱用 以 “ 柯 西 法 则 ”及 “ 达 朗 贝尔 法 则 ”命名 的 “之 钙 
法 ”, 这 两 法 则 严格 只 适用 于 以 后 要 讲 到 的 每 级 数 (第 六 章 ) 
(112) 我 们 回 到 一 般 项 是 gtn) 的 级 数 , 这 里 9& E, 已 经 注意 到 (10.4) E 中 的 函数 连 
续 可 导 , 并 且 在 +oo 的 邻 城中 是 单调 的 , 如 我 们 将 要 看 到 ,这些 性 质 就 可 把 一 般 项 是 

gln) 的 级 数 的 研究 引导 到 原 函 数 小 gd 的 研究 . 

(11.3) 设 9 是 一 函数 > 0, 并 且 在 +oo 的 邻 域 中 是 递减 的 . 那么 要 一 般 项 是 g(n) 的 


级 数 收 化 ,必须 而 且 只 须 积分 全 g(t)dt 收 做 . 
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事实 上 , 可 假定 对 于 z > no, g 是 递减 的 . 确定 对 z > no 的 分 段 连续 函数 如 下 ; 
对 于 mn> no 以 及 mn 和 z<m+l, 令 f(z)=g(n+1) (图 10). 显然 有 : 对 于 z > no， 


(11.3.1) g(z+1) < f(z) < g(z). 


图 10 
于 是 由 关系 式 
n n—l 
(11.3.2) > g(x) = 了 (此 
大 一 no 十 1 We 
及 单调 极限 定理 就 可 推出 结论 


就 实用 观点 看 , 一 般 项 是 c.g(n)(c 关 0,9 e 2) 的 级 数 的 收敛 性 , 正好 与 (9.4) 中 
一 样 , 要 在 +oo 的 邻 域 中 , 看 函数 g(z) 与 函数 zc(logz)2 的 有 关 性 质 来 决定 . 
(11.4) 当 我 们 知道 9 的 导数 的 一 些 更 准确 的 性 质 时 , 在 下 面 将 要 看 到 : 对 9 的 原 函 
数 应 用 第 10 节 中 的 方法 , 如 果 级 数 发 散 , 可 求 得 部 分 和 


(11.4.1) sn 一 9g(0) 二 9(GD) 十 … 十 9g(m) 
的 主要 部 分 ; 如 果 级 数 收敛 , 可 求 得 余 项 
(11.4.2) mn 一 g(n 十 1) 十 9(2 十 2) 十 … 


的 主要 部 分 ， 
(11.5) 设 g 在 +eo 的 邻 城中 连续 可 导 , 并 且 是 大 于 0 的 函数 , 还 假设 我 们 有 了 人 ) ~ 


| 
(这 里 办 0). 那么 
et ()dt 是 无 穷 大 (这 是 1 > 0 时 总 要 产生 的 情况 ), 我 们 有 


(11.5.1) sn 人 ~ ze g(t)dt. 
(ii) 如 果 积 分 / g(t)dt 收 化 , 我 们 有 


十 oo 
(11.5.2) rm 人 Tz/ g(t)at. 


11。 级 数 的 收敛 性 与 部 分 和 的 渐 近 展开 式 


令 w = /sus 设 及 ， 是 在 +oo 的 名 起 中 如 下 确定 的 两 个 省 数 : 对 于 
任何 整数 n > a, 并 且 对 于 n 一 1 < z <n, 令 4(7z) = g(n),v(z) = wn. 因为 对 于 任何 
no > a 我 人 有 5》 g(k) = 站 "u(t)dt, 站 本 / ”v(t)dt, 所 以 由 (10.2), 如 果 


大 一 mo 十 1 
我 们 证 明了 关系 式 
(11.5.3) / 本 六 = gln), 
有 关 命 题 就 得 到 了 证 明 . 
然而 可 以 写 出 g(t) = exh(t), 于 是 假设 等 价 于 
“9 二 大计 
我 们 有 


(1.5.4) [su= ,ender= n+ ee 一 AD)d 


而 由 假设 , 对 于 任何 < > 0, 存在 着 整数 ni, 使 得 


| 鹤 和 = 对 于 z> ni 
因此 由 中 值 定理 , 对 于 n> m 及 nn 一 1<t<n, 我 人 有 
-sg 和 < 
从 而 


(1 — es)h(n) < (es — 1)h(n) < Rb) 一 An)s(es 一 DR(n)， 


或 
1h(t) — h(n)| < (es — Dh(n). 


应 用 中 值 定理 , 由 此 得 : 


如 果 p> 0， A em 一 at)dl < (ee -1)emmhtn) = (ce ~ Dln); 
n-l 


如 果 jp < 0， A ert(h(t) 一 nn) < (ee 一 1l)exn-Dhtn) = er(er ~ 1)g(n). 


由 于 es 一 1 随 着 e 变 成 任意 小 , 还 由 于 (11.5.4), (11.5.3) 得 证 . 


注释 (11.6) 如 果 我 们 有 = o(D,， 上 面 的 推理 仍然 适用 , 不 过 在 其 中 要 把 换 成 


( 
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l-e* 


9, 并 且 把 二 换 成 1. 因此 在 这 种 情形 公式 (11.5.1) 及 (11.5.2) 仍然 适用 , 不 过 
在 其 中 要 把 因 于 全 -= 换 成 1 
(11.7) 设 g 是 在 +ec 的 领域 中 单调 、 连 续 可 导 并 且 大 于 0 的 函数 , 还 假定 我 们 有 
Ee 一 +oo) 于 

人 


) 如 果 g 在 +oo 的 邻 域 中 是 递增 的 , 我们 有 


(11.7.1) sn ~ g(n). 
(让) 如 果 g 在 +o0 的 邻 域 中 是 递减 的 , 我 们 有 
(11.7.2) rn ~ g(n+1). 


由 假设 导出 (10.2) |log g(z)| 六 z; 如 果 9 是 递增 的 , 这 表明 log g(z) 随 着 z 趋 
近 于 +ee, 并 且 由 (4.2.1), 我 们 有 g(z) 六 ez; 如 果 反 过 来 9 是 递减 的 , 同样 对 1/g 


作 论 证 , 于 是 得 到 g(z) < e*, 因此 在 这 种 情形 , 积分 i g(t)dt 收敛 , 从 而 一 般 


项 是 gtn) 的 级 数 也 收敛 . 而 且 如 果 对 于 z > no, 9 是 递增 的 , 用 在 (11.5) 的 证 明 中 
同样 的 记号 , 并 且 考虑 到 (10.2), 我 们 有 


路 一 下 nl nT Te 
k) = dt < a "(tdt = g(n) — 1); 
,0 “ag f Ode 汰 gd 一 got 


由 于 g(n) 趋 近 于 +cc, 由 此 导出 
sn-1 = 0(g(n)), 


而 且 由 于 sn = sn_1 十 g(n), 这 样 就 证 明了 (11.7.1). 用 同样 的 推理 证 明 (11.7.2), 这 
时 要 导出 rn+l = o(g(n 十 1)). 
(11.8) 在 (11.7) 中 条 件 下 , 对 于 任何 整数 上 > 0, 当 9 是 递增 的 时 , 可 以 写 出 


sn = g(n)+g(n—1)+.**+g(n—k)+o(g(n — k)); 
如 果 每 个 函数 g(n - 让 (0 < j < 有 有 一 渐 近 展开 式 , 那么 可 导出 sn 的 渐 近 展开 式 ， 
同样 , 当 9 是 递减 的 时 , 可 以 写 出 
rn = gn+1)+gmn+2) + + gn+k) + o(g(n + k)). 
对 于 mw 的 渐 近 展开 式 , 只 要 有 每 个 g(n + 让 (1 < 7 < 此) 的 渐 近 展开 式 就 可 导出 . 例 
如 假设 g(x) = zz; 从 公式 


1 


mogn =( -Dign -1+ 去 +0(3) 


11。 级 数 的 收 和 全 性 与 部 分 和 的 渐 近 展开 式 -73， 


出 发 , 得 到 (7.4) 
(n—1)"-!= Sa 涛 Ze + o(n™?), 
而 且 同 样 可 得 到 


人 -2)"-2 = Bm 十 ofnn-2). 
由 此 得 含 三 项 的 展开 式 @ 


六 ) ne-?+o(n"™?). 


1 
sn 三 7 十 -nn 十 (一 十 
” 已 2 


(11.9) 现在 转 回 研究 一 般 项 是 ww > 0 的 级 数 , 这 时 不 必要 有 一 个 函数 g e 6, 使 
un 二 g(n)， 如 果 {vn} 是 另 一 各 项 > 0 的 序列 , 并 且 当 z > 1 时 , 对 于 n < 
<n 十 1 令 ulz) = tn,v(z) = vn, 那么 对 于 n > no 的 关系 式 wu < vw 与 
对 于 > > nowu(z) < va) 等 价 ， 由 此 可 立即 断定 ， 在 +oo 的 邻 城内 ,下 列 每 个 
关系 式 如 = Olwn),un = olvn),in ~ cwn(e 去 0) 分 别 等 价 于 在 +oo 的 邻 域内 ， 


um 二 OUtzj),atz) = ootz)j,ulz) ~ cv(z). 另 一 方面 , 既然 函数 = 一 / “i(t)dt 是 
, 


递增 的 , 说 一 般 项 是 ww 的 级 数 收 化, 与 说 积分 [ua 收敛 是 等 价 的 . 因此 把 
1 
{10.2) 应 用 到 函数 之 及 v, 就 可 导出 : 
(11.10) 设 un,vn 是 各 项 > 0 的 两 个 级 数 的 一 般 项 . 
(i) 如 果 一 般 项 是 vi 的 级 数 收敛 , 并 且 如 果 我 们 有 un = olon) (或 un ~ citn)， 


十 oo 十 oo 十 oo 十 ec 
我 人 有 匡 内 =。 (站 G a ~ 区) 
k=n 


k=n k= k=n 


+oc 
(ii) 如 果 Don = +oo, 并 且 如 果 我 们 有 un = o(wn) (或 tn ~ cvn), 我 们 有 
nl 


“= 0 (二 (x Puen)- 


k=1 
(11.11) 用 同样 的 记号 , 如 果 我 们 有 w = g(n), 其 中 ge E, 因而 看 出 ww 有 主要 部 分 
un ~ c.g(n)(c 去 0), 就 可 把 求 Si 或 Sy ( 视 一 般 项 是 w 的 级 数 收敛 与 否 而 


大 一 了 k=1 
定 ) 的 主要 部 分 问题 化 成 把 wn 换 成 g(n) 的 同一 问题 , 即 在 (11.5), (11.6) 及 (11.7) 
中 讨论 过 的 问题 . 本 
当 我 们 像 这 样 得 到 (例如 当 》 un = +oo 时 ) 一 个 主要 部 分 > wk ~ cjJ(m)， 


n=1 k=1 
其 中 fe E, 可 提出 进一步 求 渐 近 展开 式 : 为 此 , 考虑 一 般 项 是 wn = un 一 c(f(n) 一 
中 这 里 的 比较 阶 E 含有 函数 exp(z? (log x)?)(a > 08> 90). 
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f(n 一 攻 ) 的 级 数 (这 里 用 0 代 若 /(0)). 由 假设 ,我 们 有 入 wi = o(f(n); 如 果 wi 在 
k==1 
+ 的 邻 城中 不 变 号 ,可 以 像 以 上 对 un 那样 求 w 的 主要 部 分 . 但 是 要 区 分 一 般 项 
是 ww 的 级 数 是 否 收 全 两 种 情况 ; 在 不 收敛 情况 , 我 们 有 主要 部 分 Dw ~ oii(n)， 
=i 


这 里 及 有 二 6o( 有 ), 户 小 4 并 且 从 而 六 uk 的 渐 近 展开 式 是 


大 一 1 


wx =c.f(n) +efi(n) + o(fi(n)). 


大 =1 
反 过 来 , 如 果 一 般 项 是 un 的 级 数 收 伍 , 差 式 Dw -c.f(n) 趋 近 于 一 党 数 5 
k=1 


(一 般 关 0), 它 等 于 多 wo. 于 是 上 面 指出 的 方法 可 给 出 一 个 主要 部 分 


n=1 


》 wk ~ 有 i(n)， 这 里 f= ol(1)， 


k=n+l 


并 且 于 是 有 (如 果 8 关 0) 含 三 项 的 一 个 渐 近 展开 式 


Du =cf(n)+5— c.fi(n) + o(fi(m)). 


i 以 后 (第 九 章 ) 要 考察 一 种 重要 情况 , 在 这 种 情 
况 下 , 对 于 部 分 和 入， 可 一 下 子 就 写 出 任意 长 的 渐 近 展开 式 . 
例 (11.12.1) 我 们 有 一 浙 近 展开 式 
(11.12.2) lt lgn+7+ 直 +0 (3)， 


这 里 7 是 一 常数 , 叫做 欧 拉 常数 , 它 的 准确 到 10-? 的 值 是 


(11.12.3) 7 =0.577 215 664.... 
应 用 上 述 方法 到 w = gtn) 及 9(z) = 情形 ; 我 们 有 
yr?) __1, 
gn) 一 


这 是 (11.6) 中 讨论 了 的 情形 , 并 且 主 要 部 分 是 大 ”g(t)dt 即 logn 主要 部 分 . 然后 考 


虑 一般 项 是 ¥ 
We (logn —log(n—1))~ -ns 


附录 “ 牛 疾 多 边 形 与 皮 屯 展开 式 75， 


的 级 数 , 它 是 收敛 的 , 它 的 余 项 与 一 般 项 是 - 挛 的 级 数 的 余 项 有 相同 的 主要 部 分 . 


为 了 估计 它 , 注意 又 遇 到 了 (11.6) 中 情形 , 并 且 ee 多 =. 由 此 得 公式 (11.12.2). 
(11.12.4) 我 们 有 主要 部 分 
(11.12.5) 22log2+23log3+ :+2"logn ~ 2"+! logn. 


> i 1) = 2z 得 9(7) _ 
在 这 里 我 们 有 g(z) = 2z*log z, 由 此 得 吉林 log 2 + 一 一 一 过 


到 (11.5) 中 情形 , 而 且 /= log2， 另 一 方面 , 由 于 (10.7), 我 们 有 # 2tlogtdt ~ 
27logz/ log2, 由 此 得 (11.12.5). - 
(11.12.6) 我 们 有 渐 近 展开 式 @ 


(11.12.7) nl ~ Annt¥e-" G+ 总 +°()) 
其 中 4 是 一 常数 > 0 (在 第 四 章 要 看 到 4 = V2x). 
事实 上 , 写 出 n! = elgm, 并 且 要 求 Dlogk 的 展开 式 . 在 这 里 我 们 有 9(z) = 


= 


~ log2, 于 是 遇 


log z， 因 此 又 遇 到 (11.6) 中 情形 ， 从 而 有 主要 部 分 Dlogk ~ mlogn， 反复 应 用 
(11.11) 中 所 述 方法 , 求 得 


1 
:=nlogn— 1 Ss 
logk=nlogn—n+i; joen+B+ 吉 +0(3) 


这 里 B 是 一 常数 ; 由 于 训 是 这 展开 式 中 第 一 个 趋 近 于 0 的 项 , 从 上 述 出 发 , 用 
(7.4) 中 方法 ， 就 可 得 到 所 求 的 展开 式 . 


附录 “牛顿 多 边 形 与 皮 琴 展开 式 


1. 代数 曲线 分 支 可 能 有 的 形式 


如 我 们 已 知 (K-R, 第 111 页 ), 隐 函 数 问题 在 于 研究 一 种 单 实 变数 实 值 函数 v(z) 的 性 
质 ; 这 种 函数 对 一 点 zo 的 一 个 邻 域 中 z 的 每 个 值 , 有 满足 已 给 方程 


(1.1) F(z,u(z)) =0 


的 一 个 值 . 假定 F 在 一 点 (zo, yo) e R? 中 确定 , 并 且 满足 F(zo, yo) = a 于 是 我 们 知道 ( 见 
上 引 书 ) 如 果 还 设 F 在 (zo, wo) 的 邻 域 中 连续 , 有 连续 的 偏 导数 ， 并 有 外 入 (eo) 关 0, 那么 


外 在 这 里 比较 阶 E 包含 函数 exp(z*(logz)3) (这 里 a > 0,8 > 0). 


:6 
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存在 着 一 个 、 并 且 只 有 一 个 在 zo 的 一 邻 域 中 确定 的 连续 、 可 导 函 数 u(z) 满足 关系 式 (1.1)， 
而 且 utzo) = yo. 


如 果 不 设 (zo) 关 0, 问题 就 要 复杂 得 多 , 而 且 我 们 只 讨论 相当 特殊 的 情形 .为 了 


简化 , 设 zo = yo = 0, 还 必须 限于 考虑 z 及 y 的 有 确定 符号 的 值 (例如 方程 她 一 z = 0 就 
表明 这 种 限制 是 必要 的 ), 因此 我 们 首先 设 F(z,y) 是 对 0< z < a,0 < y < a 确定 的 , 把 它 
写成 下 列 形式 
F(z,y) = Doi2"y® (1 + pi(z,Y)), 
7 


并 作假 设 如 下 : 

1° ay,B; 是 实数 > 0, 数 对 (aj, B;) 是 不 同 的 , 任何 数 对 (oy, B;) 不 等 于 (0,0), 并 且 我 
们 有 inf(ay) = inf(B;) = 0 ( 换 句 话说, 我 人 有 F(0,0) = 0, 并 且 在 F 的 因子 中 , 不 能 含 > 
的 任何 筹 , 也 不 能 含 y 的 任何 短 , 以 免 出 现 没 有 意义 的 解 ). 

2° 函数 pj; 对 于 0 < z < a,0 < y < a 是 连续 的 , yp;(0,0) = 0, 并 且 这 些 函 数 有 连续 的 

Bi 8 

偏 导数 3 和， 站: 

3? oj 是 实数 去 0. 

在 这 些 条 件 下 , 我 们 要 证 明 : 对 于 满足 u(0) = 0 的 (1.1) 的 任何 连续 解 4, 可 以 求 出 它 
在 z=0 的 邻 域内 的 一 个 主要 部 分 - 
(1.2) 很 定 习 对 于 0 入 z 乏 <a 连续, 对 于 工 > 0,u(z) > 0, 并 且 u 满足 (1.1) 以 及 条 件 
au(0) = 0. 那么 对 于 任何 数 扩 > 0, 当 工 趋 过于 0 而 总 是 > 0 时 , 商 式 u(z)/z# 趋 近 于 一 个 
有 限 的 极限 或 无 穷 大 . 

由 一 个 我 们 承认 的 定理 到 , 只 须 证 明 不 存在 两 个 趋 近 于 0 的 序列 {z%}，{z%}, 使 得 两 
序列 

{uz5)/z4}, {uzn)/zn 

中 每 一 个 趋 近 于 一 极限 > 0, 而 且 这 两 极限 hv, ”不 相等 (有 限 数 或 无 穷 大 ). 用 反 证 法 , 假 
定 存 在 着 这 样 两 个 序列 . 于 是 设 数 4 > 0 满足 凡 < 上 < h”( 例 如 假定 姑 < hv”); 存在 着 由 不 
相等 的 数组 成 的 趋 近 于 0 的 无 穷 序 列 {zn}, 满足 


(1.2.1) (zm) = 记 验 ， 
事实 上 , 由 假设 , 存在 着 一 个 指标 ni, 使 得 
au 人 (za ) <tz 汉 ， 


其 次 有 一 指标 nz > ns, 使 得 zy。 < zf， 并且 uu(z%) > 好 仇 ， 然后 有 一 指标 ns > na, 使 
得 zs < zs， 并 且 u(z%,) < 二 治 , 像 这 样 继续 下 去 , 因此 由 预 简 , 3.3, 存在 着 一 个 数列 zn 
满足 

> > 


满足 (1.2.1). 然而 可 写 出 
(1.2.2) F(ztz!) = DD ojr te (1 + ps(zston)). 


@ 见 {FA], 3.16.4. 
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设 Y> 0 是 所 有 数 aj + 16; 中 最 小 的 ; 在 (1.2.2) 中 27 的 系数 是 
(1.2.3) YO) = Dt, 
7 


上 列 和 式 是 对 满足 ai + xB; = ? 的 所 有 指标 了 取 的 . 如 果 我 们 有 w(t) 地 0, 考虑 到 对 py 
的 假设 , 就 可 断定 当 z 趋 近 于 0 时 ， 


F(z, tr!) ~ v(t)’. 


但 是 这 与 方程 F(z,tz#) = 0 有 无 穷 个 根 zn 属于 区 间 ]0, 是 并 且 趋 过 于 0 不 符合 . 因此 对 
于 满足 hr < t+ < hr” 的 任何 t, 必然 有 w(t) = 0. 但 是 (1.2.3) 中 的 指数 B; 都 不 相等 , 并 且 
3 都 夫 0, 这 是 不 可 能 的 ; 这 可 就 指数 的 个 数 递 推 看 出 : 当 只 有 一 个 指数 时 , 这 命题 是 平凡 
的 ; 否则 用 有 最 小 指数 的 寡 #3 来 除 , 并 且 可 假设 最 小 的 指数 是 0; 于 是 从 对 如 < 上 < j 有 
关系 式 w(t) = 0, 可 导出 在 这 区 间 内 , w(t) = 0, 于 是 得 到 同样 形式 的 关系 式 , 但 项 数 要 少 一 
些 . 由 此 得 我 们 的 结论 . 

“4.3) 在 与 (1.2) 中 同样 的 假设 下 , 要 看 比值 u(z)/z* 是 否 可 趋 近 于 一 个 有 限 及 非 零 的 极 
限 t， 注 意 如 果 我 们 保持 (1.2) 中 的 记号 不 变 , 必然 有 w(t) = 0, 否则 当 z 趋 近 于 0 时 ， 
F(z,u(z)) ~ W(t)z7; 而 由 于 F(z,u(z)) 恒 等 于 零 , 这 是 不 可 能 的 . 由 于 设 t 承 0, 只 有 在 数 
对 (oj,B;) 中 至 少 有 两 个 满足 ai + 1B; = ? 时 , 才 可 能 有 w(t) = 0; 换 名 话说, 数 p 必须 
满足 下 列 两 个 条 件 : 至 少 对 于 两 个 不 同 的 数 对 (oj, 6;) 及 (Qx, Bk), 


(1.3.1) Qi + pi; = ok + pBk; 
对 于 其 他 任何 数 对 (a, 后)， 
(1.3.2) 呆 十 HBi < ai + pBi. 


把 (ay, 房 ) 看 作 平面 有 &? 中 的 点 , 把 上 列 条 件 用 图 形 表示 出 来 是 方便 的 . 设 4 满足 上 列 
条 件 表明 方程 u 十 jw = ? 所 表示 的 直线 包含 点 (@j, 所) 中 至 少 两 点 ， 而 其 他 各 点 (Qij, 1j) 
都 在 这 直线 的 上 方 . 作出 所 有 这 种 直线 如 下 : 我 们 从 点 (0,B;) 开始 , 这 一 点 相应 于 在 满足 
ai = 0 的 所 有 数 对 (aj, B;) 中 ,8; 所 取 的 最 小 值 ; 设 oo 是 这 最 小 值 . 然后 考虑 通过 点 
(0,00) 的 直线 十 J(v 一 00) = 0, 并 且 在 满足 oj > 0, 8; < co 的 点 对 (ay, 户 ) 中 , 考察 商 
oj/(oo 一 魏 ); 如果 pu 是 其 中 最 小 的 商 , 直线 十 ju(v 一 00) = 0 应 是 要 考虑 的 第 一 条 直线 ， 
设 (p101) 表示 在 这 直线 上 所 有 数 对 (aj, 8;) 中 , ai 取 可 能 最 大 值 的 那 一 对 . 第 二 步 考虑 通 
过 (p101) 的 直线 4 一 pi 十 J(v 一 01) = 0, 并 且 在 满足 oj > p1,B; < cl 的 点 对 (a5, 记 ) 
中 , 考察 商 (Qj 一 p1)/(o1 一 B;); 如 果 ia 是 其 中 最 小 的 商 , 直线 uw 十 av = pl + /Hao 是 要 
考虑 的 第 二 条 直线 . 设 (pz, oz) 表示 在 这 直线 上 所 有 数 对 (ai, ;) 中 , ai 取 可 能 最 大 值 的 那 
一 对 . 第 三 步 要 对 oj > az, 6j < 02 考察 商 (ai 一 p2)/(o2 一 B;), 并 且 取 最 小 的 1a. 像 这 样 
继续 进行 下 去 , 直到 达到 一 点 (pr, 0), 其 中 pr 是 在 满足 记 = 0 的 所 有 数 对 (oo, 已 ) 中 出 现 
的 最 小 的 Qa;. 这 样 我 们 就 得 到 一 个 有 r 边 的 多 边 形 , 叫做 两 数 F 在 (0,0) 的 邻 域 中 的 牛顿 
多 边 形 (图 11). 
(1.4) 如 果 ji,112,-… ;hr 是 (1.3) 中 所 定 出 的 不 相等 的 正 数 ， 那么 在 假设 (1.2) 下 , 对 于 一 
个 指标 h， u(x)/zt* 趋 近 于 一 个 有 限 极限 , 并且 头 0. 
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图 11 


由 定义 , 我 位 有 ji < ja < … < 心 . 先 证 明 w(z)/z5a 趋 近 于 有 限 的 极限 . 由 关于 py 
的 假设 , 可 以 设 如 果 i,j 是 两 个 不 同 的 指标 , 就 不 可 能 同时 有 oa < o 及 让 < 万 (否则 在 
yi(z,y) 中 , 就 会 有 这 样 的 项 : cjcr lz “ga (1 + py(z, 切 )). 因此 可 设 序列 {B;} 是 递 
减 的 , 从 而 B1 = co, 并 且 对 于 7 > 1, Bi < B1. 于 是 可 把 方程 (1.1) 写成 下 列 形式 


ci(u(2) (1 + pa(z, uz) + DD en (u(x)) (1+ en(ziu(z)) 
= 一 cz (ue) (1 + pi(z, uz))), 
5 


其 中 在 左边 已 取 指标 hh, 使 得 an 十 请 Br = ji 所 ,而 在 右边 则 已 取 指 标 j, 使 得 oj 十 p16; > 
加 且 . 令 t(z) = u(z)/z*1, 我 们 得 到 


(1.4.1) ci(1 + 91(z,u(z2) + Dy cn(t(z)) mF (1+ Palz, uz))) 
A 


=— Do tp A (a2) (+ pi(z ue))). 
了 
由 于 Bh 一 Bi < 0, 并 且 B; - Bi < 0 如 果 当 z 趋 近 于 0 时 , t(z) 趋 近 于 +oo, 那么 在 上 列 
方程 中 , 除了 第 一 项 趋 近 于 cl 关 0 外 , 其 余 各 项 都 要 趋 近 于 0; 这 是 荡 记 的 . 

上 述 推 理 当 7 = 1 时 证 明了 (1.4): 事实 上 , 对 于 (1.4.1) 左边 所 出 现 指标 h 中 最 大 的 i， 
我 们 有 Br = 0 (因而 B= 01); 用 (t(z))2 科 (1.4.1) 的 两 边 , 我 们 看 出 , 如 果 t(z) 趋 近 于 
0, 就 又 要 得 到 一 个 方程 , 它 的 左边 趋 近 于 ck 关 0, 而 右边 趋 近 于 0; 这 是 荒 雇 的 . 为 了 完成 
一 般 情 形 下 (1.4) 的 证 明 , 可 就 递 推论 证 . 如 果 t(z) 趋 近 于 一 极限 了 0, 命题 得 证 ,否则 
t(z) 趋 近 于 0; 于 是 在 z 及 t(z) 之 间 有 关系 式 


De (te) (1 + ps(, tz)z)) =0, 
了 


这 是 与 (1.1) 同一 类 型 的 关系 式 ; 但 是 这 次 不 含 > 的 宕 的 各 项 是 
eg 本 (十 Pa(z, 芒 ) 十 十 ca 二 Pi(z2))， 


也 可 把 这 式 写成 
cy (I+ hz y)), 
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其 中 w 趋 近 于 0， 于 是 可 立即 验证 : 对 这 关系 式 用 (1.3) 中 的 方法 可 作出 对 应 于 数 jo 一 
Ha na 一 让， ,hr 一 J 的 7 一 1 边 的 “牛顿 多 边 形 ". 递 推 假设 表明 , 对 于 满足 2 < h < 7 一 1 
的 hh, 商 式 tz)/z4* 各 趋 近 于 一 极限 冯 0; 这 就 完成 了 (1.4) 的 证 明 . 


2， 分 支 的 存在 
(1.4) 中 递 推 推理 表明 : 要 看 出 对 于 每 一 个 数 jn, 曲线 (1.1) 是 否 有 一 “分 支 " 由 y = 
wu(z) 确定 , 而 且 对 于 一 个 常数 a 关 0,u(z) ~ az4n; 可 以 只 考虑 7 = 1 情形 . 于 是 由 (1.4.1) 
可 得 : 系数 a 必然 是 方程 


(2.1) Gate 十 和 at =0 
h 


的 根 , 并 且 由 于 只 考虑 z > 0 及 y > 0 情形 , 这 方程 必然 有 一 些 根 > 0. (2.1) 的 左边 对 于 
t > 0 是 无 穷 可 导 的 , 从 而 对 于 一 个 这 样 的 根 to > 0, 可 把 (2.1) 的 左边 写成 (t 一 to)?g(t)， 
这 里 g 对 上 > 0 连续 , 并 且 g(to) 关 0. 在 (1.1) 中 令 y = zz", 由 上 所 述 , 方程 可 写成 
(2.2) (z 一 如 j? = 2*G(z, z), 
其 中 入 > 0, 并 且 对 于 0 < z 和 ojz 一 to| < d (对 一 个 d > 0), G 是 连续 函数 ; 此 外 , 由 对 
pp; 所 作 可 导 性 假设 , 立即 可 见 2 在 点 (0,tn) 的 邻 城中 连续 

已 知 上 列 结果 , 如 果 9 是 偶数 , 并 且 G(0,to) < 0, 那么 没有 连续 函数 v(z) = z, 当 z 了 趋 
近 于 0 时 , 它 趋 近 于 to, 并 且 满 足 (2.2); 反 过 来 , 如 果 G(0, to) > 0, 可 把 方程 (2.2) 写成 下 
列 形 式 

z 一 如 一 士 zx/a(G(z,z))Ua. 

对 上 列 两 方程 中 每 一 个 应 用 第 1 节 中 提 到 的 隐 函 数 定理 ; 因而 曲线 有 两 个 不 同 的 分 支 , 使 得 
UZ) ~ tozt 

如 果 9 是 奇数 , 方程 (2.2) 总 可 写成 

z—to=£*/"(G(z,z)), 

并 且 总 可 得 到 曲线 的 一 个 、 并 且 只 有 一 个 分 支 , 使 得 u(z) ~ toz*. 

当 我 们 这 样 得 到 满足 (1.1) 的 函数 u(z) 的 主要 部 分 时 , 自然 可 求 含 多 项 的 渐 近 展开 式 ， 
只 须 令 u(z) = toz 和 (1 上 + Ja(z)), 并 且 与 前 面 一 样 处 理 z 与 所 得 ui(z) 之 间 的 关系 式 ， 
例 (2.3) 考虑 关系 式 
(2.3.1) yy — 2 +rYy+r ry=0. 

在 这 里 牛顿 多 边 形 有 两 边 , 对 应 于 js = 1, wa = 3, 并 且 对 于 jp, t 的 方程 (2.1) 在 这 里 
是 t 经 一 2 上 + 1) = 0; 它 有 唯一 的 实 根 to = 1 > 0, 对 于 它 9 = 2. 对 应 于 (2.2) 的 方程 是 


2 42—1 
CG-D) =7 


它 有 两 根 v(z) = 1,v(z) = 1 十 x4 十 o(x4). 对 于 jz, 上 的 方程 是 t+ 二 1 = 0, 它 没有 根 > 0. 
因此 我 们 有 两 个 “分支”, 对 于 z > 0 都 > 0, 它们 分 别 是 


ua(z) 一 z， ua(z) 一 工 十 2 十 ofz5). 
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注意 在 如 同 这 里 所 考虑 情形 中 , 函数 F(z,y) 是 由 有 和 任意 符号 的 z 及 y 确定 的 ; 因此 可 
应 用 同样 的 方法 , 但 用 一 z 或 -y 代替 z 或 y; 这 样 就 得 到 (2.3.1) 的 第 三 个 “分 支 


us(z) ~ 一 z3， 
三 个 函数 ,ua 及 ua 由 0 附近 的 有 任意 符号 的 z 所 确定 . 
当下 是 z 及 gy 的 多 项 式 时, 像 上 面 这 样 求 得 的 渐 近 展开 式 叫 做 皮 瑟 展开 式 . 
3, 推广 
我 们 可 以 把 牛顿 的 方法 拓展 到 
F(zy) = Dci9(2)y® (1 + ps(z,)) 
5 
情形 , 这 时 对 wi 作 同 样 的 假设 , 但 是 在 这 里 g; 是 比较 阶 E 在 z = 0 的 邻 域 中 的 一 个 函数 
(第 三 章 , 2). 还 假设 inf(8;) = 0, 并 且 函 数 g; 中 有 一 个 是 常数 天 0, 其 余 的 随 着 z 趋 近 于 
0; 此 外 与 在 (1.4) 的 证 明 中 一 样 , 可 假设 不 同时 有 B; < B; 及 gi = O(9;) (否则 gi(z,y) 中 
就 会 有 yygs(z)/g;(z)). 于 是 可 假设 序列 {8;} 是 递减 的 ; 在 这 种 情形 下 , g1(z) 必然 是 
一 常数 关 0, 并 且 对 于 j > 1,9j(z) 随 着 > 趋 近 于 0- 
考虑 函数 (gj(z)) 9- 三); 存在 着 一 个 指标 m, 使 得 对 于 任何 六 (9i(z))M 5) = 
O((gm(z) /Sm)); 令 


ws) =t(5)(9n (re) 0m, 
并 且 关 系 式 (1.1) 有 下 列 形式 
bi (ET) (1 + ilwyu(z))) + Dbn(E(T)) (1 + bnlz, ul))) 
a 


= De) g(a)(on() (+ (ze)), 
2 


其 中 bi 是 实 常数 关 0，w 是 与 wi 有 同样 性 质 的 函数 ; 在 上 式 左边 , 已 取 指 标 h, 使 得 当 
z 趋 近 于 0 时 , 比值 (ga(z))j1/(a 一 ex)7(gn(z))MCe Am) 趋 近 于 一 有 限 极限 并 且 关 0; 在 
上 式 右边 , 指标 j 取得 使 类 似 的 比值 趋 近 于 0， 与 第 1 节 中 同样 论证 , 可见 (考虑 到 对 于 
i> 1,Bi > Bi) 当 z 趋 近 于 0 时 , t(z) 趋 近 于 一 有 限 极限 . 如 果 这 极限 不 是 零 , 它 满足 方程 


bita! + Dbnter =0. 
四 
否则 z 及 t(z) 之 间 的 关系 式 与 r 及 wz) 之 间 的 关系 式 有 相同 形状 , 但 是 在 方程 中 少 一 项 ， 
于 是 可 递 推进 行 论证 . 
例如 如 果 考 虑 关系 式 
好 +Wriogz+a2z2 -ee 一 0， 


我 们 得 到 有 下 列 主 要 部 分 的 三 个 “分 支 ”: 


3 
aa(z) ~ (xin) ,az2(Z) ~ ( =] ， as(z) ~ 2e- 友 . 


习 题 “81， 


习 题 


1) 证 明 在 +oe 的 邻 域 中 ,函数 f(z) = (zcos?z + sin2zje*” 是 单调 的 , 并 且 趋 近 于 
+eo, 但 是 比值 /(z)/z#e*” 和 它 的 反比 都 不 是 有 界 的 

2) 设 yp 是 一 函数 > 0, 对 于 z > 0 确定 , 并 且 是 递增 的 . 

a) 证 明 如 果 函 数 log p(z)/ log z 是 递增 的 , 那么 由 > 0 的 函数 之 间 的 关系 式 fg 可 
导出 pof -pog. 

b) 证 明 如 果 函 数 log p(z)/ log z 是 递减 的 , 那么 由 > 0 的 函数 之 间 的 关系 式 f ~g 可 
导出 pof ~ pog. 

3) 对 于 z > 0, 令 f(z) = 1/z， 确 定 在 +oee 的 邻 域 中 连续 可 导 的 增 函数 g, 使 得 
六 怀 的 可 是 (1/9)' A (1/f)' 不 成 立 . (在 以 点 n(n 是 整数 > 0) 为 中 点 的 充分 小 的 区 间 
中 , 9' 取 很 大 的 值 , 在 这 些 区 间 外 , 取 g'(z) = 1.) 


全 在 +o0 的 领 城中 函数 下 二 到 以 孙 数 于 作为 广 六 主要 部 分 (7.6) 可 是 


sint sint sin2t 
积分 三 时 5 dt 收 全, 而 积分 hs (上 学 3 ) dt 不 收 合 
5) mi 及 rz>0, 坟 推 地 证 


@1(7z)=e€*, en(z) = en-i(e”); 


对 于 任何 A > 0, 在 +ee 的 邻 域内 , 这 是 一 个 满足 en_1(z*) 《< en(z) 的 增 函 数 ; 把 它 的 反 
函数 记 作 in(z); 后 者 是 在 区 间 [en(0), +co[ 中 确定 的 , 并 且 对 于 任何 上 > 0, 在 +oco 的 邻 域 
内 , 我 们 有 jn(z) << (tn-1 (72))*. 

a) 证 明 存 在 着 对 于 z > 0 确定 的 > 0 的 连续 增 函 数 f, 使 得 对 于 任何 = > 0, (27) 一 
21(=) (在 各 区 间 [2",2"+!] 中 , 递 推 地 确定 月 . 证 明 对 于 任何 整数 n, 在 十 oo 的 邻 域 中 , 我 
们 有 f(z) > en(z). 

b) 证 明 如 果 9 是 f 的 反 函数 , 那么 对 于 任何 整数 n, 在 +oo 的 邻 域 中 , 我 人 有 1 飞 
gf(z) < ln(z). 

6) 设 了 及 9 是 在 +oc 的 邻 域 中 连续 可 导 、 并 且 > 0 的 两 个 函数 . 

a) 设 函数 f' 在 +oo 的 邻 域 中 单调 并 且 关 0 证 明 如 果 9 < f/ 了 ,那么 在 +oo 的 邻 
域 中 , 我 们 有 f(z + g(z)) ~ f(z) (用 有 限 增 量 定理 ), 通过 证 明 当 只 设 g = O(f/1) 时 , 上 
述 结 果 不 成 立 , 就 表明 了 这 结果 是 不 能 改进 的 . 

b) 还 设 g(z) = o(z). 证 明 在 下 列 每 一 种 情况 下 , 我 们 有 f(z 一 g(z)) ~ 了 (2): 

1° |f'/f| 在 +oc 的 邻 域 中 是 递增 的 ; 

f(z)/f(z) = O(1/z) 在 +oo 的 邻 域 中 成 立 ; 

3 函数 h(z) = |f(z)/f'(z)| 满足 1 -< h(z) < xz， 并且 它 还 是 可 导 的 , 且 满 足 
必 (z)/htz) = O(1/z) (注意 在 这 种 情况 下 , 我 们 有 h(z 一 9g(z)) ~ h(z)). 

给 出 一 个 例子 , 在 其 中 9 = o(f/f"),g(z) = O(z), 并 且 在 +oo 的 邻 域 中 ， 


f(z ~ g(7)) = of(z)). 


7) 求 方程 
zfu(z))5 +u(z)+1=0 
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所 确定 函数 在 x = 0 的 邻 域 中 及 在 z = +co 的 邻 域 中 各 “分 支 ”u(x) 的 渐 近 展开 式 . 
8) 求 由 
2e*( -r+u(z)+z=0 


所 确定 的 函数 在 z = 一 oo 的 邻 域 中 以 及 由 
zz) — (ulz))2 =0 


所 确定 的 函数 在 = = +oo 的 邻 域 中 的 渐 近 展开 式 . 

9) 设 f 及 9 是 +oo 邻 域 中 确定 的 两 个 实 值 函 数 , 还 假定 下 列 条 件 成 立 : 

1° 方程 f(z) = 0 的 根 形成 一 趋向 于 +oo 的 增 序列 {zn}; 

2° 存在 着 常数 a > 0,b > 0,c > 0, 使 得 对 于 任何 n 及 任何 满足 |z 一 zn| 和 c 的 
wf (zn)| > a Nf"(z)| < b; 

3? 当 z 趋向 于 +co 时 , 函数 g,g' 及 g" 趋 近 于 0. 

令 Bn(u) = g(zn 十 一 g(zn) 一 f(zZn 十 十 瑚 (zn)u 并 且 由 下 列 条 件 对 于 n 之 1 及 
m > 0 确定 数 wmn: 

Uon = 0, 
f(zn)umn = g(Zn) + Bn(um-in) 对 于 m2>1. 

证 明 只 要 n 充分 大 , 当 m 趋向 于 +oo 时 , 序列 {umn}m>0 趋 近 于 一 个 极限 un, 它 满 

足 
f(zn + un) = g(zn + wn); 


而 且 此 外 , 对 于 m 的 任何 固定 的 值 , 当 n 趋向 于 +oc 时 ， 
Un — tmn = o(umn — Um-1n). 
应 用 这 些 结果 , 求 下 列 两 方程 的 根 = = zn 的 渐 近 展开 式 : 
tanz= az(a > 0)， 而 且 有 zn~ (2n+1)3; 


sinz 二 一 -， 而 有 有 za ~ nz. 
logz 


应 该 怎样 处 理 下 列 方程 


其 中 上 述 条 件 2° 不 成 立 ? 
10) 对 于 任何 实数 t > 0, 把 最 大 的 整数 n < + 记 作 国 . 证 明 函 数 /(z) = 二 一 国 在 
区 间 ]0, 1] 中 有 反常 积分 , 并且 我 们 有 


关 人 ( 要 上 ) 岂 = 1 一 Y (9 是 欧 拉 常数 ), 


11) 设 f(z) 是 在 区 间 ]0, 1] 中 单调 的 函数 , 并 且 反 常 积 分 六 如 的 夺 收敛. 证 明 我 们 


有 
lim 7° f(z) =0 
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人 积分/ “ye f(D)at 的 上 界 及 下 界 ). 


由 此 导出 : 如 果 f 在 区 间 [1, +oo[ 中 单调 , 并 且 如 果 反 常 积分 pa tf(t)dt 收敛 我 
1 
们 有 lm zt! f(z) = 0. 
12) 研究 下 列 反常 积分 的 收敛 性 


+o0 FF 
/ 一些 (p 是 整数 > 0,g 是 奇 整数 > 0)， 


Tosin 2)774 


+o dz a 区 
/ Za|sinzlb” Jo 1+z°|sinzle 
(a,b,c 是 实数 ). 
13) 实 常数 a,b 是 什么 值 时 , 一 般 项 是 


un = logn+alog(n+1)+blog(n+ 2) 
的 级 数 是 收敛 的 ? 
14) 求 当 m 趋向 于 +o0 时 ， 


(pia? 十 pza2 十 … 十 pkaR Jo” 


的 渐 近 展 开 式 , 这 里 p; 及 oj 是 > 0 的 数 . 
15) 求 
Hl 1 1 1 
vr 
的 渐 近 展开 式 . 
A 
16) 设 f,9 是 两 函数 > 0, 它们 对 于 z > 0 连续 可 导 , 并 且 积分 / f(t)adt 是 无 穷 大 ， 


(整数 六 > 1) 


$ Fe)= f fa 
a) 证 明 : 如 果 我 们 有 F(z)g'(z) = o(f(z)) (由 此 可 导出 g(z) = ollog F(z))), 就 有 一 广 
义 主要 部 分 
f rer Va Pl)ee® 
1 
(分 部 积分 ). 
b) 证 明 : 如 果 我 们 有 F(z)g'(z) ~ c.f(z) (c 是 常数 地 0) (由 此 导出 g(z) ~ c.log F(z))， 


就 有 , ， 
/ f(D)erOdt ~ 二 jcF(w)e" (用 类 似 方法 ). 


c) 设 f 及 9 无 穷 可 导 , 并 且 |f(z)/g'(z)| 是 递增 的 , 并 且 随 着 z 趋向 于 +oo. 还 设 


二 ( 礁 )=f@o) 
其 中 h(z) = o(D), 并 且 hr(z) = o(1) (由 此 导出 |F(z)g'(z)| 六 logF(z) 以 及 g(z) 六 
log F(z)). 证 明 我 们 有 


ig f(z) ig(z) 
1 f(t)es da ~ EE 


84. 
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(分 部 积分 几 次 ). 
oo ~ 
当 积 分 A f(t)at 收敛 时 (在 情形 c) 下 ), 对 于 f(t)e* (qt 作出 类 似 结果 , 必 


是 递减 的 ， 并 且 随 着 上 趋 近 于 0. 


“| 


考虑 积分 人 teettedt 作为 例子 . 


17) 作 与 在 习题 16, 情形 a) 或 b) 中 同样 的 假设 , 还 设 f'(z) = o(f(z)) 及 g(x) = o(1). 
证 明 我 们 有 : 在 情形 a) 下 ， 


JEJetat ~ F(n)e'(™); 
k=1 


在 情形 b) 下 ， 


ig(k) 1 ig(n) 
Ze Fr me"™. 


作为 例子 , 考虑 和 式 》、 eccitos98, 这 里 a> 0, 并 且 0<B<1l 


k=1 
18) 设 f 是 在 开 区 间 IC 及 中 二 次 可 微 的 实 值 函 数 ， 并 且 在 I 中 , f"(z) > 入 > 0. 证 明 
对 于 I 中 满足 a < 5 的 任何 两 点 a 及 b, 我 们 有 


”ay 8 
| < -天 
人 8 | yz 


(化 到 在 fo, 机 中 f(z) > 0 情形 ; 如 果 b 一 a > 去 用 点 a+ -元 去 分 划 区 间 [a, 相 , 并 


二 2 
在 区 间 [+ 沁 呈 中 人 BR 
19) 设 (rn)n>1 是 趋向 于 +oo 的 正 增 数列 (r。 > 0). 对 于 任何 r > 0, 用 N(r) 表示 满 
足 ra < + 的 指标 > 的 个 数 ; N 在 [0,+oo[ 中 是 分 段 为 常数 的 函数 
a) 设 连续 函数 f 是 [0, +oo[ 中 一 个 分 段 连续 函数 f' 的 原 函 数 的 ~- 个 连续 函数 f. 我 
们 有 
D1) = N00 {NOF Oa 


rngr 
b) 设 有 一 个 对 于 + > 0 确定 、 并 且 取 值 > 0 的 函数 L(r). 如 果 它 是 单调 的 , 并 且 如 果 
我 们 有 
mL(2nMLCD = 1 


就 说 L(r) 是 缓 单调 的 . 
例如 形 如 (logr)*，(log log r)” 等 函数 都 是 缓 单调 的 . 如 果 工 是 缓 单调 的 , 我 们 有 : 对 
任何 数 c > 0， 
,lim Ler)/L(r) =1, 
并 且 ,Hip 9 人) = 0 (对 于 整数 m, 考 虚 值 一 2"). 


一 十 co 
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c) 如 果 对 于 序列 {frn}, 我 人 有 N(r) ~ rxL(r), 这 里 和 是 一 数 > 0, 并 且 工 是 一 个 缓 单 
调 函 数 , 就 说 这 序列 是 正则 的 . 于 是 我 人 有 log N(r) ~ Alogr, 并 且 入 = inf{o > 0: > rm” 


收敛 }; 和 叫做 序列 {rn} 的 收敛 指数 . 
d) 设 c 是 一 数 > 0， 了 是 区 间 [0,<] 中 的 分 段 连续 函数 . 证 明 我 们 有 


地 页 守 7) /ee 
rmngecr 


( 先 对 阶梯 函数 作出 证 明 , 然后 用 [0, cl 中 的 阶梯 函数 一 致 逼近 f (第 五 章 ))， 
20) 设 {an}n>1 是 一 非 负 数列 , 令 


tn = Vart Vaz 十 … 十 Van， 


a) 证 明 : 如 果 所 有 an = 1 序列 {tn} 趋 近 于 二 (1 + VB). 

(注意 序列 {ts} 是 递增 的 , 并 且 经 = 1 + 如 -1 > 经 1.) 

b) 证 明 : 如 果 对 于 任何 nian < ez", 序列 {ta} 收 全 (应 用 a)). 反 过 来 ,如 果 有 一 数 > 
2 , 使 得 对 于 无 穷 个 的 值 , as > ea", 证 明 对 于 的 这 些 值 , 我们 有 tn > exp ( (外 

21) 设 是 区 间 lo, 中 中 的 增 函 数 , 并 且 在 0 的 邻 域 中 有 下 列 形状 的 有 限 展开 式 


f(z)=z 一 az” 二 ol(z”)， 如 果 a>1, 并 且 a>0. 
a) 证 明 存在 着 两 个 确定 的 实数 入 < 0 及 c > 0, 使 得 


Jenx) — cln+1)* = o(n> !). 


b) 证 明 存在 着 8 < b, 使 得 对 于 任何 zo Ee]0, 5'[, 由 zl = f(z0),… ,Znti = f(zn),…- 
所 确定 的 序列 是 递减 的 , 并 且 趋 近 于 0, 而 我 们 还 有 


Zn 三 en*. 
(如 果 c < c < ce", 注意 我 们 有 : 对 于 充分 大 的 mw 
flen)>en+D), flen) <e (n+1). 


另 -方面 , 注意 对 于 任何 n, 存在 着 p > 0, 使 得 zw > dc (n 十 p)*; 并 且 由 此 导出 : 对 于 任何 
m > 0, 我 人 有 zn+m > cn 十 万 十 ia)>; 其 次 , 对 于 任何 n, 存在 着 9, 使 得 ra < cvm>; 由 
此 导出 : 对 于 任何 m > 0, 我 们 有 Zarm < (n+m)*.) 

0) 特别 , 对 于 任何 z > 0, 令 sini zx = sinz, 对 于 n> 2, sinn x = sin(sinn-12); 证 明 我 


们 有 
g 3 
sinn ~ 4/ 一， 
n 


22) 设 / 是 在 无 界 开 集 D(C R?) 中 连续 , 并 且 > 0 的 函数 . 对 于 任何 数 N, 用 Qw 表示 
RR? 中 正方 形 |z| < NI < N. 我 们 说 积分 // f(z, 奶 dzdy 收 线 ,如 果 当 N 趋向 于 +oo 
Dp 
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时 ,积分 六 QT(e yanay 赵 过 于 一 极限 (作为 定义, 这 极限 是 积分 / 人 f(z)dedy 


的 值 ; 要 这 极限 存在 , 只 须 这 些 积分 W 并 f(z,y)dzdy 在 及 中 有 界 )， 
DnaQn 
a) 证 明 : 如 果 f(z,y) < Clz2z + 2)= 在 D 中 , 这 里 C > 0, 并 且 a < -1 那么 积 
分 Wh j(c,g)dadg 收 化， 由 此 导出 : 如 果 D 是 象限 z > 0,y > 0, 并 且 如 果 f(z,y) = 
D 


(ae+bz+o)- 这 里 a> 0,5> 0,c > 0, 并 且 s > 2, 那么 积分 // F(z)dzdy 收敛， 
D 
b) D 还 是 象限 z > 0,y > 0, 设 在 D 中 是 两 次 连续 可 导 的 函数 , 并 且 设 积分 


Nsw J ete J ee fe 


都 收敛 . 证 明 二 重 级 数 。 》 f(m,n) 收敛 . (用 对 z 及 对 y 的 分 部 积分 估计 差 式 


m2l,n21 
a 
fo 站 -人 ef fey) 
由 此 导出 : 在 与 a) 中 相同 条 件 下 , 二 重 级 数 ”本 (a+bm+cn)" 收 伍 . 由 求 部 分 和 


m2>1n21 


立 Germ) 


的 上 界 , 给 出 上 述 结果 的 另 一 证 明 . 
23) 设 h 是 一 整数 > 1. 证 明 当 n 趋向 于 +oo 时 , 存在 着 两 常数 a > 0,5 > 0, 使 得 


(注音 和 式 中 相应 于 上 及 n 一 k 的 项 相等 , 并 且 考虑 在 和 式 中 分 别 满足 下 列 两 种 情形 的 项 ; 
1<x< [(9)*] a [(D*]<*< 
对 于 第 一 种 情形 , 应 用 对 9 < > 成 立 的 上 界 估计 : 
sin pb ) 
<p. 


sing 


24) 设 z 是 一 实数 > 0. 
a) 设 n 是 形 如 am 的 整数 , 这 里 a 是 整数 > 1,m 是 整数 > 1; 证 明 如 果 Ni(z) 是 这 
样 的 整数 n < z 的 个 数 , 那么 在 +oc 的 邻 域 中 ， 


Ni(z) = O (zlogz) 
(注意 2m <z 及 az<z) 
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b) 设 n= 十 以 ,这 里 abc'd 是 整数 > 1, 并 且 b 及 d 不 是 两 数 都 等 于 2; 如 果 
Naz(z) 是 这 样 的 mn < z 的 个 数 , 证 明 在 +oe 的 邻 域 中 ， 


Na(z)=O (车 (ogz)?) 


(注意 可 设 5b> 2,d> 3, 因此 c < z.) 
c) 设 n 是 形 如 o? + cd 的 整数 , 这 里 a > 0,c > 0,b5 > 2,d > 2; 由 a) 及 b) 导 
出 : 如 果 N(z) 是 这 样 的 整数 n < z 的 个 数 , 我 们 有 , 对 于 任何 & > 0, 在 +oe 的 邻 域 中 ， 


Ntz)< 人 <) z. (注意 形 如 a? + 矿 的 整数 , 不 可 能 形 如 从 + 3, 这 里 大 是 整数 .) 
25) 对 于 任何 a > 0, 证 明 当 n 趋向 于 +oo 时 , 下 列 公式 成 立 : 


oan 


i i 
0 


( 通 当 选取 入 接 上 的 什 pm>] 把 和 式 | 上 @ 和 £)™ 一 ee| 分 成 两 部 分 ,来 求 和 式 
k=1 


的 上 界 .) 
26) 对 于 任何 数 a > 0, 证 明 当 n 趋向 于 +eo 时 , 有 公式 


0 征 的 = 全 人 二 本 


(在 这 里 按 p 的 值 [En] 把 和 式 分 成 两 部 分 , 把 每 一 项 (p)- 与 -等 相 比较 , < 是 任 一 数 
>0). 
27) 设 是 开 区 间 |0.1[ 中 的 分 下 连 绪 而 数 , 反常 积分 /了 (dt 收敛， 并 且 存 在 着 机 
o 
点 ib 满足 0 < a <b <1, 使 得 /在 区 间 ]0,a] 及 [b,1[ 每 一 个 中 都 是 单调 的 , 证 明 我 们 有 


/0 
这 里 c= 人 ”7(Dd (如 果 c 天 0, 否则 上 式 左边 是 ofn))， 
由 此 导出 : 对 于 a > 0, 关系 式 


. i 
1 十 2 一 十 … 十 ne 起 


的 一 个 新 证 明 . 站 
28) 设 f 是 在 开 区 间 ]0, +oo[ 中 的 分 段 连续 函数 ， 反省 积分 f(t)dt 收敛 , 并 且 存 
在 着 两 点 a,b 满足 0 < a < b, 使 得 了 在 区 间 ]0,a] 及 tb,+ocl 的 每 一 个 中 单调 . 证 明 当 & 
沿 正 值 趋 近 于 0 时 ， 2 
和 f(né) ~ ofé, 


这 里 ec= A f(t)dt. 
十 ec 
29) 设 f 是 在 闭 区 间 0 < z < +oo 中 的 分 段 连续 函数 . 证 明 如 果 积 分 水 f(t)e "dt 
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收敛 , 那么 对 于 任何 = > a, 积分 A f(t)e-*tdt 也 收 化 (应 用 本 数 F(t) 


有 界 这 一 事实 .) 
30) 在 宕 级 数 ee 
ee =1+ 了 至 + + 十 … 
中 (这 里 a > 0,n 是 一 整数 > 0), 令 
@ Plo) = DO, m0)= SF 中 ”， 
: i Rt 


使 得 Pa(a) + Rn(a) = e"®. 
a) 证 明 如 果 0 < a < 1, 我 们 有 : 当 n 趋向 于 +o0 时 ， 


Pn(a)~e™, Rn(a)~ = 于 
并 且 对 于 a> 
Pai(o) ~ 2 (WE, Ra(a) ~ en 


—1 Varn’ 
b) 证 明 我 们 有 : 当 n 趋向 于 +co 时 ， 


Pn(D) ~ 3e"， 并 且 RaGD ~ Se”. 


《征明 d= 全 多 随 着 1/n 趋 近 于 0; 在 (*) 中 考虑 mm 的 值 4 一 


可 把 上 列 分 子 中 的 和 式 分 成 两 部 分 , 这 里 入 是 一 数 < 1.) 


= /i ees ds 


In] 及 n+[n 
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1 导 言 
我 们 往往 遇 到 有 下 列 形 状 的 单 实 变数 t 的 函数 : 
(1.1) 区 = / Feet, 


这 里 对 于 与 一 点 te 及 (或 +o0) 邻近 的 每 个 t, 积分 存在 (也 可 能 是 作为 反常 积分 
(第 三 章 , 9) 存在 ). 现 要 求 I(t) 在 to 的 邻 域 中 的 一 个 主要 部 分 (或 一 个 广义 主要 部 分 
(第 三 章 , 7.6)). 为 此 考察 两 种 情形 , 在 这 些 情形 下 , 通过 对 F 作 相 当 严格 的 假设 , 就 
可 解决 这 一 问题 ; 而 这 些 假设 在 应 用 中 往往 可 以 实现 . 基本 的 想法 是 化 到 一 种 情况 : 


+ 赵 近 于 +eova 是 有 限 数 , 并 且 对 于 任何 国定 的 5 > 0, 积分 - Fe bjdz 对 于 积 
分 I Fe ba 是 可 咯 去 不 计 的 . 对 于 每 个 在 a 的 邻 城中 , 把 函数 = 一 Fa 
用 它 的 主要 部 分 z _，G(z,t) (假定 存在 ) 来 代 竺 . 如 果 G(z,i) 相当 简单 , 以致 {一 
[ “Gl(z,t)dz 有 容易 算出 (对 于 +o0 的 邻 域 中 的 昌 的 主要 部 分 , 把 它 叫做 Itt) 的 
主要 部 分 也 是 合理 的 证明 这 一 事实 要 在 求 上 界 时 小 心 -- 点 , 这 是 由 于 引进 了 参数 
5 它 必须 是 “小 的 ”一 定 要 防止 轻率 地 让 它 “ 趋 近 于 0 


2. 拉 普 拉 斯 法 


(2.1) 我 们 从 研究 一 种 特别 简单 的 情形 , 即 积分 
(a) I)= / aetta-czo)dr 
o 
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开始 , 这 里 ao, ca, 6 是 实数 , a > 一 1, 8 > 0,c > 0,5 可 以 是 一 实数 > 0, 或 +oo, 并 且 
趋向 于 +oo. 如 果 -1 < a < 0, 积分 在 0 的 邻 域 中 是 反常 的 ; 并 且 如 果 = +oo， 
积分 在 +oo 的 邻 域 中 是 反常 的 . 但 是 在 这 两 种 情形 下 , 由 于 假设 a > -1,c> 0 以 及 
B > 0, 对 于 任何 上 > 0, 积分 显然 收效 (第 三 章 , 9). 这 积分 可 以 写成 


b 
cis 
“~/ ze-cts dz, 
0 


在 作 变数 代 换 w = ctz8 后 , 可 写成 


2.1.2 和 de 
1 Fe “ du 


这 里 当 5 二 +oo 时 , 积分 上 限 要 换 成 +oo. 在 所 有 情形 下 , 当 t 趋 向 于 +oo 时 , (2.1.2) 
中 的 积分 趋 近 于 ( 味 二 !) (第 三 章 , 9.9), 由 此 得 J(t) 的 主要 部 分 


(2.1.3) J(t) ~ 开 (和 学 :) eat(et)-, 


应 用 第 三 章 , 10.7.2 中 法 则 , 还 容易 得 到 (2.1.2) 中 积分 ( 当 b 是 有 限 数 时 ) 的 剩余 的 
主要 部 分 : 我 们 得 到 


(2.1.4) I(t) = 让 ( 味 +)。 ert(ed)- (1+ 0 et)). 


(2.2) 拉 普 拉 斯 法 可 应 用 于 形 如 
+o0 

(2.2.1) I = g(z)jethtz)dr 

0 
的 积分 , 这 里 t 趋向 于 +eo, 并 且 假 设 h(z) 在 点 0 (并 且 只 在 这 点 ) 取 它 的 最 大 值 
( 设 是 有 限 的 ). 如 果 在 z = 0 的 邻 域 中 , 还 有 渐 近 展开 式 
(2.2.2) gtz) ~ 4ze， hz) =a 一 cze +o(zp)， 
这 里 A 去 0, 并 且 a,8 及 满足 (2.1) 中 的 条 件 , 而 且 如 果 在 积分 (2.2.1) 中 , 把 9 用 
它 的 主要 部 分 来 代替 , 把 h 用 它 的 展开 式 中 前 两 项 来 代替 , 就 得 到 积分 4J(b); 已 知 
它 的 主要 部 分 (2.1.3). 我 们 要 证 明 ; 在 下 面 要 确切 说 明 的 条 件 下 , 用 上 述 方法 确实 可 


得 到 I(t) 的 主要 部 分 . 
(2.3) 设 函 数 9g 及 无 在 开 区 间 ]0,+co[ 中 是 分 段 连 续 的 实 值 函数 , 并 且 满足 下 列 条 件 ; 


1e 反常 积分 三 (zjlehtedz 收 全 


2° 存在 着 一 个 区 间 [0, 6ol, 使 得 对 于 0 < 5 < 60, 及 任何 了 > 6, 我们 有 hz) < 
h(6). 
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3° 在 0 的 邻 域 中 , 我 们 有 渐 近 展开 式 (2.2.2), 这 里 a > -1,8 > 0,c> 0. 
在 这 些 条 件 下 , 我 们 有 主要 部 分 


(2.3.1) i A (人生:) et(e)- 守 


日 
注意 积分 / gtzjetaGo)dz 在 b 是 有 限 正 数 情形 , 如 果 对 于 = > 6 取 g(z) = 


0,h(z) = a 一 1, 就 立即 化 到 (2.2.1) 情形 . 
乘 以 e-*t, 还 可 设 a = 0, 并 且 必要 时 改变 符号 , 可 设 4 > 0. 为 了 简化 , 用 


= 人 (等?) ss 4s ret dz 
表示 在 这 种 情形 下 (2.3.1) 的 右边 ; 我 们 要 证 明 , 对 于 任何 已 给 数 <, 可 以 相继 地 : 
1° 确定 一 数 5 e [0, 60] 及 一 数 ti > 0, 使 得 对 于 任何 二 > 1, 我 们 有 
(2.3.2) (1- 外 v(t) < n glz)e* dz < (1+ 3) wl); 
2° 5 及 蝗 已 确定 , 确定 一 数 ta > 0, 使 得 对 于 任何 t > t2， 
2.33 ole Oar < Sp() 
(2.3.3) 站 ole < Sp). 
由 此 断定 , 对 于 任何 上 > sup(t1,t2), 我 们 有 
(2.3.4) (ep <1) < +e)p0), 


这 样 就 可 证 明定 理 . 
1° 先 任意 给 出 一 数 和 满足 0 < 入 < 1; 由 假设 , 存在 着 数 5(A) > 0, 使 得 对 于 0 < z < 
5(A), 我 们 有 


A(l — jz < g(z) < A(1 + A)z®, 
人 { —c(1 + A)z? < h(z) < —c(1 — AM)z2. 


由 此 断定 我 们 有 
(CA) 
A(1—N) Va Zee- tN dr < 人/ g(z)e'" dr 
o 
< 40 人 ae-cG-A)tzadr 


然而 当 5(A) 固定 时 , 由 (2.1.3), 上 式 中 极 左边 和 极 右边 的 式 子 分 别 有 (对 于 +oo 的 邻 
域 中 的 t) 主要 部 分 
A0 -Nr 


3 ( 哇 )eca+ao- 秆 -NU+N ptt) 


全 nr( 赎 


5 +) CN = NGN 0). 
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然后 先 选取 入, 使 得 
0 一)Q+N- 竺 >V1-5 以 及 Q+NG-N YY <i+s 


由 于 有 关 的 入 的 函数 连续 , 这 是 可 能 的 . 然后 取 6 = 56( 入 ), 使 得 0 < 5 < 5o, 并 且 (2.3.5) 成 
立 , 由 定义 , 存在 着 所 > 0, 使 得 对 于 t > 1, 我 们 有 


af se zx ee(I+A)tzp dz > (1— A)(1+A)- 2 /i J jie 
6 
ap 一 e(1 一 A)tz8 _ NAN- 入 5 
4/ se dz < (1+N)(1—A) V1+ 5). 


对 于 这 样 选 出 的 5 及 刀 , 显然 对 于 任何 t > 三 , 我 人 有 (2.3.2). 
2° 令 h(6) = -py < 0， 由 假设 , 我 们 有 对 于 z > 5h(z) + py < 0， 因 此 对 于 任何 
t > 1,t(h(z) 十 4) < h(z) 十 这 式 也 可 写成 


以 及 


th(2) < 下- Dp + h(z). 
因此 可 以 写 出 


ee +o0 
| jn slo)" a < lg(z)le* adr < etDw， 
6 5 


这 里 E 人 B= 人 ”etajlewedrs 由 假设 , 这 是 一 个 有 限 数 .既然 上 > 0, 对 于 邻近 +oo 的 

t, 我 们 有 p(t) > e-4, 从 而 存在 着 一 数 tz, 使 得 只 要 + > tz, 就 有 不 等 式 (2.3.3). 证 完 . 
(2.4) 我 们 把 形 如 机 

/se ear 
的 积分 化 到 (2.3) 中 所 考虑 的 情况 , 这 里 g,h 是 分 段 连续 可 导 的 , 并 且 hv 只 在 有 限 
个 点 改变 符号 ; 还 假定 在 h 取 相 对 极 大 值 的 每 一 点 的 邻 域 中 (在 通过 平移 把 所 考虑 
的 点 化 到 0 后 ), 我 们 有 9 及 h 的 形 如 (2.2.2) 的 渐 近 展开 式 ; 然后 用 在 那里 心 改变 
符号 的 点 把 积分 区 间 分 成 部 分 区 间 , 于 是 h’ 在 每 个 部 分 区 间 中 不 变 号 ; 通过 线性 变 
数 代 换 可 把 在 这 些 区 间 上 的 积分 化 成 (2.2.1) 类 型 的 积分 . 例如 : 
(2.5) 设 函 数 g 及 及 在 (有 界 或 无 界 ) 区 间 ja,b[ 中 二 次 可 导 ; 设 和 分 人 latejleaee)dz 
是 确定 的 , 并 且 hv 只 在 满足 a < c <b 的 一 点 c 变 号 ,而 在 这 点 及 达到 极 大 值 ; 还 设 
g(e) 夫 0,h"(e) < 0. 那么 对 于 +oo 的 邻 域 中 的 t, 我 们 有 
村 要 这 

(2.5.1) 冰 g(zjetn(z)dz ~T 全 gc)eth(z) ry 


(下 面 (3.7.7) 要 证 明 全 = 
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例 (2.6) 对 于 +oo 的 邻 域 中 的 t, 求 下 列 积分 的 主要 部 分 : 
(2.6.1) 人 二 办 et-alogndz， 


对 于 任何 上 > 0, 这 一 反常 积分 收敛 . 这 是 因为 当 z 趋向 于 +oe 时 , (t 十 1)z 一 
zlogz 趋向 于 -oo, 从 而 有 etz-zlogz = ole-z), 并 且 丽 数 etz~=logz 在 点 zx = 0 连 
续 . 这 积分 不 是 (2.2.1) 型 的 , 但 可 作 变 数 代 换 化 成 这 一 类 型 .实际 求 函数 f(z) = 
好 -zlogz 在 哪里 达到 极 大 值 ; 由 于 f'(z) = 上 一 1 一 logz, 可 见 是 在 点 z = et"! 达 
到 . 于 是 令 z = wet-1, 已 给 反常 积分 变 成 


oo 
s esh(u) qu, 
0 


这 里 已 令 s = 6 和 1 以 及 h(w) = (1 一 log 芭 );h(w) 在 点 w= 1 达到 它 的 极 大 值 , 而 且 
h(1) = Tix(l) = -1. 因此 应 用 (2.5) 就 得 到 


+oo 
(2.6.2) 人/ zretrdr ~ Vined(t D+e 
0 


3. 欧 拉 积分 
(3.1) 我 们 已 经 遇 到 过 第 二 类 欧 拉 积分 或 伽 马 积分 
十 co 
(3.1.1) rw=/ tletdt, 
0 


并 且 证 明了 对 于 z > 0, 它 收 敛 ; 对 于 z > 0, 显然 有 T(z) > 0. 我 们 把 积分 


(3.1.2) B(z,a] = 六 tz-1(1 一 tldt 
0 


叫做 第 一 类 欧 拉 积分 或 贝塔 积分 . 对 于 z > 0 及 y > 0, 这 积分 (对 于 z < 1 或 y<1， 
它 是 反常 的 ) 收敛. 由 于 变数 代 换 # = 1 一 t 可 表明 


(3.1.3) B(y,7) = B(z,y), 


要 证 明 积 分 (3.1.2) 的 收敛 性 ,只 须 证 明 它 在 点 0 收敛 ; 由 于 在 t = 0 的 邻 域 中 ， 
tz-11 一 by-1 ~ 如 -1 (第 三 章 , 9), 积分 (3.1.2) 在 点 0 收敛 是 明显 的 . 
(3.2) 对 于 z > 0, 伽 马 函 数 满足 


(3.2.1) T(z+ 1) = zr(z). 
特别 地 , 对 于 任何 整数 ne > 0, 我 们 有 


(3.2.2) T(n+1)=n! 
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( 换 句 话说 , 伽 马 函 数 对 任何 = > 0 “外 推 ” 了 阶 冬 序列 ). 
事实 上 , 对 z > 0, 分 部 积分 给 出 


十 oo a oo 
/ tre-tdt= -te 中 + tle-tdt 
由 此 得 出 (32.). 因为 TO = 人 二 = 1 由 对 的 递 推 即 得 (3.2.2). 
0 


由 于 伽 马 函 数 的 这 一 基本 性 质 , 对 于 z > -1 我们 有 时 用 z! 来 代替 Ttz + 1). 
(3.3) 在 计算 中 常 遇 的 许多 积分 可 化 到 欧 拉 积分 . 在 (2.1) 中 , 已 经 证 明了 公式 


Pi a ¥ Qa+1 
3.3. PE FR 。 - 
(3.3.1) trer™ dt i ( 万 ) ,这 里 > 1,8>0,c>0. 
由 此 考虑 到 (3.2.1), 特别 有 
0 1 
ps -Ft= 二 ], 这 里 
(3.3.2) / edt r+i) 这 里 z> 0， 


另 一 方面 , 在 (3.1.2) 中 作 变 数 代 换 t = sin? 9, 就 得 到 
(3.3.3) A sin2z-1gcos2y-10dg = LB(z,y), 这 里 Zz> 0,y > 0. 
0 3 


(3.4) 对 于 任何 实数 6 当 灵 趋向 于 +oo 时 , 函数 人 5 有 极限 e-t. 这 就 使 得 


n 


现在 要 证 明 的 下 列 公式 看 来 是 合理 的 : 对 于 z > 0， 


六 5 
(3.4.1) rz) = lim ce 人- 大 : 


n= Jo n 


给 出 一 数 。 > 0, 根据 反常 积分 的 定义 (第 三 章 , 9), 存在 着 一 个 充分 小 的 数 a > 0 及 一 
个 充分 大 的 数 A > 0, 使 得 我 们 有 


(3.4.2) [rw 一 ee <e. 


为 了 证 明 (3.4.1), 可 以 只 考 起 右边 积分 中 ma > 4 情形 , 并 且 把 积分 区 间 分 成 三 个 区 间 
f0,al, lo, 季 及 [4,n; 还 可 假定 ce 十 4 > 0; 由 于 在 区 间 [0,q] 中 ,0 < 1 一 二 < 1 我 们 有 


i i 和 
(3.4.3) Wh Ee-! ( = £) dt </ #2= la ge 
0 n 0 z 


上 面 最 后 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 在 必 变 时 可 把 a 换 成 更 小 的 数 (这 样 只 会 使 (3.4.2) 的 左边 
更 小 )- 
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Na 
i 
为 了 求 积分 在 [a, A] 中 的 上 界 , 要 证 明 函数 p(t) = Ce) 在 这 区 间 中 是 递减 
的 . 事实 上 , 我 们 有 


(3.4.4) = l= 


由 此 得 上 述 结论 . 由 pn(t) 的 上 界 得 
人 £) < pn(A)e™. 
又 因 pn(A) 趋 近 于 1, 存在 着 no, 使 得 n > no 时 , 我 们 有 
(3.4.5) fe ( 一 Ha 才 le-tdt < 2e, 
aA A 


上 面 最 后 一 个 不 等 式 用 到 了 (3.4.2). 
A £\etn 
剩 F 来 要 求 | 三世 [= = 人 ( £) | a 的 上 界 . 我 们 有 


人 SN £) et E Wi etres( 呈 和 ， 


n 


由 泰勒 公式 , 对 于 0< wu < 多 


llog(1 ~ WW +ul < 2u7, 


由 此 得 : 对 于 满足 a < t < 4 的 任何 t 以 及 n> 24， 
a 


(e+e( -E) + 这 2(c+ 癌 与 + St< 
这 里 C 既 与 上 无关, 也 与 n > 24 无 关 . 由 此 导出 


人 1 = Q "| dt 


从 而 存在 着 ni > sup(no,24), 使 得 对 于 ni > ml, 上 式 右 边 < <. 考虑 到 (3.4.2), (3.4.3) 及 
(3.4.5), 由 此 断定 , 只 要 n > ma， 


R 
(3.4.6) <a-eem™f #1e-tdt, 
上 


ra- et) se 
(3.5) 我 们 要 应 用 (3.4.1) 来 证 明 欧 拉 得 到 的 下 列 两 个 基本 公式 : 对 于 z > 0y > 0， 
M ee 
(3.5.1) Na Hy 
(3.5.2) Bo 中 = 了 的 


FT(z+2) 
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(3.6) 先 从 证 明 下 列 引 理 开 始 : 
(3.6.1) B(z+1,y)= Er ). 
为 此 , 作 分 部 积分 写 出 如 下 : 
B(xz+1,y) = fea -tldt = 和 ( 运 ) 一 起 ?4 一 1dt 
zl 


-与 (二) | 风 + -or 人 (二 5) Ty 


1 
Se -De 由 


z+yh 


(3.6.1) 得 证 . 考虑 贝塔 函数 的 对 称 性 (3.1.3), 由 (3.6.1) 可 得 : 对 于 任何 整数 ”> 0， 


B(z,n+1)= 二 Bo = Be + 1,n), 


然后 对 n 递 推 , 得 


nl 


(3.6.2) B(z,n+1)= Ed 
但 是 我 们 有 

B(z +n,1) = fr = Te Le 元 
因此 
(3.6.3) Blz,n+l)= Gr 


另 一 方面 , 在 公式 (3.4.1) 中 取 c = 0, 并 且 作 变 数 代 换 t = nu, 就 得 到 
(3.6.4) 四 一 im, n*B(z,n+ 1), 


把 B(z,n + 1) 用 它 的 值 (3.6.3) 来 代替 , 最 后 得 到 欧 拉 公 式 (3.5.1). 
(3.7) 另 一 方面 , 由 (3.6.1), 并 对 m 递 推 , 可 得 


(z+U)T+Y+1)-. (T+Yy+n) 


(3.7.1) B(z,y) = i B{(z +n+1,%), 
从 而 
GT。 Ba) = lm, C+ B+ nt ly) 
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求 下 列 积分 当 n 趋向 于 +oo 时 的 主要 部 分 : 
2 十 1 , 
这 z+n(1 — t)y-1dt = y-1(1 — t)e+n 
B(z +n+1,y) / tn(1 —t) dt / ty (1 — t)*+"at 


= 人/ ' g(t)e™ (tat, 
0 
这 里 已 令 

g(t) = #1(1 —t)*, 并 且 h(t) = log(l -tt). 
函数 h 在 [0,1[ 中 是 递减 的 . 又 因 在 t=0 的 邻 域内 , 我 们 有 

gt) ~t! (y>0) 及 h(t) ~ -6 

于 是 我 们 有 了 应 用 拉 普 拉 斯 法 (2.3) 的 条 件 , 从 而 
(3.7.3) Bt 入 ry). 


可 是 欧 拉 公式 (3.5.1) 给 出 了 (对 于 +oc 的 邻 域 中 的 n 的 ) 等 价 关系 式 


(3.7.4) T(z+1):.…(z+n)~ 和 
(3.7.5) Gtryt Dtyt) 


又 因 nz+y = nzny, 代 人 (3.7.2), 就 得 到 欧 拉 公式 (3.5.2). 
于 是 积分 (3.3.3) 可 用 伽 马 函数 表示 出 来 : 


1T(z)T(y) 
2T(z+Y)” 


3 jn22—1 2y—1 
(3.7.6) / sin bcos2 -0db = 
这 里 z > 0,y > 0. 如 果 在 这 公式 中 令 z= y= 由 关系 式 T(1) = 1, 就 得 到 
(3.7.7) E @ = Vt 
由 此 应 用 函数 方程 (3.2.1), 可 得 : 对 于 任何 整数 n > 0， 

1 1 3 

-CD 

换 句 话说 ， 
(3.7.8) r (n+ 3) 三 L135 nl 
特别 地 , 在 (3.3.2) 中 令 z = 2, 就 有 
(3.7.9) Vie edt = BV 


0 
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(3.8) 现在 要 求 F(z) 的 确切 的 主要 部 分 (第 三 章 , 11.2.7), 即 证 明 斯 特 林 公式 : 对 于 在 
+oo 的 邻 域 中 任何 实数 z， 


(3,8,1) T(z) ~ V2mzr-tier-= 
我 们 要 对 积分 


+o0 
re+D=/ ettat 
0 


应 用 拉 普 拉 斯 法 . 被 积 的 上 的 函数 有 对 数 导数 一 1, 后 者 在 ]0,+co[ 中 在 t=z 达 
到 唯一 的 极 大 值 . 作 变数 代 换 u = t/z, 得 


+o0 
一 zz+1l zh(u) 
T(z+1)=7 / er "du, 
这 里 函数 h(w) = logv 一 4 在 wu = 1 达到 它 的 极 大 值 h(1) = 1, 并且 hp”(1 
因此 可 应 用 公式 (2.5.1), 并 且 得 到 
(3.8.2) T(z +1) ~ V3fzz+ter-=. 
为 了 得 到 (3.8.1), 只 须 应 用 伽 马 函数 的 函数 方程 (3.2.1). 


对 于 在 分 析 中 常 出 现 的 “大 数 的 函数 ", 由 此 可 导出 它们 的 主要 部 分 , 例如 由 
(3.8.1) 及 (3.7.4), 可 导出 : 对 于 任何 实数 a > 0， 


(3.8.3) aa 二 1 (ae+m) 一 i 


由 (3.2.1), 我 们 有 


Tm+a+l) a(a+1)..(a+n) 
本 nl 


Tln+1) Tlo), 


从 而 
T(n+a) Po 


(3.8.4) Eh) 


对 于 固定 的 实数 上 > 1, 现在 考虑 二 项 式 系数 人 | 在 n 趋向 于 +co 时 情形 . 
可 写 出 


(®) = T(kn+ 1) 


i nl Ta+iT(k— n+1)’ 


由 此 应 用 (3.8.2), 得 到 


kn 大 入 
Be -sm (ee) 


4. 平稳 相位 法 “99- 


特别 地 , 在 (1 十 z)2" 按 二 项 展开 式 作出 的 展开 式 中 , 最 大 的 系数 是 z" 的 系数 (2 
n 
在 (3.8.5) 中 取 k= 2, 就 得 到 : 对 于 n 趋向 于 +oo, 我 们 有 


2n 3 
(3.8.6) ( ) ~ 
在 第 九 章 中 , 我 们 还 要 深入 研究 伽 马 函数 . 


4. 平稳 相位 法 
(4.1) 现在 要 研究 性 质 完全 不 同 的 积分 


(4.1.1) I( = A g(t)eit(s) dr 


的 状态 , 这 里 g 及 广 是 实 值 函 数 , 为 了 简单 起 见 , 设 它们 在 开 区 间 ]a,b[ 中 无 穷 可 导 ; 
积分 可 能 是 反常 的 , 这 时 对 于 每 个 充分 大 的 实数 上 设 它 是 收敛 的 (但 一 般 不 是 绝对 
收敛 的 ), 问题 在 于 确定 积分 当 守 趋向 +cc 时 的 状态 . 通过 变数 代 换 , 总 可 设 ]a,b|[ 是 
有 界 的 . 

我 们 先 从 一 个 引 理 开始 , 给 出 不 够 精确 的 上 界 . 
(4.2) 设 g 及 有 在 有 界 开 区 间 Ja,b[ 中 满足 下 列 条 件 : 

1° 在 a.b 中 每 一 点 , h 趋 近 于 有 限 的 极限 , 并 且 站 闪 半 四 中 不 取 0 值 . 

名 在 aub 中 每 一 点 , 9 人 有 有 限 的 极限 ， 并 且 或 者 号 【2 】 有 有 限 报 限 ,或 


he(z) 
者 它 在 这 点 的 邻 域内 符号 保持 不 变 . 
在 这 些 条 件 下 , 对 于 任何 实数 t > 0, 积分 (4.1.1) 收 笋 , 并 且 在 +ooc 的 邻 域 中 ， 
I(t) = O(1/t). 
对 于 充分 小 的 任何 数 5 > 0, 作 分 部 积分 , 写 出 


b—5 和 bb 一 5 (z) ad 
ith(£), 9 eith(z) 
(4.2.1) bs g(T)e dr = #/. a zi )dz 
gb — 6) in(b-6) M+ ith(at5) 
NG 二 5 jz(a 


1 ”ante) 二 (3 
有 :( 跑 ): 
为 了 研究 (4.2.1) 右边 的 积分 , 可 以 只 研究 在 区 间 [a +6,d 及 区 8 一 引 中 的 积 


d 
分 这 里 。 及 d 是 有 限 数 ; 事实 上 , 由 于 le 二 积分 /co 全 ( 到) a 


的 绝对 值 以 一 个 与 4 无关 的 数 为 上 界 . 同样, 如 果 了 ( 看 ) 在 a (或 在 妨 趋 近 于 
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一 有 限 极限 , 那么 在 [a 十 5 dl (或 [d,5 一 可 ) 中 的 积分 的 绝对 值 以 与 + 及 5 无 关 的 一 


数 为 上 界 , 因此 例如 假定 全 六 (只 ) 在 Im4q 中 不 变 号 . 那么 积分 


(4.2.2) 机 eatnta) a 羡 ( 忠 ) 和 


的 绝对 值 以 一 个 与 4 及 5 无 关 的 数 为 上 界 , 并 且 反常 积分 f: hh (次)* 
绝对 收 化 ; 事实 上 , 由 关于 全 EE (8 咏 ) 的 符号 的 假设 , 我 们 有 


h(x) 

wy ah d / g(x. d C3 o,) a+6 
je-| 人 /二 ( 缠 ) 汪 -| 给 - 表 辐 | 
并 且 当 5 趋 近 于 0 时 , 上 列 最 后 一 项 趋 近 于 有 限 极限 . 对 于 在 [d,b 一 引 中 的 积分 , 同 
样 进行 论证 . 因此 在 公式 (4.2.1) 中 , 可 令 6 趋 近 于 0, 于 是 可 看 出 : 存在 着 与 t 无 关 
的 数 4, 使 得 I(t) 的 绝对 值 有 上 界 A/t. 
(4.3) 设 (4.2) 中 的 条 件 成 立 ， 那 么 (不 严格 地 把 9/ 的 极限 记 作 g(a)/h(a) 及 

g(b)/R(5), 例如 即使 g(a) = (a) = 0 时 也 这 样 记 ) 积分 I(t) 在 +oe 的 邻 域 中 有 
广义 主要 部 分 (第 三 章 , 7.6) 


1 [gb) i g(a) inca) 
(4.3.1) I 的 ~ 元 攻 00 ~ Be "| 
只 要 上 式 右边 不 恒 等 于 零 . 
只 要 证 明 : 如 果 令 
(4.3.2) a0= 芭 (总 )， 


我 们 有 : 对 于 +o0 邻 域 中 的 t， 
(4.3.3) 六 gt(z)jeith(z)dz = o(1). 

给 出 一 数 > 0; 既然 在 上 面 已 经 看 出 积分 (4.3.3) 绝对 收 化, 可 确定 6 > 0, 使 
得 我 们 有 


a+6 


b 

Inolar <e 及 /nolarse 

这 样 图 定 了 5; 因为 在 [a+5b 一 相 中 每 一 点 的 邻 域 与 ja,b[ 的 交集 中 , g1 及 h 无 穷 
b—6 

可 导 , 并 且 hr 在 这 些 点 不 等 于 零 , 所 以 可 对 积分 六 gitzjettnGa)dz 应 用 (4.2) 中 的 
Q 十 5 

结果 . 于 是 有 一 个 to, 使 得 对 于 上 > 如, 我 们 有 

pi gli(z)eithtz)dz 

QT5 


<é, 


4， 平 稳 相 位 法 * 101. 


这 样 就 证 明了 对 于 上 > 如 , 我 们 有 人 A emo < 36, 证 完 ， 
(4.4) 当 (4.2) 中 条 件 成 立 , 可 是 (4.3.1) 的 右边 恒 等 于 堆 时 , 由 上 面 所 述 , 我 们 有 


b b 
(4.4.1) I(t) = / glo)e)dz = -二 大 ga(zjeithear = ofl/t). 


为 了 进一步 计算 , 又 回 到 了 同样 的 问题 , 不 过 要 把 9 换 成 gi 而 已 . 这 里 不 研究 这 种 
情形 . 
(4.5) 实用 中 最 关切 的 情形 是 : 总 是 设 函数 hv 在 开 区 间 ]a,b[ 中 不 取 0 值 , 但 在 这 区 
间 的 至 少 一 个 端点 处 , 它 趋 近 于 0, 以 致 g/h 在 这 点 趋向 于 士 co， 必 要 时 可 把 区 间 
]a,b[ 分 成 两 区 间 , 于 是 可 设 g/h' 只 在 一 个 端点 , 例如 只 在 a, 趋向 于 土 oo. 我 们 要 
看 到 , 在 最 重要 的 情形 下 , I(t) 有 优 于 1/t 的 主要 部 分 , 而 且 这 一 部 分 与 a 的 邻 域 中 
9g 及 hh 的 性 态 无 关 . 直观 地 可 以 说 , 在 = 从 a 变 到 b, 使 得 积分 很 小 情况 下 , 当 t+ 很 
大 时 , 在 C 平面 上 点 g(z)e**) 围绕 0 “转动 得 很 快 ”; 当 hv 在 一 点 为 0 时 , 转动 的 
“速度 ”在 这 点 的 邻 域 中 “ 减 慢 " 得 很 快 (“相位 ”th(z) 是 “平稳 的 ”), 而 且 积分 中 与 
这 邻 域 相应 的 部 分 比 其 他 部 分 大 . 

我 们 还 是 从 准确 地 讨论 一 种 特殊 情形 开始 : 
(4.6) 设 a, 6,a:c 是 实数 , 而 且 c 关 0,0 <a+1<B. 那么 当 t 趋 向 于 +oo 时 , 我们 
有 (对 于 任何 b> 0) 

看 罗 eiat 

(4.6.1) J ze dz 4 Br 
这 里 4 是 下 列 收 伊 积 分 的 值 ; 


mm orl 5 
(4.6.2) 站 wu 广 -leivdu， 如 果 c> 0; 
o 


To 
(4.6.3) | U1le-iwqdu， 如 果 c< 0. 
0 


(我 们 在 第 八 章 中 将 要 看 到 : 对 于 0< 入 < 1， 


+o0 
| 站 Aietudu = eaT(A)， 
0 


(4.6.4) oa 
Ww-le-wdu = edi Tr(A).) 
o 


如 果 c > 0, 在 积分 (4.6.1) 中 作 变 数 代 换 v = ctz3, 就 得 到 


eiat cb 


vB 1du, 
Blct) 5 Jo 
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并 且 要 回 到 证 明 : 对 于 0< 入 < 1 反常 积分 人 -ledu 收 敏 . 由 于 -iem ~ 
0 

url 在 0 的 邻 域 中 , 因此 积分 在 这 邻 域 中 绝对 收敛 (第 三 章 , 9). 另 一 方面 , 用 分 部 

积分 , 可 以 写 出 


Nn 
N 
二 笃 2 / -2eiadu， 
入 1 


本 1 
(4.6.5) / ws-leivagu = Te 
1 
1 


并 且 由 于 hw*-?ew| < w*-2, 而 和 一 2 < 一 1, 上 式 右边 的 积分 绝对 收敛 (第 三 章 , 9). 
对 于 c < 0 情形 , 同样 进行 论证 . 
注意 公式 (4.6.5) 还 给 出 了 积分 (4.6.4) 的 剩余 的 主要 部 分 : 


十 ce 
(4.6.6) 涩 wletitqu ~ Net = OUN -1). 


由 此 可 见 , 有 了 在 实用 中 一 般 具有 的 条 件 , 与 在 (2.3) 中 一 样 , 当 g/ 在 点 a 趋 
向 于 +ce 时 , 求 (4.4.1) 的 主要 部 分 , 可 把 g 及 h 用 它们 在 a 的 邻 域 中 的 渐 近 展开 
式 代 入 而 得 ; 我 们 显然 可 化 到 a = 0 情形 . 

(4.7) 设 函 数 g,hh 在 半 开 区 间 ]0, 冲 中 满足 下 列 条 件 : 

1l?g 及 户 连续 可 导 , 并 且 hv 不 取 零 值 ; 

2。 在 0 的 一 个 邻 域 中 , 我 们 有 


(47.D) g(z) = Cr(1+0(2), hlz) =a+ cra(l + f(z)), 


这 里 ay gaic'C 是 实 常数 : c 关 0,C 关 00<a+1< 有 ,并且 9 及 了 在 闭 区 间 [0, 名 
中 连续 且 无 穷 可 导 , 还 有 6(0) = f(0) = 0. 
在 这 些 条 件 下 , 我 们 有 : 在 +co 的 邻 域 中 ， 


Eiat 


b 
7 0 RS 
(4.7.2) /ste i 


这 里 常数 4 有 与 (4.6) 中 相同 的 值 . 
例如 设 e > 0. 考虑 函数 
v2) = z(c+ ef(z)®; 


在 包含 在 [0, 中 中 的 区 间 [o, 中 中 , 这 函数 连续 且 无 穷 可 导 , 并 且 p(0) = 0,p'(0) = cl > 0; 
因此 可 设 5 取得 充分 小 , 使 得 P 在 [oa, 引 中 是 严格 递增 的 . 设 %(u) 是 y 在 区 间 [0, wp(5)] 中 
的 反 函 数 , 它 也 是 连续 无 穷 可 导 及 严格 递增 的 ,并且 (0) = 0,w'(0) = c ”9, 因而 可 以 写 出 


(4.7.3) g(w(u)) = Ce /Sur + O(u®+!). 
把 区 间 fo, 如 分 成 fa, 可 及 [6, 映 , 并 且 在 fo, 5] 中 , 作 变 数 代 换 u = yp(z); 我 们 得 到 


上 i (5) 
(4.7.4) A gzjaahadz= Cc- / ureteru du + gi (We gu, 
D 0 0 


这 里 由 于 (4.7.3) 及 
hi(w) = aa 二 ug， 
gu) = gb) (u) -Ce ue = Out!). 
由 于 在 wu = 0 的 邻 域 中 , 我 们 有 gi(w)/hi(wu) = O(w*-912), 由 (4.2) 可 看 出 如 果 我 们 
有 a 十 2 > B, (4.7.4) 中 第 二 个 积分 是 O(1/); 由 于 另 一 方面 , hv" 在 闭 区 间 [5, 划 中 不 取 零 
佐 由 (42) 也 有 上 “p(s)e hdz = O(1/4). 于 是 在 这 种 情形 下 由 (4.6) 得 (4.7.2)， 如 时 


(5) 
还 有 a 十 2 < 局 可 对 积分 大 gifa)ettatwau 与 上 面 同样 论证 , 不 过 要 把 a 换 成 w+ 了 1 


这 是 因为 gy(w) = Cus+1(1 + bi(u)), 这 里 91 在 [0,e(6)] 中 无 穷 可 导 . 递 推论 证 , 直到 达 
到 满足 a 十 n > 3 的 -个 整数 n, 这 是 可 应 用 (4.2) 的 情形 , 因此 命题 完全 得 证 . 
这 里 还 刻 指 出 , 应 用 (4.7) 的 最 常见 的 例子 如 下 : 
(4.8) 设 实 值 函数 g,hh 在 有 界 闭 区 间 [a,] 中 无 穷 可 导 ,hv 只 在 这 区 间 中 满足 a < c<b 
的 唯一 一 点 c 处 是 零 , 并 且 我 们 有 g(c) 关 0,h"(c) 关 0. 那么 对 于 在 +o0 的 邻 域 中 的 
t, 我 们 有 
(4.8.1) 
[ ET 论 ， ath(c) 十 部 1 果 科 
9(z)e dz = (元 可 ) gfeje +O @ ， 如 果 hp"(c) > 0; 


/ " g(a)eitl) gz — Ca glQemd- 和 +O Q ， 如 果 (6) < 0. 
余 项 是 O (9 这 一 事实 容易 从 (4.6.6) 得 出 . 


当然 , 取 积分 (4.1.1) 的 实 部 和 虚 部 , 以 上 所 讲 的 可 以 (借助 于 对 g 及 的 假设 ) 
确定 下 列 函 数 当 t 趋向 于 +ce 时 的 形态 : 


5 b 
/ g(z)cos(th(z))dz 及 g(x) sin(th(z))dz. 
习 题 


1) 设 a > 0, 证 明 当 上 趋向 于 +oo 时 , 我 们 有 


+eo 
/ Zr-oztzdz ~ 2 exp(e- at#). 
Vea 


2) 设 0< a < 1. 证 明 当 t 通过 正 数值 趋 近 于 0 时 , 我 们 有 


3) a) 设 在 ]0, +oo[ 中 分 段 连续 的 实 值 函 数 9,h 满足 (2.3) 中 的 条 件 1” 及 2", 并 还 设 
在 取 中 区 间 ]0,5[ 中 , 我 们 有 


hz) =a 一 cz， 其 中 c>0， 
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人) gfz)= 》 Az 十 o(z”), 其 中 一 1 < aa < qz <…<ar, 过 些 A; 关 0. 证 明 


j=1 


1(t) = et 位 AjT(aj + Dlet)- (ot) tee)) i 


j=1 


b) 设 g 及 满足 (2.3) 中 条 件 1” 及 2°, 设 在 及 中 区 间 ]0, 5[ 中 , 连续 而 且 递 碱 , 并 
在 0 的 邻 域 中 有 渐 近 展开 式 


h(z) =a— cz 一 cazpa 一 … 一 caz 十 o(zeo)， 


这 里 cl > 00< Bl < 让 <.… < 及 .还 设 必 (z) 在 0 的 邻 域 中 有 渐 近 展开 式 ; 这 一 展开 式 
可 由 h(z) 的 渐 近 展开 式 逐 项 求 导 数 而 得 . 于 是 y = w(z) = (a 一 Maz))Yai 在 0 的 邻 域 中 
有 反 上 函数 z = wy(y), 它 有 渐 近 展开 式 %(g) = c7 ty 十 cym 十 …， 并 且 WW(y) 也 有 渐 近 
展开 式 , 可 由 水 (g) 的 渐 近 展开 式 逐 项 求 导 而 得 . 于 是 我 们 有 


th(2), Ey May) 
f se mas = wo ey. 


设 g 有 源 近 展开 式 (*), 借助 a), 由 此 导出 Tt 的 一 个 渐 近 展开 式 . 对 函数 ,对 积分 (2.6.1)， 
并 且 对 习题 1 和 2 中 的 积分 作 应 用 . 
4) 假设 同 习题 3b), 求 下 列 积分 的 渐 近 展开 式 : 


wt) 
人 sea 
人 


这 里 已 知 w(t) 随 着 1/t 趋 近 于 0, 并 县 已 知 w(t) 在 +oo 的 邻 域 中 的 渐 近 展开 式 . 特别 地 : 
1° 证 明 
1 fetavire  。 1 
i e sdr=a+ 训 +o( 翅 )， 


这 里 常数 a 及 b 要 确定 为 a 及 8 的 函数 . 
2° 证 明 如 果 & 是 方程 &e'*$ = 1 的 唯一 实 根 , 我 们 有 

1 ‘Ent+olognt+h Pe p 

| | ez"dr~bn’, 
这 里 常数 a 及 b 要 确定 为 a,8 及 € 的 函数 . 
5) a) 没 /是 在 [0,+oc[ 中 > 0 且 连 续 可 导 的 函数 , 并 且 在 +oo 的 邻 域 中 ， 


其 中 a > 0. 证 明 当 + 趋 近 于 0 时 ， 
Fe+D 71 
类 -f(z)dz 1 7(}): 


推广 到 和 = 3) 情形 . (把 积分 区 间 分 成 Ek 及 [$+ 这 里 与 + 无 关 , 但 


是 任意 小 ; 并 且 注意 由 有 限 增 量 定理 , 当 t 趋 近 于 0 时 ,了 人 / f (4) 趋 近 于 ).) 


f(r) a 
f(z) x 


， 


习 题 105 ， 


b) 求 当主 趋 近 于 0 时 , 下 列 积分 的 主要 部 分 : 


二 oo 
/ etz+(togzj2dr 
1 


(考虑 函数 达到 极 大 值 的 点 = = &). 
6) 对 于 常数 a > 0,8 > 0 的 哪些 值 , 下 列 积分 对 任何 t > 0 收敛 ? 


[es, je setad 三 5 
0 


当 这 些 积分 收敛 时 , 求 它们 当 + 趋 近 于 0 或 趋向 于 +oo 时 的 主要 部 分 . 
7) 对 于 实 常数 a 及 有 的 哪些 值 , 下 面积 分 收敛 ? 


a 
下 
上 
(n+l)n 


(为 了 在 +oo 的 邻 域 中 研究 积分 , 应 用 函数 B(u,v) 的 值 , 求 每 个 积分 / |eoszlr dz 
的 上 界 和 下 界 ) ee 

8) a) 证 明 函 数 下 是 满足 下 列 条 件 的 唯 -函数 f(z): 我 们 有 f(z +1) = zf(z) 及 
f(1) =1, 并 且 函 数 g(z) = (和 ) f(z) 对 于 z> 0 是 着 诚 的 

b) 对 于 已 给 y > 0, 函数 = 一 B(z,y) 是 对 z > 0 递减 、 并 且 满足 下 列 条 件 的 唯一 函数 
次 

f(D)=1y 及 f(z+D)= zf zx). 

9) 设 g 及 h 是 在 区 间 [0,a] 中 两 个 连续 且 > 0 的 函数 设 在 0 的 邻 域 中 , 我 们 有 
g(z) ~ hze,h(z) ~ Bz8, 这 里 4> 0,B>0a>-18>0 还 设 /是 > 2 的 一 数 . 
证 明 当 t 从 > 0 趋 近 于 0 时 , 我 们 有 


og(z)dz a a+tl 


mt 
:Dl atl_ 
| Clog i 如 果 也 及 


这 里 c 是 一 常数 , 它 可 用 4, B, a, 8,1 及 函数 了 表示 出 来 . (用 (2.3) 中 同样 方法 , 证 明 可 把 
9 及 h 用 它们 的 主要 部 分 来 代替 .) 作为 例子 , 由 此 导出 : 当 在 ]0,1[ 中 趋 近 于 1 时 , 我 们 
有 


站 dz di 
VU Rr 2 y= 
10) 证 明 对 于 z > 0 及 y > 0, 我 们 有 


1 人 
Bo =2+/ FO la 


并 且 一 方面 考虑 tz 的 渐 近 展开 式 , 另 一 方面 考虑 T(z 十 1) 及 T(z 十 在 z= 0 的 邻 域 中 
的 泰勒 展开 式 , 证 明 我 们 有 (高 斯 积分 ) 


4 Ty) {dd 
PD = 人 5 dt 
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(在 第 九 章 可 看 到 F"(1) = 一 , 这 里 + 是 欧 拉 常 数 ). 

31) 举 出 一 个 例子 , 在 其 中 除去 h 在 点 a 及 b 趋 近 于 -有限 极限 外 ，(4.2) 中 所 有 条 件 
都 成 立 , 并 且 在 其 中 积分 (4.1.1) 对 于 上 > 0 不 收敛 ( 取 9 = 用 ). 

12) 确定 实数 a, 8,7 的 值 , 使 得 积分 


1 zaeitzdz 
o (1I+zp)7 
对 于 任何 上 > 0 收敛 ; 在 这 种 情形 下 , 求 这 积分 当 t 趋向 于 +oo 时 的 主要 部 分 . 对 下 列 积分 
解 同样 的 问题 ; 
+% racizdz 
人 (十 上 


19) 设 /是 在 区 间 [0,+oo[ 中 > 0 的 连续 可 导数 并 且 在 +oo 的 邻 城内 ,了 ~ 
2 这 里 0 < A < 1 证 明 当 上 灌 着 > 0 的 值 趋 近 于 0 时 , 我 们 有 


[rae (}) 


o 
(如 同 在 习题 5a) 中 一 样 把 区 间 |0, +eoi 分 成 [0, A] 及 [A, 二 oc[ 进行 论证 , 这 里 取 4 为 任 
意 大 的 实数 ). 
14) 当 上 上 趋向 于 +oc 时 , 求 下 列 每 一 积分 的 主要 部 分 : 
+oo ei(z+E)ar +% ei(2-#)qr 
/ "4 


入 (a>0) 


(对 于 第 一 个 积分 , 令 z = Viu, 并 且 用 平稳 相位 法 ). 
15) 设 hh 是 > 0 的 连续 增 函 数 , 并 且 随 着 + 趋向 于 +oc. 证 明 当 t 趋 近 于 0 时 , 如 果 
下 列 积分 对 上 > 0 收敛, 我 们 有 


3 +o 
De ~/ Ecoda 


n=1 1 


特别 地 ， 


De™~ tr(2) 二 We， 对 于 a>0; 
a a 


和 
Dat —e"™)~ i 
16) 设 /是 在 [0.+oo[ 中 > 0 的 连续 可 导 函数 , 并 且 在 +oo 的 邻 域 中 ， 4 一 和 ,这 
里 a > 0. 证 明 当 + 趋 近 于 0 时 , 我 们 有 (参看 习题 5): 
三 roe ~ eta ty 全 
同样 论证 下 列 和 式 : 
于 fyem , 这 里 6>1 守 err, 这 里 0<7y<1l 


n= n=1 
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17) 设 对 于 z > 0,7 是 > 0 的 连续 可 导 增 函数 , 并 且 > 上 . 证 明 当 趋向 于 
-+oo 时 , 我 们 有 


Te 
2 / 
18) a) 应 用 斯 特 林 公式 , 证 明 函 数 
一 2z —z (3 
i be H 


在 区 间 [0, +ce[ 中 的 极 大 值 随 着 1/n 趋 近 于 0. 
b) 对 整数 p > 2 递 推 , 由 此 导出 : 对 于 任何 > 0, 存在 着 一 个 多 项 式 P(z), 使 得 对 任 
何 z> 0， 


fn(z) = 


Ile-r* — esP(z)| <e 
(在 a) 中 把 z 换 成 pz/2, 并 对 e-@- 0z/2 应 用 递 推 假设 )、 
19) 设 大 是 一 整数 > 0; 令 = = 人 十 并 且 考 虑 级 数 (与 有关) 


-re 
nn 


n=17 


证 明 当 上 趋向 于 +oc 时 , 我 们 有 S(k) = O(logk). (把 级 数 分 成 三 个 和 式 , 分别 对 应 于 
1<n<z/2,z/2 <n< 2z,2z < mn, 并 且 分 别 求 这 三 个 和 式 的 上 界 .) 


i 
20) 设 9 是 到 中 分 息 连 续 的 函数 , 并 且 有 周期 2 令 c= 宛 ; 人 g(tdt. 


oo 
a) 证 明 我 们 有 区 le— gl)at= 0 (3 (分 部 积分 ). 
b) 还 设 9 是 偶 函 数 . 证明 对 于 趋 近 于 +oo 的 整数 n, 我 们 有 


A 1(e— gd)dt=0 ( 翅 ) 


(n+Dow p 
/ 20uw 2 40 (去) 
(nDo n n 


在 +oo 的 邻 域 中 , 下 式 是 否 正确 : 


人 te g(a = 六 (C3E 


。) 设 反常 各 分 人 “gg 存在 ， 证 明 如 果 ptz) 是 随 着 z 趋向 于 +oo 的 本 数 , 并且 
yp(z) = oz), 那么 在 +oo 的 邻 域 中 , 我 们 有 


els) gzt) i TC 2 pz) 
/人 dd = oo + Oa / re stat+o( © 站 


证 明 


d) 设 Flz,b 是 -函数 ; 对 于 任何 = > 0, 它 的 偏 导数 4 -5 (zj 在 [2 要 中 连续 ; 还 
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设 对 于 z > 0 有 一 个 增 函 数 yp(z) > 0, 使 得 我 们 有 
6 
了 去 ea 


人 Fe de— gla)at = oa/ 


dt = O(p(z), F(z,b) = O(p(2)). 


证 明 我 们 有 


(分 部 积分 ). 
特别 地 , 如 果 f(t) 在 [oa, 吕 中 分 段 连续 可 导 , 我 们 有 


矿 f(t)g(zt)dt = ef ra +O (3) 8 


1. 两 函数 的 偏差 


(1.1) 与 用 十 进位 数 (或 有 理 数 ) 来 逼近 (用 任何 方式 确定 的 ) 未 知 数 一 样 , 在 分 析 中 
自然 用 我 们 认为 已 知 的 函数 (多 项 式 、 指 数 函 数 、 三 角 函 数 等 等 ) 来 “逼近 ”( 用 种 种 
不 同方 式 , 如 级 数 的 和 、 含 一 个 参 变数 的 积分 、 微 分 方程 的 解 等 等 确定 的 ) 未 知 复 值 
函数 . 但 是 与 用 绝对 值 |z -yl 度量 两 个 实数 或 复数 的 偏差 一 样 , 必须 明确 我 们 所 理 
解 的 “逼近 ", 即 用 什么 方式 “度量 " 两 个 函数 的 “偏差 最 自然 的 想法 是 : 如 果 在 两 
函数 上 及 9 都 有 定义 的 集 EE 上 , 函数 9“ 折 近 ” 函数 j, 那么 对 于 每 个 zo e 也 , 9 的 
值 g(zo) 必须 在 通常 意义 下 逼近 f 的 值 ftzo), 即 |f(zo) - g(zo)| 必须 是 “小 的 *. 由 
于 在 EE 中 每 点 zo 都 应 如 此 , 于 是 取 数 


(1.2) d(f,9) = sup|f(z) — g(z)| 
rEE 


作为 E 中 所 确定 两 复 值 函 数 /,g 的 “偏差 ”. 

当 f,g 是 在 及 中 区 间 EE = [a,49] 中 确定 的 实 值 
函数 时 , 我 们 所 确定 的 “偏差 ”的 想法 , 可 具体 用 图 
形 表示 : 所 谓 d(f,g) < = 就 是 对 于 任何 =e E, 我 们 
有 gtz)-es< f(z) < g(z) +e; 即 了 的 图 形 完全 包含 
在 环绕 着 g 的 宽 是 2 的 “ 带 形 ” 内 (图 12). 

为 了 区 分 这 种 “ 通 近 ”概念 与 以 后 要 考察 的 其 
他 概念 (第 九 章 , 9), 我 们 说 这 里 讲 的 是 在 两 函数 都 
有 定义 的 集 EE 中 , 一 个 函数 被 另 一 个 函数 一 臻 各 近 . 
重要 的 是 要 指出 这 种 概念 主要 依赖 于 所 考虑 的 集 E: 图 12 


J=gC)-e 
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如 果 f 及 9 都 在 更 大 的 集 B' 上 有 定义 , 对 于 z EE 成 立 的 关系 式 |f(z)- g(z)| <e 
完全 不 能 导出 对 于 z € 已 ,|J(z) -9g(zj| < 成立 . 

(1.3) 已 给 全 部 确定 在 同一 集 已 上 函数 的 两 个 集 大 (“ 未 知 ”函数 集 ) 及 9 (“ 已 知 ” 函 
数 集 ); 如 果 对 于 任意 的 函数 六 e 大 及 任 悉 的 数 = > 0, 存在 着 一 个 耳 数 ge 9 (g 与 
j 及 = 有 关 ) 使 得 偏差 d(f,g) < a, 即 对 任何 z € EE 


(1.3,1) . If(z) — g(xz)| < €, 


那么 我 们 简单 地 说 , 天 中 的 函数 可 用 9 中 的 函数 在 巨 中 一 臻 通 近 . 
(1.4) 上 列 概念 可 立即 推广 到 值 是 C" 中 复 向 量 的 映射 情形 (第 一 章 , 1.6); 如 果 f,g 
是 在 忆 中 确定 的 两 个 这 样 的 映射 , 这 时 令 


(1.4.1) d(f,9) = sup|lf(z) — g(z)l|, 
rEE 


那么 (1.3) 中 的 定义 可 不 加 改变 转 写 出 来 


2. 一 致 收敛 与 简单 收敛 


(2.1) 设 {gn} 是 在 集 己 中 确定 的 复 值 函数 序列 , 并 且 了 是 EE 中 确定 的 一 个 复 值 函 
数 . 如 果 我 们 有 


(2.1.1) lim d(f,gn) =0, 


就 说 序列 {gn} 在 已 中 一 致 收 化 于 函数 下. 

设 有 确定 在 E 中 的 复 值 函数 项 {fun} 的 级 数 . 如 果 这 级 数 的 部 分 和 sn = wi 十 
tz 十 … 十 Un 的 序列 在 也 中 一 致 收敛 于 一 个 函数 s, 就 说 这 级 数 在 EE 中 一 致 收敛 于 
si 3 叫做 这 一 函数 项 级 数 的 和 . 
(2.2) 已 给 在 下 中 确定 的 复 值 函 数 的 两 个 集 大 9, 要 使 下 中 的 函数 可 由 9 中 的 函数 
在 已 中 一 臻 通 近 , 必须 而 且 只 须 对 于 任何 J EF, 存在 着 9 中 辑 教 的 一 个 序列 {gn} 
在 巨 中 一 致 收 效 于 三 

事实 上 , 如 果 存 在 着 一 个 这 样 的 序列 , 由 定义 , 我 们 有 关系 式 (2.1.1), 因此 对 于 任 
何 = > 0, 存在 着 一 个 整数 no, 使 得 对 于 n > no, 我 们 有 d(f,gn) < ,这 就 证 明了 天 中 
的 函数 可 由 9 中 的 函数 在 E 中 一 致 逼近 . 反 过 来 , 如 果 情 况 是 这 样 , 可 以 相继 确定 9 
中 的 函数 g1,92,… ;9n,…; 使 得 d(f,g1) < 1,d(f,92) < 172 jgn) < 1/n,.…. 
因此 由 定义 , 我 们 有 ,ln d(f,gn) =0, 换 句 话说 , 序列 {on} 在 E 中 一 致 收敛 于 了 . 
(2.3) 我 们 说 在 已 中 确定 的 复 值 函 数 的 一 个 序列 {gn} 在 已 中 简单 收 仇 于 一 个 函数 
下 如 果 对 于 任何 re EE, 复数 序列 {gn(z)} 以 数 f(z) 作为 极限 . 

小 心 区 分 简单 收 敏 概念 与 一 致 收效 概念 是 必要 的 . 如 果 序列 {gn} 在 巨 中 一 至 
收敛 于 f, 那么 它 也 简单 收敛 于 f: 事实 上 , 对 于 任何 re E, 由 定义 (1.2), 我 们 有 
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If(z) 一 gn(z)| < d(f,9n); 并 且 由 关系 式 (2.1.1) 更 加 可 导出 ir |f(z) 一 gn(z)| = 0. 
可 是 容易 给 出 简单 收敛 于 0、 但 不 一 致 收效 于 0 的 序列 {9,} 作为 例子 . 在 已 = [0, 1] 
中 确定 分 段 线性 平移 函数 (图 13) 如 下 : 


gn(z) = 2n7 对 于 0<z< 1/2n, 
(2.3.1) gn(7) =2—-2nz 对 于 1/2n <z < 1/n, 
gn(7)=0 对 于 1/n<z<1. 


对 于 任何 ze E, 我 们 有 lim gn(z) = 0; 对 于 z=0， S 
这 是 明显 的 , 因为 对 于 任何 n,gn(0) = 0; 对 于 z> 1 
0, 存在 着 一 个 整数 no (与 x 有 关 ), 使 得 1/no < 
z， 而 对 于 n > no, 我 们 有 1/n < zx, 于 是 由 定义 了 Ht 
gn(z) = 0. 然而 序列 {gn} 不 一 致 收敛 于 0, 因为 我 
们 有 gn(1/2n) = 1, 从 而 对 于 任何 mw d(0,gn) = 二 1: ol 
从 图 形 上 明显 可 见 , gn 的 图 形 绝 不 可 能 包含 在 中 线 
是 半 宽 度 是 1/2 的 一 个 “ 带 形 ” 内 , 而 函数 0 的 图 -一 
形 也 在 这 带 形 内 (图 13). 

如 果 我 们 一 般 地 分 析 两 种 收敛 方式 的 关系 , 可 和 
见 如 果 序 列 {ga} 简单 收敛 于 f, 那么 对 于 已 给 的 s > 0, 并 且 对 于 每 个 ze E, 有 一 
整数 no, 使 得 对 于 任何 n > no， 


|f(z) — gn(2)| < e， 


可 是 这 一 整数 no 不 仅 依赖 于 =, 而 且 一 般 也 依赖 于 z (如 我 们 在 上 面 例子 中 看 到 的 ); 
相反 地 , 如 果 序 列 {gn} 一 致 收 化 于 f, 一 旦 给 出 s > 0, 可 确定 依赖 于 <、 但 不 依赖 
于 z 的 no, 使 得 对 于 nm > mo, 并且 对 于 任何 zxEE, |f(z) 一 (zj| < 
(2.4) 在 要 证 明 一 个 函数 序列 {9n} 在 一 个 集 卫 上 的 一 致 收敛 性 时 , 最 方便 而 且 往往 有 
效 的 方法 是 : 首先 “把 序列 变换 成 级 数 ”( 第 一 章 , 2.6) 并 考虑 函数 项 是 un = gn 一 gn-1 
(约定 取 go = 0) 的 级 数 ; 既然 gw 是 一 般 项 是 ww 的 级 数 的 第 nn 个 部 分 和 , 说 序列 
{gn} 在 了 中 一 致 收敛 于 / 或 者 说 一 般 项 是 un 的 级 数 在 也 中 一 致 收敛, 并 且 有 和 
f, 完全 是 一 回 事 . 然而 对 于 复 值 函 数 项 级 数 , 有 一 致 收敛 性 的 一 个 充分 性 判别 法 , 把 
这 问题 化 成 求 上 界 的 问题 : 
(2.5) 设 有 含 正 项 {Gm} 的 一 个 级 数 收敛 ,还 设 对 于 任何 整数 n, 我 们 有 suplun(z)| < 
an 〈 即 对 任何 z € EE， 
|an(zjl < an). 

那么 一 般 项 是 un 的 级 数 在 忆 中 一 致 收 合 . 

事实 上 , 对 于 每 个 z e 也 , 我们 有 : 对 于 任何 n, jun(z)| < an, 因此 由 比较 原理 
(第 一 章 , 2.2) 复数 (wun(z)) 的 级 数 绝对 收 黎 , 从 而 收敛 ; 设 s(z) 是 它 的 和 . 这 样 就 在 
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了 中 确定 了 一 个 复数 值 函 数 s; 现 证 明 级 数 》 un 一 致 收敛 于 s. 事实 上 , 对 于 给 定 
的 n, 可 写 出 


s(z) 一 (ua(zZ) 上 十.… 十 Un(Z)) 一 an+i(Z) + + Untp(T) + 
并 且 既 然 上 式 右 边 的 级 数 绝对 收敛 , 由 第 一 章 , 2.3.1 及 第 一 章 , 2.2.1, 我 们 有 


(2.5.1) |s(z) 一 (ui(z) 十 … 十 Un(z))| < |un+i(Z)| 十 … 十 |un+p(Z)| 十 … 


和 an+1 十 … 十 anHp 十 -…- 


而 由 假设 , 数值 级 数 {an} 收敛 ; 这 就 是 说 , 对 于 给 定 的 s > 0, 存在 着 只 依赖 于 < 的 
no, 使 得 对 于 任何 nz no, 我 们 有 |an+i 十 … 十 an+p 十 …| 和 <. 因此 由 (2.5.1) 导出 : 
对 于 任何 n> no 及 任何 2 EE， 我 们 也 有 


ls(z) — (ui(z) + + un(T)| < 6; 


由 于 no 不 依赖 于 z, 于 是 证 明了 级 数 一 致 收敛 . 

我 们 说 满足 (2.5) 中 假设 的 函数 项 级 数 》_ wun 是 正规 收敛 的 ; 要 注意 级 数 》 ,un 
可 能 是 一 致 收敛 的 , 而 不 是 正规 收敛 的 (参看 习题 1). 
(2.6) 设 {hn} 是 在 集 E 中 确定 的 复 值 函 数 的 序列 , 而 且 所 有 这 些 函数 都 在 复 平面 C 
中 一 个 有 界 闭 子 集 F 中 取 值 ; 还 设 f 是 下 中 的 一 个 连续 复 值 函数 . 那么 如 果 在 也 
中 序列 {hn} 一 致 收敛 于 一 个 函数 g, 复合 函数 序列 {fo hn} 就 在 EE 中 一 致 收敛 于 
fog. 事实 上 , 我 们 有 g(E) CF: 另 一 方面 ,我们 承认 了 的 一 个 定理 ( 预 篇 , 5.6): 对 于 
任何 = > 0, 存在 着 一 数 5 > 0, 使 得 如 果 z, z' 是 满足 |z 一 z| < 5 的 下 中 两 数 , 就 有 
|f(z) 一 f(z) < a. 可 是 由 假设 , 存在 着 不 依赖 于 5 的 一 数 no, 使 得 对 于 n> no 及 
任何 z € 忆 , 我 们 有 |g(z) 一 hn(z)| < 5. 因此 对 于 任何 z € E 及 任何 n> no, 我们 有 
|f(g(z)) 一 了 (han(z))| < a, 上 述 论断 得 证 . 
(2.7) 请 读者 把 以 上 确定 的 概念 推广 到 取 复 向 量 值 的 映射 (1.4). 


3. 一 致 收敛 序列 的 性 质 


一 致 收敛 概念 的 重要 性 在 于 : 对 于 一 致 收敛 序列 , 我 们 有 很 便于 使 用 的 一 般 结 
果 , 而 对 于 简单 收敛 序列 , 这 些 结果 不 是 必然 成 立 的 . 
(3.1) 设 {gn} 是 在 集 EE c Rr 中 确定 并 连续 的 复 值 函数 序列 , 并 且 它 在 卫 中 一 致 收 
敛 于 丽 数 f. 那么 f 在 马 中 连续 . 

更 简短 地 说 , 连续 函数 的 一 致 极限 是 连续 的 . 

“ 设 a= (a1,… ,ap) 是 已 中 一 点 . 要 证 明 f 在 点 a 连续 , 由 定义 , 必须 证 明 : 

无 论 给 定 什么 数 = > 0, 有 与 = 有 关 的 一 数 5 > 0, 使 得 对 于 满足 lz -all < 5 的 

任何 点 > E 也 我 们 有 


(3.1.1) lf(z)— f(a)| < a- 
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一 致 收敛 的 假设 表明 , 存在 着 只 与 = 有 关 的 一 个 整数 no, 使 得 对 于 任何 n> no 
以 及 任何 w € EE, 我 们 有 


(3.1.2) |f(2) — gn(w)| < 3: 
这 样 固定 了 no 后 , 应 用 函数 gn。 在 点 a 连续 这 一 事实 ; 于 是 有 与 < 无 关 的 一 数 
6 > 0, 使 得 对 于 ze EB 及 ||z 一 all < 6, 我 们 有 
(3.1.3) lgno(®) — gno(o)| < 5 
把 (3.1.2) 应 用 到 n = no 情形 ; 对 于 任何 z € E, 我 们 有 
《3.1 人 lf(e) -ga(z)ls 3 
并 且 特 别 对 于 z = a， 
(8.1.5) If(@) — gmolo)| < 5 

可 是 我 们 可 以 写 出 

f(z) — fla) = (f(2) — go(z)) + (gno(£) — gno(@)) + (gnola) — f(a)). 

于 是 由 上 式 以 及 (3.1.3), (3.1.4) 与 (3.1.5) 可 导出 : 对 于 
满足 lz - all < 6 的 任何 = € E, 我 们 有 不 等 式 (3.1.1). 
证 完 . 
(3.2) 当 不 假设 序列 {gn} 一 致 收敛 于 f, 而 只 是 简单 收 
敛 于 f 时 , 可 能 gn 是 连续 的 , 而 f 不 连续 , 下列 例子 就 
表明 了 这 一 点 : 设 孔 = [0,1],gn(7) = z"; 对 于 0<z< 
1, 我 们 有 lim_z” = 0, 而 对 于 z = 1, lm z"=1( 图 
14). 

然而 要 注意 : 连续 函数 序列 {9,} 的 一 致 收敛 性 不 


是 使 极限 f 连续 的 必要 条 件 . 这 正 是 例 (2.3.1) 所 表明 图 14 
的 . 


由 (3.1) 立即 导出 下 列 推论 : 
(3.3) 设 坝 十 Uz 十 … 十 Un 十 '… 是 已 中 的 连续 函数 项 级 数 ,并 且 它 在 书 中 一 致 收敛 . 
那么 这 级 数 的 和 在 忆 中 连续 . 

事实 上 , 这 级 数 的 每 个 部 分 和 是 有 限 个 连续 函数 的 和 , 从 而 是 连续 的 . 
(3.4) 设 I= lo, 引 是 及 中 的 有 界 闭 区 间 , 并 设 {9n} 是 书 中 分 彼 连 续 的 复 值 函数 序 
列 , 而 且 它 一 致 收敛 于 分 段 连 续 函 数 f. 那么 我 们 有 


(4D) 加 ou= {sO 
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问题 是 要 证 明 : 给 定 一 数 。 > 0, 存在 着 只 与 = 有 关 的 整数 no, 使 得 对 于 m > no， 
我 们 有 


<E. 


(3.4.2) | yh f(D)at — [ gl)dt 


应 用 中 值 定理 (第 一 章 , 3.3.1)， 


| 人 "pat — / "at 


由 一 致 收敛 性 的 假设 , 存在 着 只 与 = 有关 的 一 个 整数 no, 使 得 对 于 n > no 及 任何 
tel, 


b 
< { WO -gia 


(3.4.3) |f(t) — gn(t)| < e/(b— a). 

于 是 由 中 值 定理 (第 一 章 , 3.2.4), 对 于 任何 n > no, 我 们 就 有 不 等 式 (3.4.2). 证 完 . 
我 们 可 观察 到 如 果 令 F(z) = 人 = 人 “g(t)jat,， 上 列 证 明 也 证 明 

了 : 对 于 n> no 及 任何 z El 我 们 有 


(3.4.4) IF(z) — Gn(z)| 和 <. 
换 句 话说 , 在 点 a 是 零 的 原 函 数 Gn(z) = wo 的 序列 一 致 收效 于 在 点 4 是 零 


的 原 函 数 F(z ;= f(t)dt. 


由 (3.4) 还 可 得 下 列 推论 : 
(3.5) 设 由 十 好 十 … 士 如 十 … 是 在 I 中 分 段 连续 函数 项 的 级 数 , 它 在 工 中 一 致 收 
效 , 并 且 它 的 和 是 分 段 连续 的 . 那么 我 们 有 


,本 5 f a td +t) + 


b b b 
=/ wou+ 人 aoa+ 二 人 Un(t)dt +:.. 


(“一致 收敛 级 数 的 逐 项 积分 "). 
注释 (3.6.1) 如 果 只 设 序列 {gn} 简单 收敛 于 连续 函数 f, (3.4) 中 的 结论 可 能 不 成 立 . 
例如 设 {gn} 是 (2.3.1) 中 确定 的 序列 , 并 且 令 hn(z) = mgn(z); 立即 看 出 对 于 任何 


1 
zx El = [0,1], 还 是 有 lm hn(z) = 0, 然而 对 任何 整数 只 我 人 有 人 加 (bat = 了 如 


1 
果 用 ni 代替 h, 对 于 任何 z el 还 是 有 lim nhn(z) =0, 可 是 lim / 二 由 二 
上 
十 ce， 
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(3.6.2) 然而 要 使 (3.4.1) 成 立 ， 序列 {gn} 一 致 收敛 于 7 不 是 必要 条 件 ; 这 还 是 例 
(2.3.1) 可 表明 的 . 在 这 例 中 ， 信 gn(t)at = 1/2n 恰好 趋 近 于 0. 

(3.6.3) 在 (3.4) 中 , 当 把 有 界 区 间 I 换 成 无 界 区 间 时 , 甚至 当 每 个 函数 g, 在 一 个 有 
界 区 间 (与 mn 有 关 ) 外 是 零 , 并 且 序列 {gn} 一 致 收敛 于 0 时 , (3.4) 中 结论 不 成 立 . 
我 们 有 这 一 事实 的 例子 : 在 区 间 [mn2?,(” + 1)3 之 外 , 取 gn(z) = 0; 在 这 区 间 中 , 取 


gn(#) = 二 由 于 dl0,gn) =1/m 序列 {go} 在 [0,+oc[ 中 一 致 收 全 于 0, 但 是 我 们 有 


2n+1 


+o% Co pe 、 
[dat r=, 


n 


它 趋 近 于 2. 
(3.6.4) 在 (3.4.4) 中 已 经 看 到 : 对 于 在 工 中 确定 并 且 分 段 连续 的 函数 序列 , 它 的 一 
致 收 僵 性 可 以 说 “ 传 到 了 ”这 些 函 数 在 a 点 是 零 的 原 函 数 ， 不 要 以 为 导数 也 有 类 
似 的 性 质 . 这 再 -一 次 说 明了 这 一 原理 : 人 (第 一 章 ， 
3.7). 例如 在 1 = [0,m] 中 , 函数 on(z) = Bsinnr 的 序列 一 致 收敛 于 0, 但 是 我 们 有 
(ZT) = cosnz, 因此 对 任何 n 之 Lao, go 志和 
(3.7) 我 们 可 用 较 弱 假设 得 到 (3.4) 中 的 结论 . 事实 上 , 一 方面 设 序列 {gn} 在 I 中 一 至 有 芥 ， 
换 句 话说 , 存在 着 一 数 M > 0, 使 得 对 于 任何 tE1 及 任何 n, |gn(t)| < M. 另 一 方面 设 在 I 
中 有 有 限 个 点 
a=a0 <ai<a < <am=b, 
使 得 在 不 含 ak 中 任何 点 的 任何 有 界 闭 区 间 [a, 8] 中 gn 的 限制 的 序列 一 致 收 全 于 /的 限制 . 
那么 我 们 仍然 有 关系 式 (3.4.1). 事实 上 , 取 任 何 > 0, 使 得 对 于 1 < kn2e < ak 一 ah- 
设 正 数 5 < e/2m, 并 且 用 点 ao 十 5 ai 一 5a1 十 机 a2 一 而 … ,am 一 6 分 划 区 间 工 对 于 任 
何 n, 在 下 列 每 个 区 间 中 : 


lao,a0+0), [a —6aitd), 7 [am— Bam), 


函数 1/ 一 gn| 的 积分 的 和 至 多 等 于 2(M + NN)m5 < (M 十 NN)e, 这 里 N = sup 1(D 这 结果 
是 由 中 值 定理 得 到 的 , 另 一 方面 , 存在 着 一 个 整数 no, 使 得 在 余下 的 区 间 [ao 十 6,ai 一 9], [十 
六 aa 一 一， ,[am-1 十 6,am 一 相 的 每 一 个 中 ,对 于 n> no, 我 们 有 |7(O) 一 gm(b| 和 e/(b—a). 
由 此 得 不 等 式 " 

下 |f(t) — gn (t)ldt < (M + N+ 1)e, 
结论 得 证 . 
(3.8) 定理 (3.1) 及 (3.4) 可 解释 为 在 含 两 个 整数 指标 的 算式 中 , 作 极限 换 序 ， 现在 取 中 区 间 
中 确定 的 函数 三 在 一 点 a eI 连续 , 事实 上 是 表明 : 对 于 趋 近 于 0 的 任何 实数 序列 {rm}， 
我 人 有 ,lim J(e+ rm) = f(a). 因此 (3.) 中 的 结果 可 解释 为 我 们 有 


(3.8.1) slim, (lim gn(a +7m)) = lim (lim, gn(a+ rm)). 
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同样 , 对 于 I = [a 中 的 分 段 连续 函数 f, 把 “ 黎 曼 和 ”, 即 了 的 值 的 算术 平均 , 记 作 


sm(f), 
sm(f)= 二 (rat ) + (e+ 2) 59 


人 5 ) +t). 


当 mn 艳 向 于 too 时 ,ant 有 以 积分 人 ”J(t)dt 作为 极限 . (3.4) 中 的 结果 也 可 用 作 极 限 换 序 


来 解释 : 


(3.8.2) sim (lim, sm(gn)) = ,lim (lim, Sm(gn)). 


最 后 , 我 们 注意 到 第 四 章 , 第 2 及 4 节 中 的 结果 也 可 用 “极限 换 序 " 来 解释 . 事实 上 , 如 
果 我 们 用 go(z) 及 ho{z) 表示 函数 9 及 玉 在 z= 0 的 邻 域 中 的 渐 近 展开 式 (第 四 章 , 2.2.2)， 


第 四 章 2.3 中 的 结果 可 表述 为 : 我 们 有 


1jm 1/n 

大 g(z)ewnedz / g(x)e dr 

(383) lim, | 各 一 | = Jin, | im, OO 
ws Ns | a 


pe go(z)eN or ge 人 Gejewhatadz 
o 
这 是 根据 第 三 章 , 10.2, 我 们 有 : 对 于 每 个 n， 


办 g(z)e (ar 

fn 

Ne 
[sear 


并 且 对 于 每 个 Ni 本 
gf(zjev ear 
lim 一 时 一 一 一 一 = 上 1 


下 和光 
go(T)ev dr 


6 
(3.9) 本 节 中 所 有 结果 可 立即 推广 到 在 C" 空间 中 取 的 映射. 


4. 正规 化 


(4.1) 在 历史 上 无 穷 小 计算 诞生 初期 已 研究 过 的 单 实 变 函 数 的 正规 化 , 也 是 现在 在 应 
用 中 最 常 遇 到 的 . 这 种 正规 化 是 很 “正规 的 ”, 是 用 无 穷 可 导 函 数 进行 的 (甚至 于 用 
解析 函数 ; 解析 函数 概念 将 在 第 六 章 中 确定 并 进行 研究 ). 相反 地 , 当 我 们 要 研究 最 一 
般 的 连续 函数 时 , 会 看 到 它们 可 能 有 很 惊人 的 性 质 , 例如 可 能 在 任何 点 都 没有 导数 
(这 就 导致 不 可 能 作出 图 形 ). 我 们 将 要 看 到 , 幸而 任何 连续 函数 在 一 个 有 界 区 间 中 可 


以 用 无 穷 可 导 函 数 一 致 各 近 , 这 样 往往 就 使 理论 研究 和 实用 都 大 为 方便 了 . 
(4.2) 我 们 想法 的 出 发 点 是 : 在 每 点 取 一 包含 它 的 小 区 间 , 用 这 区 间 中 函数 值 的 " 


均值 ” 来 代替 在 这 点 的 函数 值 . 确切 地 说 , 设 f 是 在 整个 及 中 确定 的 分 段 连续 复 值 
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函数 . 对 于 任何 re 及 及 任何 h > 0, 作为 定义 , f 在 区 间 [z 一 hz 二 有 冲 中 的 平均 值 
是 积分 


(4.2.1) ho= 赤 人 


(应 用 黎 曼 和 , 可 用 函数 在 区 间 [z 一心 z 十 器 中 有 规范 分 布 各 点 处 的 值 的 算术 平均 
来 盟 近 这 积分 ). 当 函 数 f 在 点 z 连续 时 , 我 们 有 Jim 所 (z) = f(z); 事实 上 ， 对 于 任 


何 。 > 0 由 假设 , 存在 着 5 > 0, 使 得 对 于 z -5<t<z+56, |f(t) 一 f(z)| se 并且 
根据 中 值 定理 , 由 此 导出 : 只 要 h < 5 


T+h 
| GO- 和 


二 | 


Ah 
f(t)dt 


< 2eh, 


换 句 话说 ， 
Ifa(z) — f(z)) < &, 
由 此 得 上 述 论断 . 
因此 对 于 每 个 固定 的 并 且 “ 充 分 小 的 ” h, 自然 把 函数 z 一 f(z) 看 作 f 的 一 个 
“ 通 近 ”. 这 种 逼近 的 好 处 是 : 即使 /只 是 分 段 连续 , 函数 fi 本身 在 及 中 总 是 连续 的 
(习题 6). 现 只 以 对 于 = < 0 等 于 0, 对 于 z > 0 等 于 1 的 函数 (“ 赫 维 赛 德 函 数 ") 证 
明 这 一 结果 . 我 们 可 立即 得 到 : 对 于 z < -h, 到 (z) = 0 对 于 zz> hfh(z) ==1; 对 于 


—hgzr<h,frlz)= 2 (图 15). 当 函 数 f 有 不 连续 点 时 , 根据 (3.1), 我 们 不 可 能 


用 岂 作为 f 的 一 个 一 臻 通过 . 但 是 在 任何 情形 下 , 可 作 序列 { 户 /nj}, 使 得 {iyn(z)} 
在 f 的 所 有 连续 点 有 极限 f(z); 而 且 这 序列 是 由 比 原 有 函数 “更 正规 的 ”连续 函数 
构成 的 . 

(4.3) 我 们 可 以 把 公式 (4.2.1) 用 略为 不 同 的 形式 写 出 . 引进 分 段 连续 函数 (图 16) 


1 DEAD 


0 对 于 rz< jh 或 z > 六 
Wy 各 国王 二 对 于 -h<z<h 
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对 于 任何 ze 及 , 我 们 有 ph(z) > 0, 并 且 (参看 第 三 章 , 9.7) 
Pa 
(4.3.2) 人 
于 是 还 可 把 公式 (4.2.1) 写成 下 列 形式 
十 co 
(1.3.3) mls)= /fone -da 
被 积 函 数 在 区 间 [z 一 h,z 二 月 处 是 零 , 而 在 这 区 间 中 等 于 f(t)/2h (第 三 章 , 9.7). 
一 般 地 , 对 于 在 及 中 分 段 连续 、 并 且 在 一 个 有 界 区 间 I 二 [-a,a] 以 外 是 零 的 任 
何 函 数 w, 我 们 把 函数 
(4.3.4) rz 站 f(t)p(z = t)dt 


叫做 了 及 yp 的 卷 积 , 记 作 f* 2. 我 们 将 要 看 到 可 以 改进 (4.2) 中 的 方法 , 把 不 连续 
函数 ph 换 成 连续 、 并 且 甚 至 于 无 穷 可 导 的 函数 pn; pn 的 图 形 在 一 定 意义 下 “靠近 ” 
pn 的 图 形 (图 16). 
(4.4) 确切 地 , 考虑 在 及 中 确定 、 并 且 有 下 列 性 质 的 函数 p: 

1° p 在 RR 中 连续 、>0、 并 且 当 z< -a 及 z> a 时 是 零 . 

2° 我 们 有 


(4.4.1) plz)dz = 1. 


俄 们 注意 如 果 p 满足 条 件 1*, 但 不 恒 等 于 零 ,我 们 有 8= (zjdz > 0 (第 
一 章 , 3.2), 因此 把 p 换 成 p/6， 就 满足 “正规 ”条件 2°.) 
对 于 任何 整数 n>1, 令 


(4.4.2) pn(z) = np(nz). 
Jon 
卫 数 pa 仍然 有 性 质 1*, 可 是 在 区 间 [2,2] 以 外 
是 零 (图 17); 我 们 还 有 : 由 变数 代 换 t = mz， 5 
n fe p(nz)dz = Ss plt)dt = 1. 了 TT 
因此 正规 性 条 件 2? 对 于 pn 也 成 立 . 于 是 我 们 图 17 


可 以 看 出 在 f 是 连续 的 任何 点 z, 还 是 有 


(4.4.3) dm (f * pn)(z) = f(z). 
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事实 上 , 由 变数 代 换 4 二 z 一 可 以 写 出 
oo 十 ec 
(444) Gro)®=f fomts -d= /feo 
由 于 正规 条 件 以 及 在 区 间 [3 引 外 , pn(u) = 0, 于 是 可 写 出 
J #0) = 0) = Je = wordu 
‘af/n 
ss 0 一 Te 一 mo 


由 假设 , 对 于 任何 已 给 。 > 0, 存在 着 no, 使 得 对 于 n > no, 我 们 有 : 对 于 lul < 
二 if(z) 一 f(z 一 | < e. 由 于 pn 是 正 的 , 于 是 根据 中 值 定理 及 正规 条 件 , 由 此 可 导 
出 


am 
(4.4.5) 由 UO 


a/n afn 
= 让 -fe Wetdau se Prdu=e. 
—af/n —a/n 


上 述 论断 得 证 . 
(4.5) 我 们 知道 ( 预 篇 , 3.4), 在 及 中 有 界 闭 区 间 工 = [4, 英 中 的 连续 复 值 函 数 也 在 I 
中 一 致 连续 : 这 就 是 说 , 对 于 任何 s > 0, 存在 着 只 与 = 有 关 的 一 数 5 > 0, 使 得 由 II 
业 任 机关 拘 za;zl 所 满足 的 关系 式 lz 一 z| < 5 可 导出 |f(z) - f(z')| < e. 应 用 这 

结果 , 可 以 改进 (4.4) 中 的 结论 : 如 果 函 数 f 在 任何 有 和 界 开 区 间 I =]a,b[ 中 连续 , 那 
么 在 任何 更 小 的 闵 区 间 [a 十 和 ,6 一 (其 中 入 > 0) 中 , 序列 {f * pn} 一 致 收敛 于 了. 
论证 与 上 面 的 相同 , 只 要 注意 到 由 假设 , 可 取 no, 使 得 区 < » 并 且 使 得 对 于 任何 
zela+X6 一 以 及 满足 吕 < 的 任何 w 我 们 有 |f(z) 一 f(z 一世 | < 6; 于 是 只 
要 mn > no, 对 于 任何 ze [a 二 入 5 一 和 ,不 等 式 (4.4.5) 成 立 . 

还 要 注意 ; 如 果 函 数 f 在 一 个 有 界 闭 区 间 J = [c,d] 外 是 零 , 那么 对 于 任何 更 大 

的 区 间 [ec 一 和 ,d 十 因 (其 中 和 > 0), 函数 f* pn 在 这 区 间 外 是 零 , 只 要 兄 是 充分 大 , 并 
且 准 确 地 说 , 只 要 |2| < ,因为 函数 4 一 f(z 一世 pn(w) 只 有 在 -2 <ug ,并且 
cv-wgd 时 才 可 能 闯 0, 而 由 上 两 关系 式 可 导出 


a a 
cc~-— TE&d+i—. 
nL ni 


(4.6) 卷 积 f * pn 的 好 处 是 :对 于 任何 连续 函数 f, 这 些 卷 积 可 以 说 是 “接受 了 ”函数 
p 的 “正则 ” 性质. 准确 说 , 如 果 连续 (不 一 定 可 导 ), 并 且 如 果 p 是 大 次 连续 可 导 ， 
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那么 * pa 是 上 次 连续 可 导 (即使 只 设 是 分 段 连续 的 , 这 一 结论 仍然 正确 . 参看 
习题 7), 事实 上 , 对 于 及 中 任何 有 界 区 间 je,d| 及 任何 整数 n, 可 以 写 出 , 当 z elc dl 
时 ， 


十 ar 
(Ff # pn)(z) = A Flt)pn(z —t)adt; 


对 于 区 间 [ec - a,d + al 以 外 的 t, 被 积 函数 是 零 ， 既 然 两 个 变数 的 函数 (t,73) 一 
f(t)jpn(z 一 t) 及 它 关 于 x 的 h(< 月 阶 导数 dtz) 一 FJ(Dpto(z- 在 jc-ayd+alxjc 古 
中 是 连续 的 , 于 是 关于 含 一 个 参 变数 的 积分 的 导数 存在 及 计算 导数 的 莱 布 尼 芯 法 则 
( 预 篇 , 4.6), 就 可 以 应 用 . 这 样 就 可 证 明 上 述 论断 , 并 且 给 出 


+oo 
(4.6.1) Garoowa= One Da, 
上 式 还 可 写成 

(4.6.2) Con) 多 = 天 


(4.7) 以 上 所 讲 用 卷 积 作出 的 “正规 化 ” 法 还 有 一 个 重要 的 性 质 . 事实 上 , 公式 (4.4.4) 
表明 可 使 了 及 mm 起 着 类 似 的 作用 ; 由 此 用 同样 的 论证 可 以 断定 , 如 果 函 数 本身 
在 到 中 大 次 连续 可 导 , 那么 对 于 疡 入 大 我 们 也 有 


(4.7.1) (Cf #pa)® = 0 # pn, 


并 且 由 (4.5) 中 已 证 明 的 结果 , 可 以 证 明 : 当 n 趋向 于 +eo 时 , 那么 在 RR 中 任何 有 
界 区 间 中 , 不 仅 正规 化 了 的 f* pn 所 成 序列 一 致 收 分 于 f, 而 且 对 于 每 个 h<k, 及 阶 
导数 (f* pm)t) 的 序列 也 一 致 收效 于 7 
(4.8) 剩 下 还 要 给 出 具有 (4.4) 中 性 质 并 且 充 分 “正规 的 ”函数 p 的 实例 ， 当 我 们 只 
要 函数 p 直到 某 一 上 阶 连续 可 导 时 , 这 是 容易 做 到 的 : 只 须 取 
plz) = (a? 一 z2?)k+l 对 于 -ea 和 zs 和 wm 

plz)=0 对 于 lz| > wa. 


要 给 出 在 RR 中 满足 (4.4) 中 条 件 1 并 且 无 穷 可 导 函 数 p 的 实例 , 就 略为 难 一 

点 . 要 得 到 这 样 的 函数 , 我 们 从 下 面 确定 的 函数 9 出 发: 
g(z)=e-V”” 对 于 z>0，, 

a ti =0 对 于 zs<0. 
立即 可 见 这 函数 连续 , 并 且 对 于 2 关 0 无 穷 可 导 . 我 们 将 要 看 到 在 = = 0 的 一 个 邻 域 
内 , 它 也 是 无 穷 可 导 的 , 从 而 到 处 是 无 穷 可 导 的 . 为 此 只 须 对 h 递 推 证 明 : 对 xz 0 
确定 的 go(z)/s 随 着 = 趋 近 于 0. 由 于 在 0 的 邻 域 中 , 对 于 任何 短 函 数 z*,e-/* 
是 可 忽略 的 , 于 是 为 了 证 明 上 述 结果 , 只 须 递 推 证 明 : 对 于 = > 0 及 h>1, 我 人 有 


(4.8.1) 


(4.8.3) gu(z) = 党 CA 


5。 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 :121 


其 中 Ph(z) 是 一 多 项 式 . 而 对 这 公式 求 导数 , 就 得 到 


Pi(7) 3hPn(z) 2Ph(z) 2 
(h+1) (7 一 3 Ea 和 h| —1/z: 
es ( ZK Tht 十 Tah+3 EE a 


_ Pari(7) _iyzs 
二 


其 中 Ph+i(z) 是 - -多 项 式 , 由 此 就 证 明了 上 述 论断 . 于 是 函数 


(4.8.4) pfz) = g(r + 0)g(0o — 7) 
满足 (4.4) 中 条 件 1°, 在 及 中 无 穷 可 导 , 并 且 对 于 -a < z < a, 大 于 0; 将 它 乘 以 一 
个 常数 , 就 可 使 所 得 结果 满足 正规 条 件 (4.4.1). 

5. 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 


(5.1) 把 第 4 节 中 所 述 卷 积 法 作 略 为 不 同 的 应 用 , 可 以 证 明 重要 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 
定理 : 
(5.2) 在 有 界 闭 区 间 [a, 贡 中 的 任何 连续 复 值 函 数 可 在 [a, 罩 中 被 多 项 式 一 致 台 近 ， 


首先 注意 可 以 假设 f(a) = f(b) = 0, 然后 在 fa, 以 外 , 取 f(z) = 0, 把 f 开拓 到 
整个 及 中 . 事实 上 , 如 果 条 件 f(a) = f(b) = 0 不 成 立 , 就 考虑 一 个 更 大 的 区 间 [c,dj, 即 
取 c < a,b < d, 并 且 用 在 点 c 取 值 0、 在 点 a 取 值 f(a) (及 在 点 5b 取 值 f(5)、 在 点 d 


取 值 0) 的 平移 线性 函数 把 f 开拓 到 [c, a] (及 [6, 可 )， 用 平移 线性 的 变数 代 换 , 还 可 以 设 


1 1 
4= -Fb= 7 


对 于 任何 整数 n> 1, 令 


(5.2.1) | me 对 于 -1<z<1 


gn(z)=0 对 于 |z| > 1. 


十 oo 1 
a 小 gn(t)dt = Va 并 且 令 如 = oilgn; 于 是 我 们 有 : 在 ] 一 1,1| 中， 


一 oo 


hn > 0; 在 这 区 间 以 外 , hn(z) = 0. hn 在 民 中 连续 , 并 且 满足 正规 条 件 
(5.2.2) [ma 3 
此 外 , 由 于 对 于 -1< 工 < 1,1 一 zx? > 1 一 |zl, 我 们 有 
1 
(5.2.3) an> zf[ (1-t)"dt = 2/(n+1). 
o 
由 此 导出 下 列 性 质 : 


(5.2.4) 对 于 满足 0 < 6 < 1 的 任何 数 56, 当 n 趋向 于 十 oo 时 , 函数 hn 在 两 区 间 [一 1, 一 个 
及 人 了] 的 每 一 个 中 一 致 趋 近 于 0. 
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事实 上 , 由 于 hn 是 偶 函 数 , 只 须 考虑 区 间 [5,1], 而 由 (5.2.3), 在 这 区 间 中 , 我 们 有 


0 < hn(z) < (n+1)(1— 62)". 


上 述 结论 得 证 . 
然后 考虑 对 任何 re RR 确定 的 函数 
Pe 
(5.2.5) (fx hn)(z) = az / flt)gn(z — t)dt 


日 
= oz 人 fgn(z ~ tdt. 
局 记 yone 


上 列 后 … 等 式 是 由 于 /在 区 间 [3 以 外 是 零 . 当 z 属于 区 间 [让 时 , 由 于 


-lgz-t<g1, 


我 人 有 gn(z 一 昌 一 0 一 (2 一 坊 )"; 展开 gn(z 一 归并 且 代 和 (52 可见 在 |- 当当 | 中 ， 
通 数 有 * hn 与 次 数 < 2n 的 一 个 多 项 式 重合 . 

另 一 方面 要 证 明 当 n 趋向 于 +oc 时 , f * hn 在 任何 有 界 区 间 [一 a,a] 中 一 致 收效 于 了 . 
如 同 在 (4.4) 中 , 我 们 有 
(5.2.6) 1 Gr) = G0 -fe -hn 


给 出 一 数 = > 0; 由 预 篇 , 3.4, 存在 着 与 = 有 关 的 一 数 5el]0, 1[, 使 得 对 于 区 间 [a 一 1， 
a 十 1] 中 满足 lz 一 z'| < 6 的 任意 两 点 z,z', 我 们 有 |f(z) 一 f(z)'| < <. 数 5 这 样 确定 后 ， 
把 (5.2.6) 的 右边 写成 下 列 形式 : 
时 5 
万 va-7e-Dmnba+ 太 0a-Ae -Di 
4 +oo 
十 / (f(z) — f(z — t))hn(t)adt. 


由 于 hn 是 正 的 , 并 且 满足 正规 条 件 (5.2.2), 由 中 值 定理 可 得 : 对 于 满足 ~a < rz < a 的 任 
何 z， 


6 
(52.7) | /am-ye- De < 尼 ,fe) = le Onl 
6 
<ef mat<e. 
一 6 


另 一 方面 , 函数 / 在 RR 中 有 界 , 设 |f(z)| < A; 于 是 由 中 值 定理 以 及 hn 在 [一 1 1] 以 外 是 
零 , 就 得 到 


上 too 
(5.2.8) | 广 Ga fe) | ‘ 24f Ad=24 人 hn lt)dt. 


附录 ” 伯 思 斯 坦 多 项 式 :123 ， 


但 是 由 (5.2.4), 存在 着 一 个 no (与 5 有 关 , 从 而 与 = 有 关 ), 使 得 对 于 n > no, 我 们 有 : 对 于 
满足 5 和 t< 1 的 任何 hn(t) < ce/2A. 于 是 由 中 值 定理 , 对 于 n> no, 就 有 


后 区 


(5.2.9) | / Ga) — fz -ha (Dd 


同样 证 明 (hn 是 个 函数 ) 对 于 n> no 及 任何 xE [wo 
|/ U9 -Je-DinGd se 
由 此 断定 对 于 元 宛 no 及 任何 ze [aah, 我 们 有 
(2) = Cf # hn)(o)l < 3. 


定理 得 证 ， 
我 们 注意 到 当 函 数 f 在 民 中 直到 大 阶 可 导 , 并 且 在 一 个 有 界 区 间 以 外 是 零 时 ， 


公式 (4.7.1) 及 上 面 的 推理 可 以 证 明 : 直到 k 阶 的 导数 (f* ha) 在 [-a,a] 中 一 至 
趋 近 于 Jo， 


(5.3 


) (5.2) 中 所 讲 的 逼近 法 不 很 实用 , 并 且 不 能 给 出 差距 d(f,f * ji) 的 合适 的 上 界 ; 


关于 一 种 较 好 的 方法 (可 是 适用 范围 较 小 ), 参看 附录 . 有 益 的 是 要 记 住 最 “自然 的 ” 
通 近 法 , 即 插值 法 , 不 一 定 能 用 来 立即 作出 收敛 于 了 的 多 项 式 序列 (“ 龙 格 现象 , 参 
看 第 九 章 , 附录 ). 


附录 ” 伯 恩 斯 坦 多 项 式 


对 于 在 [0, 1] = 工 中 的 连续 函数 f，S. 伯 思 斯坦 作 出 了 用 多 项 式 一 致 遇 近 它 的 明显 的 方 
法 , 这 种 方法 不 需要 无 穷 小 分 析 中 的 任何 运算 . 

我 们 把 n 次 多 项 式 

yA mp 

(a Bn(DO) - 冤 (©) (CD 
叫做 f 的 第 n 个 伯 恩 斯 坦 多 项 式 ， 现 在 要 证 明 如 果 三 在 工 中 连续 , 伯 思 斯 坦 多 项 式 序列 
Bn(f) 在 I 中 一 致 收 全 于 矿 

我 们 从 下 列 恒等式 开始 : 
(2) 1=(1-t+t)"*= (Oo -np 

p=0 品 

从 这 关系 式 导出 : 对 于 工 中 确定 的 任何 有 界 函数 六 由 于 函数 (On 一 4)"-?jP 在 1 中 所 取 
值 > 0, 我 们 有 


(3) [BDO < snp 全 (Oe re) =a(0, 1). 


p=0 
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已 给 = > 0, 我 们 知道 对 于 I 中 连续 的 任何 函数 f, 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 存在 着 一 个 多 
项 式 P, 使 得 d(f,P) < s; 于 是 由 (3) 得 


(4) d(Bn(f), Bn(P))} < d(f,P) < e, 
从 而 
(5) ad(f, Bn(/)) < 2e + d(P, Bn(P)). 


如 果 我 们 证 明了 定理 当 f 是 多 项 式 时 正确 , 那么 它 对 于 1 中 任何 连续 函数 也 正确 ， 因 
此 由 于 线性 , 只 须 当 f(t) = tm 时 证 明 这 定理 ， 事 实 上 , 就 m 递 推 , 我 们 将 可 看 到 : 令 
fm(t) =t", 对 于 n>m. 


(6) Balfm)() =t" + LQmn(t), 


这 里 Qm,n(t) 是 次 数 < mm 的 多 项 式 , 多 项 式 系数 的 绝对 值 以 与 n 无 关 的 一 数 Am 为 上 界 . 
对 于 mm = 0, 公式 (6) 简化 成 (2), 这 时 Qo,n(t) = 0. 设 对 于 整数 m, 这 公式 成 立 , 并 且 
对 t 求 导数 ; 由 定义 (1), 我 们 得 到 , 对 于 n>m+1， 


i We 
(7) -> (9 Ee 国 el 


由 于 (mn -中 人 = 人 一 ) (7) 式 左边 第 一 项 等 于 
2 ( 朱 1) Bi 人 去 5 (后 中 于 = 人 二 六 二 
(7) 式 两 边 乘 以 上 于 是 由 (1), 我 们 得 到 


Brn(fmr)(t) = t+ 一 (4 夺 (于 !)") smi mn 


, 一 1 
+ 起 Qna()+ ( 2) Qnr 


这 样 就 递 推 证 明了 (6), 这 里 
Am+1 < 4sup(m,mAm). 证 完 @. 


习 题 
1) 如 果 gw 是 (3.6.3) 中 所 确定 的 函数 , 证 明 一 般 项 是 gn 的 级 数 一 致 收敛, 但 不 正规 收 
伍 . 


@ 译 者 注 : 本 附录 所 述 关 于 伯 恩 斯 坦 多 项 式 的 定理 , 用 经 典 方法 较 易 证 明 , 从 而 证 明了 魏 尔 斯 特 
拉 斯 逼近 定理 . 这 里 在 承认 后 一 定理 前 提 下 , 证 明 前 一 定理 , 证 明 较 复杂 ; 似 以 采用 经 典 证 法 为 妥 


习 题 :125 ， 


2) 设 {fs} 是 在 有 界 区 间 I = [a,4] 中 连续 并 且 可 导 函 数 的 一 个 序列 ; 假定 存在 着 与 7 
无 关 的 一 数 M > 0, 使 得 对 于 任何 n 及 任何 te 1,| 氛 (t)| < M. 证 明 如 果 序 列 {fn) 在 工 
中 简单 收敛 于 极限 f, 那么 它 在 工 中 一 致 收敛 . (注意 对 于 任何 s > 0, 可 把 工分 成 有 限 个 (个 
数 与 a 有 关 ) 区 间 [a, 81, 使 得 在 分 出 的 每 个 区 间 中 , 对 于 任何 n 及 任何 z € [a 9]， 


lfn(z)— fn(o)| < €.) 


3) 设 {f%} 是 在 开 区 间 I 内 p 次 可 导 的 实 值 函数 序列 ; 设 在 I 中 序列 {fn} 简单 收敛 
于 一 个 p 次 可 导 的 函数 f. 对 于 满足 1 < r < p 的 任何 7, 证 明 对 于 任何 数 5 > 0, 任何 数 
5 > 0, 以 及 任何 点 zo e I 存在 着 一 个 整数 N, 使 得 对 于 每 个 n> N, 存在 着 一 点 zn, 使 得 


lzn — zol <6, 并 有 |f (zn) — f(ro)| < e. 


(首先 用 有 限 增 量 定理 对 > = 1 证 明 这 结果 , 然后 对 + 递 推 进行 证 明 ). 
4) 对 于 任何 整数 n> 0, 设 


Sn = dn0 二 Qni 二 "二 Qnm 二 "… 
是 有 下 列 性 质 的 复数 项 级 数 : 存在 着 各 项 > 0 的 一 个 收敛 的 数 项 级 数 
Ao 二 A 十 -… 十 Am 十 -…， 


使 得 对 于 任何 n, |anm| < Am (这 就 导致 级 数 s， 是 绝对 收敛 的 ), 假定 对 于 任何 m > 0, 序 
列 (anm)n20 有 有 限 极限 am, 证 明 级 数 


s 一 ao 十 al 十 十 am 十 …- 


收敛 , 并 且 我 们 有 s = lim sn， (注意 对 于 任何 = > 0, 存在 着 只 与 a。 有关 的 一 个 整数 mo， 
使 得 
Amotit-**+Am+:"" < 


另 一 方面 , 注意 对 于 任何 m， 
aol + alt 十 lam| < ho 二 AL 十 十 hm 十) 
5) 设 下 是 在 及 中 分 段 连续 、 并 且 > 0 的 实 值 函 数 ， 而 且 使 反常 积分 Ee F(t)dt 收 


敏 . 设 { 太 } 是 & 中 分 段 连续 复 值 函 数 的 一 个 序列 , 并 且 满 足下 列 条 件 : 1" 对 于 任何 n 及 
任何 + 及 ,| 所 (| < FC); 2 对 任何 有 界 区 间 [a, 英 C 民 , 序列 {所} 一 至 收 敏 ， 如 果 
7 = lim f(), 证 明 反常 积分 /Ta)dt 收 丛 ， 并 且 我 们 有 


二 [~ fnlt)}at = ee ft}dt. 


-A 
(注意 对 于 任何 = > 0, 存在 着 与 。 有 关 的 区 间 [一 4, 4], 使 得 / F(t)dt < e, 并 且 
3 F(t)dt < e.) 
上 


126 


第 五 章 一 致 逼近 


6) 证 明 对 于 RR 中 分 段 连续 的 任何 函数 (4.2.1) 中 所 确定 的 “平均 ”fi, 对 于 任何 都 
是 在 及 中 连续 的 (研究 在 的 不 连续 点 处 情况 ). 

7) 设 /是 在 及 中 分 段 连续 的 实 值 函 数 , 并 且 在 一 个 有 界 闭 区 间 [a,6] 以 外 是 零 . 

a) 证 明 对 于 任何 < > 0, 存在 着 在 一 个 有 界 闭 区 间 以 外 是 零 的 连续 函数 g, 使 得 f < g， 
并 且 十 oo 十 oo 

类 gtat < / f(adt +e. 

(研究 在 y 的 不 连续 点 处 情况 , 在 适当 区 间 内 取 9 为 线性 函数 ,) 

b) 用 (4.4) 中 记号 , 证 明 如 果 取 的 p 是 k 次 连续 可 导 , 那么 了 * pn 也 是 上 次 连续 可 导 
(应 用 a) 以 及 pn 的 导数 有 界 这 一 事实 ). 

ec) 证 明 对 于 任何 s > 0, 存在 着 两 个 多 项 式 P, Q, 使 得 在 fo, 中 中 , 我 们 有 

P(z) < f(z) < Q(z), 


并 且 办 “qd 由 炎 “PdDatse 
(应 用 a) 及 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ). 

8) 设 广 是 有 界 闭 区 间 la, 引 中 的 分 段 连续 函数 , 证 明 如 果 对 于 任何 整数 n > 0, 我 们 有 

/ “ra 本 = 
那么 除了 在 /的 不 连续 点 外 ,ftz) = 0. (化 到 了 是 实 值 秒 数 情形 . 应 用 习题 7c), 证 明 对 于 
任何 = > 0, 我 们 有 / fdt < a) 
b 
9) 设 /是 有 界 闭 区 间 [a, 革 中 的 连续 实 值 函数 , 并 且 设 对 于 0 < 大 < ml， 少 Flt)ttat = 


0. 证 明 如 果 / 不 全 等 于 零 ,那么 在 ja,b[ 中 至 少 有 n 一 1 个 点 ， 在 这 些 点 时 取 值 0, 并 且 过 
这 些 点 时 改变 符号. (用 反 证 法 , 设 至 多 有 n 一 1 个 这 样 的 点 c < c2 < … < cr <n 一) 
并 且 考虑 汰 数 
FO = et = a) (tn); 

它 在 [4 要 中 不 改变 符号 ) 

10) 设 f 是 区 间 [0o,+ocl[ 中 的 连续 复 值 丽 数 ， 并且 对 于 实数 K = ko, 积分 J(k) = 
”se7GD 收 伍 我 们 知 这 (第 三 章 习题 29) 106) 对 于 任何 上 > 如 收 俩 证 明 如 

0 


果 存 在 着 a > 0, 使 得 对 于 任何 整数 n> 1,J(ko + na) = 0, 那么 了 恒 等 于 零 . (注意 如 果 
F(a) = 三 if)dt 那么 下 对 于 = > 0 连续 并 且 有 界 ,而 对 于 一 各 = na 我 们 有 
人 


/ et-ko)tp(t)dt = 0 作 适 当 的 变数 代 换 , 并 且 应 用 习题 8.) 


0 
11) 设 / 是 在 区 间 [0, +oo[ 中 的 连续 函数 , 并 且 在 不 含 0 的 一 个 有 界 闭 区 间 外 是 零 . 证 
明 对 于 任何 < > 0, 存在 着 一 个 多 项 式 Q(z), 使 得 我 们 有 


ya-qaerase 


习 是 127 . 


(出 变数 代 换 4 二 e-=, 先 证 明 存 在 着 一 个 多 项 式 P(t), 使 得 我 们 有 
fv -re ess 
0 

然后 应 用 第 四 童 ,习题 18.) 证 明 当 是 在 [0,+ool 中 的 任何 有 界 连续 省 数 时 , 也 有 同样 的 
结论 ， 

12) 由 习题 11 导出 : 对 于 任何 及 中 有 界 连 续 函数 7 任 给 e > 0, 存在 着 一 个 多 项 式 
R(z), 使 得 ee 
[WW -RO a ee 


(分 别 考虑 f 是 奇 函数 的 情形， 以 及 f 是 偶 函 数 、 并 且 在 含 0 的 一 个 开 区 间 中 是 零 的 情 
13) a) 证 明 对 于 任何 z > 0, 我 们 有 
人 [le pe-te-tlogtdt, 
这 里 的 积分 绝对 收敛 . (对 于 任何 n, 考虑 积分 
加 (对 一 a t-te- logtdt, 


并 且 证 明 当 z 在 有 界 闭 区 间 [a, 可 (0 < a < 8) 中 时 , 上 列 积分 一 致 收敛 于 (*) 式 的 右边 ; 然 
后 应 用 (3.4.4).) 
特别 地 , 应 用 关系 式 (1) = 一 Y (第 九 章 ), 我 们 有 


一 7 一 logtdt. 
了 / elogtdt 
b) 由 a) 导出 当 y 沿 着 > 0 的 值 趋 近 于 0 时 的 渐 近 展开 式 
Va et 1 
—dt=log-—7Y+o(l). 
y a y 
由 此 导出 : 对 于 满足 下 列 条 件 的 ]0, +oc[ 中 的 连续 函数 f(t): 对 于 任何 y>0， 积分 人 Cat 
y 


收敛 , 并 且 我 们 有 
A f(b)at = 1o0g 1 + ol1), 
周 y 


7= 太 (0- 守 ) 


上 式 右 边 的 积分 收敛 . 特别 地 , 我 们 有 


to i 
= 下 =). 
, 人 (Fs 3) 


那么 就 有 


1. 泰勒 级 数 
考虑 在 一 点 zoE RR 的 一 个 邻 域 
I= [zo 一 azo 二 dl 


中 确定 并 且 在 这 区 间 中 无 穷 可 寻 的 复 值 函数 f. 由 泰勒 公式 , 对 于 任何 整数 n 及 任 
何 ze 


GD 0) = fe0) + LE a0) + fe) (a 0) + Roe), 
其 中 余 项 有 上 界 
(2) Ro) < Ele — zol", 


这 里 Mri 是 |f"m+D)(z)| 在 I 中 的 上 确 界 . 我 们 自然 希望 多 项 式 


, (ny 
f | fo - zo)" 


(z 一 2z0) 十 … 十 


(1.3) Pn(z) = f(z0) 十 
在 工 中 一 致 收 傅 于 f. 一般 说 来 , 这 不 是 正确 的 , 以 第 五 章 , 4.8.2 中 对 于 zo = 0 所 
确定 的 函数 9 作为 例子 就 表明 了 这 一 点 : 在 点 0, 9 的 所 有 导数 是 零 , 因此 多 项 式 P。 
都 恒 等 于 零 , 从 而 不 可 能 在 一 个 区 间 中 收敛 于 9 (参看 习题 2). 

无 穷 可 导 函 数 /中 能 使 多 项 式 (1.3) 在 zo 的 邻 域 中 收敛 于 y 的 , 或 者 说 它们 
本 身 是 泰勒 级 数 


So) + Ls a0) + + De so) + 
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的 和 的 , 这 些 只 构成 无 穷 可 导 函 数 集 的 一 个 子 集 . 这 些 函数 具有 很 突出 的 性 质 , 本 章 
及 下 两 章 要 来 研究 它们 . 


2. 客 级 数 
现在 开始 研究 形 如 
(2.1) C0 二 C1Z 十 … 十 Cnz" 十 …* 


的 级 数 的 收效 性 问题 , 这 里 cn 是 任意 的 复数 . 这 样 的 级 数 的 各 项 不 仅 当 z 是 任意 实 
数 时 有 意义 , 而 且 当 z 也 是 复数 时 , 我 们 将 可 看 到 , 研究 这 种 级 数 可 以 解释 只 限于 在 
实数 域 中 所 想不到 的 一 些 现象 . 因此 今后 任何 时 候 设 cn 和 z 都 是 复数 . 当 级 数 (2.1) 
收敛 时 , 它 的 和 f(z) 是 复数 , 即 复 数 z 的 函数 , (2.1) 型 的 级 数 叫做 z 的 备 级 数 . 
(2.2) ( 阿 贝尔 引 理 ) 设 对 于 一 个 值 z = zo 关 0, 级 数 (2.1) 的 各 项 一 致 有 界 : 


(2.2.1) lex < M, 


这 里 M 与 nn 无关, 那么 : 
Qi 对 于 满足 |z| < |zo| 的 任何 复数 z, 级 数 (2.1) 绝对 收 化 . 
的 ) 对 于 满足 0 < r < |zo| 的 任何 数 r, 级 数 (2.1) 在 闭 圆 盘 |z| < 7 中 正规 收 化 ， 
(i) 由 (2.2.1), 对 于 |z| < |zol, 我 们 有 


厂 


n 
<M 


re Ed 
lenz"| = len%| SE 
于 是 由 比较 原理 (第 一 章 , 2.2) 就 得 到 结论 
(iij) 对 于 |z| < 7, 同样 有 
n T 人 
|enz| 和 M (再) 人 
而 且 -- 般 项 是 上 式 右 边 的 级 数 收 敛 , 从 而 一 般 项 是 cnzn 的 级 数 正规 收敛 (第 五 章 ， 
2.5). . 
(2.3) 设 B 是 使 序列 (|enlr") 有 上 有 界 的 数 r > 0 的 集 ; 显然 如 果 r € B， 那么 对 于 任何 
(0 <)r < mr 我们 也 有 " e B. 集 B 的 上 确 界 刀 ( 预 简 , 2.2) 是 一 数 > 0, 或 者 是 +ooi 
我 们 说 它 是 一 般 项 是 cnzr 的 级 数 的 收敛 半径 , 由 阿 贝尔 引 理 , 对 于 0<r < R, 一 般 
项 是 cnz" 的 级 数 在 闭 圆 盘 jz| < r 中 正规 收 分 ; 相反 地 , 如 果 |z| > R, 序列 {|enz"|} 
无 界 , 于 是 一 般 项 是 cnzn 的 级 数 当然 不 收敛 . 开 圆 盘 |z| < R 叫做 级 数 的 收敛 圆 盘 ; 
因此 平面 C 被 分 成 了 三 个 互 不 相交 的 子 集 : 
收敛 圆 盘 |z| < RR, 在 其 中 级 数 收敛 ; 
收敛 融 盘 的 外 集 : |z| > RR, 在 其 中 不 仅 级 数 不 收敛 而 且 它 的 各 项 无 界 ; 
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圆 |z| = R, 在 圆 上 各 点 级 数 可 能 收敛 , 也 可 能 不 收敛 . 

我 们 可 能 有 尺 = 0 或 及 = +oo, 这 时 在 上 列 三 个 子 集中 , 有 一 个 或 两 个 是 空 集 . 
例 (2.4) 设 序列 (|cnj1/") 有 有 限 或 无 穷 的 极限 p， 如 果 0 < p < +oo, 对 于 满足 
0< 凡 <p< 几 的 任 一 对 数 om, 由 极限 的 定义 , 只 要 n 充分 大 , 就 有 (p'r)" < 
|eajr" < (p"r)". 因此 序列 {lenlr"} 当 r < 1/p 时 有 界 , 当 > > 1/p 时 无 界 , 于 是 我 
们 有 收敛 半径 R= 1/p (“ 柯 西法 则 ”). 如 果 p = 0 (或 p = +oo), 同样 的 推理 可 证 
明 序列 {|enlr*} 对 于 任何 + > 0 无 界 (或 对 于 任何 + > 0 有 界 ), 因此 R= +eo (或 

二 0). 约定 取 1/0 = +oe 及 1/+oo = 0, 就 在 所 有 情形 下 , 可 以 写 出 R = 1/pa. 
如 果 序 列 {len|} 有 主要 部 分 |cn| ~ a. 9(n), 这 里 g EE (第 三 章 ,2.1), 并 且 a> 0i 


从 而 我 们 要 求 序列 (isom) 的 极限 . 我 们 立即 看 出 这 极限 只 与 第 三 章 , 2.1 中 的 


因子 egtz) 有 关 , 并 且 它 在 my = 1 时 等 于 cu 在 P = 0 或 在 % < 1 时 等 于 0, 在 
NH>1 及 ci > 0 时 等 于 +o0, 在 和 >1 及 cl <0 时 等 于 一 oo0. 由 此 得 : 在 X=1 
时 , R=e-9; 在 Y<1 或 P=0 时 , R=1; 在 n>1 及 ci>0 时 , R= 在 >1 
及 cl <0 时 , R= +oc. 

(2.4.1) 因此 一 般 项 是 nez" 的 所 有 级 数 的 收敛 半径 是 1 (a 是 任意 的 实数 ). 我 们 注意 
到 : 如 果 a < 一 1, 级 数 在 闭 圆 盘 |z| < 1 中 正规 收敛 ; 如 果 a > 0, 级 数 在 圆 |z| = 1 上 
任何 点 不 收敛 , 这 时 它 的 一 般 项 不 趋 近 于 0; 最 后 , 如 果 -1 < a < 0, 级 数 在 点 z= 1 
发 散 , 但 是 可 以 证 明 (习题 4): 在 圆 jz| = 1 上 任何 其 他 点 z = e*(0 < 8 < 2m)， 级 数 
收敛 . 

(2.4. 2 一 般 项 是 切 的 级 数 有 收敛 半径 +oo, 因为 由 斯 特 林 公 式 (第 四 章 , 3.8.2), 我 


们 有 元 zlog (nl) ~ logn, 而 logn 趋向 于 +oc. 
我 们 注意 这 级 数 在 任何 开 网 盘 |z| < r 中 一 致 收敛 , 可 是 在 整个 平面 C 中 不 一 
致 收 全 
(2.4.3) 同样 的 算法 可 证 明 : 一 般 项 是 nlz" 的 级 数 有 收敛 半径 0. 
(2.4.4) 柯 西 法 则 不 能 应 用 到 下 列 级 数 : 


1 十 z 十 好 十 只 十 列 十 十 2 
因为 级 数 各 项 的 系数 cv 取 值 0 无 穷 多 次 , 并 且 取 值 1 无 穷 多 次 . 可 是 显然 对 于 任何 
n, |en|r" rm; 而 对 于 |z| > 1 级 数 的 一 般 项 无 界 ; 因此 我 们 仍然 有 收敛 半径 R=1. 
注释 (2.5). 如 果 f(z) = co + ciz 十 … 十 cz 十 … 是 在 开 圆 盘 |z| <7 中 的 收 剑客 级 
数 , 对 于 这 圆 盘 中 任何 z 取 极限 就 立即 得 到 


小 se 


f(z2)=D0++ 十 5n 可 十 … 


@@ 译 者 注 : 这 里 似乎 直接 引进 给 出 收敛 半径 的 柯 西 - 阿达 马公 式 为 好 ; 论证 也 不 更 复杂 . 于 是 
* 柯 西法 则 " 是 一 特例 . 下 列 (2.4.4) 中 级 数 的 收敛 半径 也 可 由 柯 西 - 阿达 马公 式 给 出 . 
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从 而 


j( 一 如 十 醒 z 十 ，… 十 配 如 十 


当 所 有 系数 是 实数 时 , 由 此 得 f(z) = f(z); 如 果 cn 不 完全 是 实数 , 就 不 能 得 到 这 样 
的 结果 . 


3. 孤立 零点 原理 
(3.1) 考虑 收 化 半径 尽 > 0 的 畦 级 数 
jz) = 十 clz 十 … 十 cnzn 十 .…， 


这 里 z 的 值 在 收敛 圆 盘 |z| < RR 中. 那么 f(z) 是 在 这 开 圆 盘 中 的 连续 函数 . 

事实 上 , 对 于 0 < r < RR, 级 数 在 闭 圆 盘 |z| < 7 中 正规 收敛 ; 由 于 满足 |zo| < 已 
的 任何 点 zo 是 一 个 开 圆 盘 |z| <7 的 内 点 , 这 里 0 < 7 < R, 于 是 由 第 五 章 , 3.1 就 可 
得 到 结论 . 
(3.2) (孤立 零点 原理 ) 在 (3.1) 中 假设 下 , 还 设 cn 不 全 是 零 ,那么 存在 着 一 数 ro, 使 
得 0<ro< RR 并且 对 于 0<|z|<ro,f(z)A#0. 

事实 上 , 由 假设 , 存在 着 一 个 最 小 的 整数 > 0, 使 得 cx 关 0. 于 是 可 写 出 


(3.2.1) f(z2) = 2*g(z), 
这 里 
(3.2.2) (2) = ck + ektIZ+- 二 Chinz2" 十 


对 于 满足 0 < |z| < R 的 任何 z, 上 列 睾 级 数 收敛 , 因为 它 是 用 z* 关 0 除 表示 f(z) 
的 者 级 数 而 得 ; 因此 R 也 是 表示 g(z) 的 宕 级 数 的 收敛 半径 , 从 而 对 于 |z| < ,了 
数 g 连续 (3.1)， 但 是 我 们 有 9(0) = ck 关 0; 由 于 存在 着 ro > 0, 使 得 对 于 |z| < 
ro， |g(z) 一 g(0)| < lcxl/2, 由 此 断定 : 对 于 |z| < ro, 我 们 有 


lg(z)| > Ig(0)| — lerl/2 = |ckl/2， 


并 且 更 是 有 9(z) 关 0, 由 (3.2.1), 数 ro 回答 了 所 提出 的 问题 . 这 结果 还 可 表述 成 下 列 
形式 
(3.3) 如 果 寒 级 数 


jf(z) =co 十 clz 十 .十 cnzm 十 … 
在 |z|<r(r>0) 中 收敛 ,并且 对 于 这 圆 盘 中 趋 近 于 0 的 不 同 点 的 序列 {zp}, f(zp)= 0， 
那么 所 有 的 系数 cn 是 零 (从 而 了 恒 等 于 零 ). 
例如 在 圆心 为 0 的 开 圆 盘 中 , 不 存在 任何 收敛 智 级 数 等 于 (第 五 章 , 4.8.2) 在 及 
中 、 心 是 0 的 区 间 中 所 确定 的 函数 9. 
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(3.4) 设 
j(z) 一 ao 十 alz 十 … 十 an2n 十 
g(z) 一 加 十 有 zz 十 … 十 加 2 十 … 


是 在 同一 开国 盘 |z| < r (r > 0) 收敛 的 两 个 固 级 数 .如 果 在 这 圆 盘 中 有 一 个 趋 近 于 
0 的 不 同 点 的 序列 {zp}, 使 得 对 于 任何 p， 


f(zp) = 9(zp)， 
那么 对 于 任何 n, 我 们 有 an = bn (从 而 对 于 满足 |z| < r 的 任何 z, f(z) = g(z)). 
事实 上 , 只 须 把 (3.3) 应 用 到 级 数 f(z) - g(z)- 
还 可 更 简单 地 表述 这 一 结果 : 一 个 函数 只 可 能 是 在 心 是 0 的 开 圆 盘 中 收敛 的 唯 
一 一 个 寡 级 数 的 和 . 
4. 震级 数 代 入 另 一 震级 数 
(4.1) 先 考虑 两 个 次 数 < N 的 复 系数 多 项 式 


f(2) = Danz", g(2) = D bnz". 


ngN ngN 
复合 函数 /(9(z)) 还 是 一 个 多 项 式 (次 数 < N?). 要 计算 它 , 先 要 计算 每 个 乘积 
(1 ("= bb bn tretnm, 


mEN nmSN 
在 这 里 , 对 于 每 个 m < N, 和 式 要 对 所 有 数 系 {nj}i<j<m 作出 , 其 中 整数 n; < N 
然后 我 们 有 


(4.1.2) f(g(2) = > am(g(z))™ 


mgsN 


并 且 把 每 一 项 (g(z))" 用 它 的 表示 式 (4.1.1) 代入 , 就 得 到 所 求 的 多 项 式 


(4.1.3) f(g(2)) = BD cpzp， 
PSN2 
其 中 系数 cp 有 表示 式 
(4.1.4) cp= > ambni bna *** bnm; 


nitn2at+nm=p 


和 式 是 对 所 有 m(< N) 的 值 作出 , 而 且 对 每 个 m, 是 对 满足 ni 十 nz 十 … 十 nm = 了 
的 所 有 数 系 {nj}igjsm 中 的 数 作出 的 . 
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(4.2) 我 们 将 要 看 到 , 在 较 罕 的 假设 下 , 可 以 把 公式 (4.1.3) 及 (4.1.4) 推广 到 收敛 的 鹤 
级 数 . 首先 的 困难 是 现在 要 考虑 寡 级 数 中 指数 任意 大 的 寡 (9(z))”, 并 且 当 数 mm 及 
数 n; 可 取 所 有 整数 值 > 0 时 , 对 于 像 (4.1.4) 右边 所 出 现 的 那样 的 和 , 必须 给 出 一 
种 意义 (如 果 可 能 的 话 ). 

为 了 明确 构思 , 把 可 能 这 样 得 到 的 各 项 , 按 固 定 的 次 序 排列 . 对 于 每 个 整数 N， 
把 所 有 满足 以 下 条 件 的 整数 有 限 序列 {nj}i<j<m 的 集 记 作 Aw: 项 数 m < N, 每 
一 项 由 < N， 显 然 对 于 任何 N, 我 人 有 Aw C Aw+i; 集 Aw 是 有 限 的 , 因此 
BN = AN+1 一 An 也 是 有 限 的 (作为 约定 , 令 Ao = 儿 ). 在 每 个 有 限 集 Bw 中 , 任意 
取 定 一 种 次 序 , 来 列举 所 有 的 序列 {nj}igj<m, 首先 按 选 定 的 次 序列 举 Bi 中 的 序列 ， 
然后 按 选 定 的 次 序列 举 Bs 中 的 序列 , 然后 列举 Bs 中 的 序列 , 如 此 等 等 , 这 样 例如 
就 得 到 了 前 一 些 项 : 

Bi : (0), (1), 

Ba : (2), (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1,0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2), 

Bs : (3), (0, 3), (1, 3), (2, 3), (3, 3), (3, 0), (3, 1), (3, 2), (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 2), 

(0,0,3), (1;,0, 0),-… . 
如 果 对 每 个 整数 mm 以 及 每 个 含 m 个 项 的 序列 {nj}i<jsm 给 出 一 个 复数 yp(m， 
1 ,Tun), 作为 定义 , 所 谓 和 数 
(4.2.1) 5 pm ni ,nm) 
{m3} 

存在 就 是 表明 按 所 取 次 序 排列 序列 {nj} 而 得 的 级 数 收敛 ; 作为 定义 , 这 级 数 的 和 就 
是 (4.2.1) 中 的 数 . 

如 果 这 级 数 还 是 绝对 收效 的 , 我 们 知道 (第 一 章 , 2.4) 任意 改变 这 级 数 各 项 的 次 
序 而 得 的 级 数 仍然 绝对 收敛 , 并 且 仍 然 有 同样 的 和 ; 这 就 表明 了 在 这 种 情形 下 , 上 面 
所 作出 的 选择 次 序 不 重要 . 
(4.3) 有 了 以 上 准备 性 的 结果 , 现在 考虑 两 个 协 级 数 
(4.3.1) f(z) = ao 十 az 十 … 十 an2zn 十 
(4.3.2) g(z) =bo+biz+… 二 bnz" 十 


设 它们 分 别 在 开 圆 盘 |z| < mr |z| < w(r > 0,r' > 0) 中 收敛 . 如 果 我 们 要 用 g(z) 代替 
(4.3.1) 中 的 z, 即 作 出 级 数 f(g(z)) = pS am(g(z))", 显然 只 有 在 |g(z)| <7 时 才 有 


意义 , 事实 上 , 要 能 得 到 f(g(z)) 作为 一 二 个 时 级 数 的 和 ， 要 作 比较 罕 的 假设 , 
考虑 宕 级 数 


(4.3.3) Ga = eol + fbilz+ -+ jonlen + 
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由 阿 贝尔 引 理 (2.2), 宪 级 数 g(z) 及 G(z) 有 同样 的 收敛 圆 盘 . 可 以 叙述 定理 如 下 : 
(4.4) 设 有 一 数 7" 满足 0< mr/ < m, 并 且 对 于 |z| < mr 我们 有 G(|z|) <7. 那么 对 于 
|z| < m%, 我们 有 |g(z)| < rm 并 且 数 f(g(z)) 是 下 列 收 仇 级 数 的 和 ; 


(4.4.1) f(g(z2)) 一 co 十 clz 十 十 cp22 十) 
这 里 每 个 cp 是 下 列 绝对 收敛 级 数 的 和 ; 
(4.4.2) Ss i 


ntnat tnm=p 


((4.4.2) 式 右 边 各 项 是 按 (4.2) 中 所 述 次 序 排列 的 ). 

从 实用 的 观点 说 , 我 们 作出 乘 寡 (g(z))” 像 在 多 项 式 情形 一 样 , 合并 有 相同 次 数 
的 z 的 单项 式 (注意 对 于 一 个 国定 的 m, 只 有 有 限 个 给 定 p 次 的 单项 式 ), 然后 将 所 
得 寡 级 数 om(9g(z)) 亚 “ 逐 项 相 加 ”( 这 时 有 无 穷 个 项 ). 

先 证 明 (在 (4.2) 中 意义 下 的 ) 级 数 
(4.4.3) h(2)= DB ambnbna 加 2 
{ns} 

对 于 |z| < r” 绝对 收敛 . 事实 上 , 只 须 证 明 存在 着 一 个 固定 的 数 C > 0, 使 得 对 于 任何 整数 

入 ,我们 有 

(4.4.4) 3 lombnbna bo 和 CC 

{nj}eAn 
而 由 Aw 的 定义 , 在 (4.4.4) 式 左 边 的 有 限 和 中 , 0 < m < N, 并 且 0 < nj; < N, 这 里 
了 < Ni 因此 这 个 和 就 是 


N N 本 N oo 
Dlaml EE wz 和 > lanlG(zD)” < anlGdzh =C; 
n=0 3 


m=0 m=0 m 


这 是 因为 由 阿 贝尔 引 理 , 上 面 写 出 的 最 后 一 个 级 数 收敛 . 
由 于 对 于 |s| < rlg(z)| < G(|zl) (第 一 章 , 2.3.1), 由 此 立即 导出 ; 对 于 |z| < +, 有 美 
系 式 |g(z)| < r, 于 是 对 于 |z| < r%, 级 数 f(g(z)) = 》 am(g(z))” 收敛 ; 要 证 明 这 级 数 的 


m=0 


和 等 于 (4.4.3). 为 此 , 我 们 将 证 明 这 两 个 和 的 差 可 任意 小 , 固定 一 个 z, 使 得 |z| < r”, 并 且 
任 给 一 个 数 < > 0. 既然 级 数 (4.4.3) 绝对 收敛 , 存在 着 一 个 整数 Ni, 使 得 对 于 任何 N > Ni， 
我 们 有 


(4.4.5) 3 emp bz 一 3 ant bom2nit tn) Se. 


{nj}EAN {njeAny 


x 
对 于 任何 N, 令 gn(z) = > bnz”. 由 (4.4.5), 可 导出 


n=0 


N My 
(4.4.6) BD anlgn(2)™ — Damlgm lz)"| < a, 
m=0 m=0 
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这 是 因为 展开 上 式 右边 , 就 得 到 有 限 项 的 和 的 绝对 值 , 而 这 有 限 项 的 绝对 值 的 和 是 (4.4.5) 的 
右边 , 关系 式 (4.4.6) 还 可 写成 


(4.4.7) <&, 


Ni 
Dombns bn tm om 人 (im 
A 


{nj}EAN 


并 且 令 N 趋向 于 +co, 就 得 到 


Ny 
h(z) — Dam(gni(z))™ 


m=0 


(4.4.8) <e. 


我 们 有 |g(z)| < r; 设 5 是 满足 0 < 5 < r - |9(z)| 的 一 数 ; 由 于 一 般 项 是 amu” 的 级 
数 对 于 |u| < le(zj|+ 5 < r 一 致 收 化 (2.2), 存在 着 整数 N2 > Ni, 使 得 对 于 N > N 及 
lul < le(z)| 十 6, 我 们 有 


(4.4.9) 


另 一 方面 , 由 于 一 般 项 是 bz” 的 级 数 有 和 g(z), 存在 着 一 个 整数 Ns > Na, 使 得 对 于 
任何 N > Na, 我 们 有 jg(z) 一 gn({z)| < 5. 从 而 由 (4.4.9). 


内 
f(gn(2) — > am(gn(2)™ 


m=0 


最 后 , 由 于 了 连续 (3.1), 可 设 5 取得 充分 小 , 使 得 对 于 N > Na， 


gE. 


(4.4.10) 


(4.4.11) lf(g(z)) — f(gn{(z)| < < 
因此 申 (4.4.6), (4.4.8), (4.4.10) 及 (4.4.11), 我 们 有 
Ih(z) — f(g(2))| < 4e, 


上 述 论断 得 证 . 

其 次 证 明 (4.4.2) 中 每 个 级 数 绝对 收敛 ; 由 于 r”> 0, 存在 着 = 关 0, 使 得 |z| < 六 于 
是 就 是 要 证 明 把 (4.4.2) 中 各 项 乘 以 z? 所 得 级 数 绝对 收敛 ; 但 是 这 样 得 到 的 级 数 是 h(z) 的 
部 分 级 数 , 由 此 论断 得 证 { 第 一 章 , 2.5), 还 可 看 出 对 于 任何 整数 N, 由 (4.4.4), 我 们 有 


(4.4.12) leol +lerzl+..*+lenz "| < C, 
换 句 话说, 一 般 项 是 cpz? 的 级 数 绝对 收敛 最后, 对 于 p> N?, 和 式 》 ambn 
samat + 中 所 有 项 都 在 级 数 (4.4.3) 的 部 分 和 2 
co 十 clz 十 … 十 cpzP 
中 出 现 . 于 是 由 (4.4.5) 及 第 一 章 , 2.5.3 导出 : 我 们 有 对 于 p > N?， 


Ih(z) 一 (co 十 c1z 十 … 十 cpz?)| < <. 证 完 . 
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从 定理 (4.4) 可 推出 下 列 推 论 : 
(4.5) 用 (4.3) 中 记号 , 设 有 


(4.5.1) lbo| = |g(0)| < 7, 


那么 存在 着 一 数 r" 满足 0 < mr < ,使 得 对 于 |z| < 7 我们 有 G(|z|) < rm; 从 而 
(4.4) 中 结论 对 于 |z| < 成立. 
事实 上 , 我 们 有 G(0) = |bol, 上 列 推论 中 结论 由 函数 G 在 点 0 的 连续 性 导出 . 
我 们 注意 虽然 由 关系 式 (4.5.1) 证 明了 满足 (4.4) 中 假设 的 数 7" 存在 , 可 是 不 能 
只 靠 这 关系 式 得 到 所 求 数 的 下 界 . 


5. 解析 函数 


(5.1) 设 D 是 平面 C 上 的 一 个 开 集 . 所 谓 在 D 中 确定 的 复 值 函 数 1 : D 一 C 是 解析 
的 (或 全 纯 的 ), 就 是 说 对 于 任何 点 ze D, 存在 着 一 个 开国 盘 A :|z -zo| < r 包含 
在 D 内 , 使 得 在 这 圆 盘 内 ， 


(53.1) f(2) = Den(z — 20)", 
n=0 


这 里 上 式 右边 是 在 A 中 收效 的 z ~ zo 的 宕 级 数 (图 18). 更 简单 地 就 是 说 , 在 任何 
点 z0 ED 的 邻 域 中 , f 可 展开 成 z 一 zo 的 村 级 数 . 由 于 (3.4), 这 震级 数 (如 果 它 存 
在 ) 必然 是 唯一 的 . 以 后 要 显示 这 级 数 的 系数 的 特性 . 在 整个 C 中 解析 的 复 值 函 数 
叫做 整 函 数 . 在 圆 盘 |z| < r 中 收敛 的 z 的 震级 数 


(5.1.2) f(z2) = > onz" 

n=0 
在 这 圆 盘 中 解析 ; 我 们 注意 到 , 根据 上 述 定义 , 这 并 不 是 事先 就 明显 的 , 因为 对 f 所 
作假 设 表明 条 件 (5.1.1) 对 于 zo = 0 成 立 , 可 是 并 不 能 立即 证 明 这 条 件 也 对 圆 盘 中 
其 他 点 zo 成 立 , 但 这 是 正确 的 , 更 准确 地 说 : 
(5.2) 如 果 需 级 数 (5.1.2) 在 圆 盘 DD : |z| < r 中 站 伊那 么 对 于 任何 z0 ED， 存在 着 一 
个 (并 且 只 有 一 个 ) z 一 zo 的 徊 级 数 对 于 


lz—zol<r— lzol 


收 合 , 并 且 满 足 (5.1.1) (图 19). 
事实 上 , 取 g(t) = zo + 应 用 代 换 定理 (4.4); 于 是 有 G(t) = |zo| 二 二 并 且 对 于 
由 <”+ 一 |zol, 条 件 G(It) < r 成 立 . 因为 由 二 项 公式 , 我 们 有 


(5.2.1) (z0+t)" = 二 (a 


p=0 
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D 


图 18 图 19 


所 以 代 换 定理 表明 下 列 每 个 级 数 绝对 收敛 : 


i 二 
(5.2.2) p= Qap+ 人 1 jamrmma ey 人 a 中 


# 且 对 于 |t| <r 一 |zol, 我 们 有 


(5.2.3) flzo+t) = Dopt?; 
p=0 


上 式 右 边 的 宕 级 数 对 于 中 < 7 一 |zoj 收敛 ((5.2.3) 的 收敛 半径 还 可 能 严格 大 于 r 一 |zol 
(第 七 章 , 7.3)). 还 可 简单 地 说 , z 的 村 级 数 是 它 的 收 健 圆 盘 中 的 解析 函数 . 
我 们 也 要 注意 上 述 定理 的 逆 定 理 也 完全 不 是 事先 就 明显 的 : 如 果 函 数 f 在 开 
盘 |z| < r 中 解析 , 那么 有 一 个 z 的 寡 级 数 在 这 圆 盘 中 收敛 , 并 且 它 的 和 等 于 了 
义 只 是 说 明了 对 于 某 一 个 ” < r, 有 一 个 这 样 的 级 数 在 圆 盘 |z| < ” 中 收敛 , 并 且 
这 圆 盘 中 等 于 f, 可 是 不 能 说 明 可 以 取 ” = r. 以 后 要 看 到 (第 七 章 , 7.3) 实际 可 
取 r'=r. 
(5.3) 设 D,D' 是 C 中 的 两 个 开 集 ,了 是 D 中 的 一 个 解析 复 值 函数 , 9 是 D' 中 的 一 个 
解析 复 值 函数 ， 并 且 设 g(D') C D. 那么 复合 函数 fog 在 D' 中 确定 , 并 且 在 D' 中 
解析 (图 20)@. 


天 从 闪避 


图 20 
外 要 使 图 形 更 清楚 , 把 z 的 值 及 g(z) 的 值 表 示 在 不 同 的 两 个 平面 上 是 合适 的 . 
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事实 上 , 设 ze D'. 由 假设 , 存在 着 一 个 开 圆 盘 A' : |z 一 zo| < 7 使 得 在 A' 中 ， 
我 们 有 


(5.3.1) g9(2) = Dbn(z — z0)", 
n=0 


这 里 级 数 在 A' 中 收敛 . 另 一 方面 , 由 假设 , 点 z1 = g(z0) 属于 D, 因此 存在 着 一 个 开 
圆 盘 A : |z 一 | <7, 使 得 在 A 中 , 我 们 有 


(5.3.2) f(z) = Dan(z— 21)", 
n=0 
这 里 级 数 在 A 中 收敛 . 由 于 短 级 数 
g(2) — g(z20) = Dbn(z — 20)” 
n=1 


的 常数 项 是 零 , 我 们 可 应 用 (4.5), 并 且 从 而 看 出 存在 着 一 数 ”满足 0<r”<r, 使 
得 在 圆 盘 A” = |z 一 zo| < rv 内, 我 们 有 g(z) es A, 并 且 


1(9(2) = Dj onlz — 20)", 
n=0 
这 里 级 数 在 圆 盘 A 中 收敛 . 证 完 . 
(5.4) 设 了 是 在 开 集 D c C 中 确定 、 在 C" 中 取 值 的 向 量 值 映射 ,如果 了 的 每 个 分 
量 方 G<7sm) 在 D 中 解析 , 就 说 了 在 D 中 解析 ,显然 这 就 是 说 (第 一 章 , 2.7), 对 
于 任何 ze D, 存在 着 一 个 开 圆 盘 A : | - zol < 包含 在 D 内 , 使 得 在 这 圆 盘 中 ,我 
们 有 


(5.4.1) F(z) = > om(z — 20)", 


m=0 
这 里 am 是 Cn 中 的 向 量 , 并 且 上 式 右边 的 级 数 在 A 中 收敛 . 由 这 里 的 定义 及 阿 由 
尔 引 再 可 得 : 对 于 满足 0<m <" 的 任何 "，(5.4.1) 右边 的 级 数 在 圆 盘 |z 一 zo| 和 六 
中 正规 收 伍 (第 五 章 , 2.7). 


6. 解析 函数 的 导数 与 原 函 数 


(6.1) 设 D 是 C 中 的 一 个 开 集 , f 是 在 D 中 确定 的 一 个 连续 复 值 函 数 .所 谓 函 数 f 
在 一 点 zo ED 有 关于 复 变 数 z 的 导数 , 就 是 说 当 4=s+ 认 在 C 中 经 天 0 趋 近 于 0 
时 (这 就 是 说 , 当 (s,t) 在 R? 中 经 关 (0,0) 趋 近 于 (0, 0) 时 ( 预 篇 , 5.5)), 下 列 的 极限 
存在 


(6.1.1) 


u 
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(我 们 注意 由 假设 , 有 圆 盘 |z -- zo| < r(r > 0) 包含 在 D 内 , 上 式 在 ju| 充分 小 时 就 有 
意义 ). (6.1.1) 的 极限 叫做 f 在 点 zo 的 导数 , 记 作 f'(z0) 或 Df(zo0). 

必须 注意 z = s 十 让 的 函数 可 能 有 关于 s 与 t 的 所 有 阶 的 偏 导 数 , 可 是 却 没有 
关于 > 的 导数 . 最 简单 的 例子 是 函数 了:z 一 z=s 一 认 : 在 z0=0, (6.1.1) 是 去/u; 如 
果 w= re'9,z/u = e-29; 在 每 条 射线 9 = bo 上 , 这 函数 是 常数 , 因此 当 u 沿 着 这 射 
线 趋 近 于 0 时 , /wu 有 一 极限 , 可 是 这 极限 与 go 有 关 . 因此 元 /在 R? 中 在 点 (0,0) 
没有 极限 . 以 后 还 要 讲 到 导数 1'(zo) 存在 的 条 件 (第 七 章 , 9.4). 
(6.2) 在 开 集 D CC 中 解析 的 复 值 函 数 有 在 任何 点 zE D 有 导数 f(z), 并 且 函 数 f 


(也 可 记 作 时 ) 在 了 中 解析 . 
平移 , 我 们 总 可 只 考虑 D 是 圆 盘 |z| < r 情形 . 在 这 贺 盘 中 , 我 们 有 


(6.2.1) J(z) = ys 
n=0 


这 里 震级 数 在 D 中 收敛. 在 (5.2) 中 我 们 已 看 出 , 对 于 任何 ze D 及 满足 jul < 7 一 |zo|l 
的 任何 u 取 0, 我 们 有 

f(zo+u) — f(z0) 
这 里 上 式 碍 边 的 级 数 收敛 , cp 由 收敛 级 数 (5.2.2) 给 出 . 由 于 短 级 数 在 它 的 收敛 圆 内 
连续 (3.1), 于 是 可 看 出 (6.1.1) 的 极限 存在 , 并 且 由 下 列 公式 给 出 : 


(6.2.2) i a es 


(6.2.3) f(z0) = a1+2a2z0+ .+nand + 


换 名 话说 , 上 式 可 简单 地 对 级 数 (6.2.1) 逐 项 求 导数 而 得 . 由 此 立即 得 到 下 列 推论 : 
(6.3) 在 开 集 D C C 中 的 解析 函数 上 在 D 中 无 穷 可 导 , 并 且 它 的 所 有 导数 在 D 中 解 
析 ; 此 外 , 对 于 任何 zo E D, 存在 着 一 个 圆 盘 |z 一 zol < p, 在 这 国 盘 中 , 函数 等 于 它 的 
泰勒 级 数 


(63D) f= fe0) + 二) 


而 上 列 级 数 在 这 园 盘 中 收 冀 ， 
事实 上 , 上 列 最 后 的 论断 可 由 午 级 数 (5.2.3) 的 系数 的 表达 式 (5.2.2), 并 对 公式 
(6.2.3) 递 推 应 用 而 得 . 
我 们 还 是 写 人 办 来 代替 /ta)， 并 且 约定 写 /0 = 


以 后 要 证 明 (第 七 章 , 9.1): 相反 地 , 在 开 集 D CC 中 有 连续 导数 的 复 值 函 数 必 
然 在 D 中 解析 . 
(6.4) 已 给 在 开 集 D c C 中 的 解析 函数 f; 在 D 中 的 解析 函数 F 叫做 f 的 原 函 数 ， 


只 要 对 于 任何 > € D,EF'(z) = f(z), 由 以 上 所 述 , 与 我 们 可 能 相信 的 相反 , 在 开 集 D 
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中 的 解析 函数 , 并 不 一 定 在 D 中 有 原 函 数 (第 七 章 , 3.2). 在 第 七 及 第 八 章 将 要 详细 
研究 这 一 问题 , 这 里 只 证 明 在 一 种 特殊 情形 下 解析 函数 有 原 函 数 : 
(6.5) 如 果 固 级 数 


(6.5.1) f(z2)=a0+a(z — 20)+…+an(z— 20)"+ 
在 圆 盘 |z 一 zol < r 中 收 笋 ,那么 级 数 


(6.5.2) F(z) = ao(z — 20)+ Fe i 


二 总 让 1 
也 在 这 贺 盘 中 收效 , 并 且 它 的 和 是 f 的 原 浮 数 . 

， 由 于 (6.2.3), 只 须 证 明 级 数 (6.5.2) 收敛 . 而 对 于 满足 0< p <" 的 任何 p, 复数 
列 {anp"} 有 界 ; 于 是 序列 {I 中 更 加 是 有 界 的 ; 由 阿 贝尔 引 理 (2.2) 就 可 
得 到 结论 
注释 (6.6) 导数 的 形式 计算 可 不 加 改变 地 适用 于 解析 函数 : 对 于 两 个 解析 函数 fg， 
我 们 有 下 列 各 公式 , 只 要 这 些 公式 有 意义 : 

{ (f+9)(z)= f(z2)+9(z2), (Ff9)'(z)= "(2)9(z) + f(z)g'(z), 
(f°)(z) =n(f(2)"™ f(z) (ne2), 

(6.6.2) (f 09)'(z) = f'(g9(z))g'(z). 

例如 证 明 (6.6.2): 对 于 任何 < e]0, 了 j, 存在 着 > > 0, 使 得 对 于 lu| < 7,jv| < 7, 我 
们 有 
(6.6.3) |f(g(z) 十 加 — f(9(2)) ~ f'(g(z))ul < elul, 
(6.6.4) le(z 十 切 一 9(2) 一 gz)ul < ehvl. 
由 于 9 在 点 z 连续 , 存在 着 " < 7, 使 得 对 于 |v| < ”, 我 们 有 |g(z + 9) ~ 9g(z)| < 7; 
在 (6.6.3) 中 , 把 换 成 g(z 十 v) 一 g(z), 于 是 由 (6.6.4), 得 到 


(6.6.1) 


If(g(z +))— f(9(z)) 一 六 (9(z))9 (zol < Aelvl, 


这 里 4=|g'(z)| 十 |f'(g(z))|+1 是 与 a 无关 的 . 由 此 得 证 . 

同样 推理 可 以 证 明 : 如 果 f 在 开 集 D 中 解析 , 并 且 7 是 实 函数 t 的 复 值 函 数 ， 
在 区 间 1 c RR 中 连续 、 可 导 , 并 且 7(D c D, 那么 实 变数 t 的 复 值 聘 数 t 一 有 (Y(t)) 
在 工 中 可 导 , 并 且 我 们 有 


(6.6.5) (f 07)(t) = f(t). 


设 f 在 开 集 D c C 中 解析 , 且 在 D 中 包含 端点 是 a,b 的 线段 ( 即 形 如 a+t(b 一 a) 
的 点 的 集 , 这 里 0 < t < 1). 函数 t 一 f(a 十 t(5 一 a)) 在 区 间 [0,1] 内 对 于 任何 n, 有 
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nn 阶 导数 (b 一 a)"fm(a 十 t(b 一 a)), 如 果 在 D 中 有 |f(m(z)| < M, 那么 简单 应 用 第 
一 章 , 3.6 中 结果 , 就 得 到 泰勒 公式 


G60) OITA + + 
以 及 R 的 上 界 
(6.6.7) IRnl < ME 三 


同样 可 推广 第 一 章 , 3.6.2 中 公式 . 

(6.7) 对 于 0 < |z 一 zol < 7 中 连续 的 函数 , 推广 在 第 三 章 , 3.2 
于 使 用 的 . 如 果 9 对 于 0 < |z 一 zo| < r 连续 , 我 们 约定 用 O(g) (或 o(g)) 表示 在 
0 < |z 一 zol <7 中 确定 、 并 且 满 足下 列 条 件 的 函数 f: 存在 着 M > 0 2 的 一 个 
邻 域 |z 一 zol < ec 在 其 中 |f(z)| < Mlg(z)| (或 对 于 任何 = > 0, 存在 着 5 > 0, 使 得 
由 关系 式 0 < |z 一 zol < 6 可 导出 |f(z)| < ele(z)l). 解析 函数 f 在 点 zo 的 泰勒 公式 
(6.6.6) 于 是 可 写成 : 在 zo 的 邻 域 中 ， 


ee 


f("—V(z0) 
m1 


(6.8) 本 节 中 所 有 结果 可 立即 推广 到 在 C" 中 取 值 的 解析 映射 (5.4); 请 读者 自行 推广 


2 一 20) 十 … 十 (2—20)" +O((z — 20)"). 


(6.7.1) f(z)= f(z0)+ 


7. 解析 开拓 原理 


(7.1) 对 在 开 区 间 1 中 确定 的 单 实 变 无 穷 可 导 函 数 J, 可 以 改变 它 在 任 一 小 区 间 J CI 
中 的 值 , 而 使 它 在 1 一 J 中 的 值 保 持 不 变 , 使 得 所 得 
函数 仍然 是 无 穷 可 导 的 . 事实 上 , 我 们 已 经 看 到 (第 


五 章 , 4.8.4), 有 在 I 一 了 中 是 零 , 而 在 J 中 去 0 的 无 \ 
穷 可 导 溯 数 h, 于 是 了 + ah 在 1 一 J 中 等 于 了 而 在 
J 中 可 取 任 意 大 的 值 ( 取 充 分 大 的 oj (图 21). | 
(7.2) 我 们 要 看 到 , 相反 地 , 一 个 解析 函数 在 确定 它 的 了 T 
集 D 中 各 点 处 的 值 , 可 以 说 是 “互相 关联 的 ”, 我 们 图 肛 
不 能 改变 这 函数 在 一 点 邻 域 中 的 值 也 不 必 (如 果 要 
它 仍然 在 D 中 解析 ) 改变 离 这 点 很 远 处 各 点 的 值 . 孤立 零点 原理 (3.4) 就 表明 了 这 
一 点 ; 那个 原理 正 是 所 谓 “ 解 析 开 拓 ” 原 理 的 一 个 特例 . 

为 了 叙述 “解析 开拓 原理 *, 必须 还 对 所 考虑 的 开 集 D 加 上 条 件 . 例如 如 果 D 是 
两 个 不 相交 的 开 圆 盘 D',D” 的 并 集 , 那么 在 D' 中 等 于 一 个 复 常 数 oa、 在 D” 中 等 
于 另 一 复 常数 o 的 函数 显然 是 解析 的 , 可 是 显然 两 个 这 样 的 函数 可 能 在 D' 中 相等 ， 
而 在 D" 中 不 相等 . 对 D 要 加 的 条 件 是 : D 是 连通 开 集 ( 预 篇 , 5.8). 


?CD+ahD) 
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(7.3) (解析 开拓 原理 ) 设 f,g 是 在 连通 开 集 D C C 中 的 两 个 解析 函数 ， 如果 存在 着 
一 个 (任意 小 的 ) 非 空 开 集 UC D, 使 得 f|U = gjU, 那么 我 们 有 f = g. 

设 a 是 可 中 一 点 ,b 是 DD 中 任意 另 一 点 , 由 假设 , 存在 着 包含 在 D 内 的 一 条 折线 
L:t 一 和 A(t), 它 是 由 分 段 平 移 线性 函数 映射 出 的 [0, 1] 的 像 , 而 且 和 (0) = a,A(1) =b 
(图 22), 我 们 要 考虑 满足 下 列 条 件 的 t 的 值 的 集 A: 
对 于 0< st 有 f(A(s)) = g( 和 (s))， 既然 和 是 连 
续 的 , 并 且 ae U, 由 假设 , 有 一 个 区 间 0< tsa 包 
含 在 A 中 , 这 里 a > 0. 必须 证 明 1 e A; 为 此 , 要 
考虑 A 在 [0,1] 中 的 上 确 界 p a > 0. 首先 注意 
必须 有 pe A: 事实 上 , A 中 有 趋 近 于 p 的 一 个 增 序 
列 {tn}, 并且 由 于 对 任何 n, f(A(in)) = g(X(tn)), 由 
连续 性 , 我 们 也 有 f(A(p)) = g(X(p)). 于 是 还 只 要 证 
明 p = 1. 用 反 证 法 , 假定 P < 1. 令 z0 = A(p) € D. 图 2 
由 假设 , 存在 着 一 个 开 圆 盘 A :|z- zl <r 包 含 在 D 
内 , 在 D 中 , 及 9 等 于 两 个 收敛 的 z -zo 的 竹 级 数 . 既然 p > 0, 于 是 有 一 不 同 的 
实数 增 序列 {tn} 趋 近 于 p, 并 且 使 M(t) 不 相同 且 趋 近 于 z. 因此 从 某 一 个 n 开 始 ， 
A 和 (th) & A; 而 由 假设 , 对 于 任何 n, f(A(tn)) = g( 和 (tn)), 于 是 孤立 零点 原理 表明 f 及 
g 在 A 中 的 限制 恒 等 . 可 是 有 一 区 间 ip,p 十 月 > 0) 使 得 p++h<1, 并 且 由 和 的 
连续 性 , 对 于 p < t < p 十 有 A(t) < Ai 于 是 对 于 满足 0 < t < p+hh 的 任何 ,应当 有 
JAD) = g(X()), 从 而 p 十 he A, 与 上 确 界 p 的 定义 ( 预 篇 , 2.2) 相 矛 盾 . 定理 得 证 . 

我 们 注意 (7.3) 显然 也 可 应 用 于 向 量 值 解析 映射 ， 

(7.4) 当 我 们 不 设 f 及 9 在 一 个 非 空 开 集 U c D 中 的 限制 相等 , 而 只 作 下 列 假设 
时 , (7.3) 中 的 结论 仍然 成 立 : 有 一 点 a e D, 并 且 D 中 有 不 相同 点 及 , 的 一 个 序列 
以 a 为 极限 , 使 得 对 于 任何 n, f(zn) = g(zn). 事实 上 , 在 包含 在 D 中 的 一 个 开 圆 盘 
U:|z 一 a < a 中 ,三 及 9 等 于 两 个 收敛 的 寡 级 数 , 于 是 对 U 应 用 孤立 零点 原理 , 就 
得 到 在 U 中 f(z) = g(z), 这 样 就 回 到 了 (7.3). 这 一 说 明 例如 可 应 用 到 下 列 情形 : 在 
包含 在 D 中 、 不 缩 成 -- 点 (但 可 任意 短 ) 的 直线 段 上 所 有 点 处 f(z) = 9(z) 成 立 ， 
注释 (7.5) 设 函数 f 在 连通 开 集 D 中 解析 , 并 且 在 D 中 不 恒 等 于 零 , 那么 对 于 任 
何 有 界 闭 子 集 K c D, 方程 f(z) = 0 在 K 中 只 有 有 限 个 根 . 事实 上 , 否则 由 我 们 
所 承认 的 一 个 定理 , 可 作出 f(z) = 0 的 不 同根 的 一 个 无 穷 序列 {z%}, 使 它 有 一 极限 
aeKcD. 把 (7.4) 应 用 到 了 及 常数 函数 0, 对 于 任何 ze D, 就 应 有 f(z) = 0, 与 假 
设 相 了 凶 盾 . 
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(8.1) 多 项 式 P(z) = aa 十 a1z 十 -… 十 anz" 显然 是 对 于 任何 zE C 收敛 的 每 级 数 , 从 
而 是 一 整 函数 (5.1), 由 此 及 (5.3) 立即 导出 : 对 于 在 开 集 D c C 中 的 任何 解析 消 数 
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了 任何 短 f" (n 是 整数 > 0) 也 在 D 中 解析 ; 两 个 在 D 中 解析 函数 的 和 f +g 显然 
在 DD 中 解析 , 而 由 于 fg = (f+g)? 一 (/ 一 9)”) 可 见 它们 的 积 fg 也 在 D 中 解析 . 

由 (4.4) 可 立即 看 出 : 如 果 在 一 点 zo € D 的 邻 域内 有 了 f 及 g 的 z 一 思 的 震级 
数 展开 式 , 那么 把 这 两 级 数 “ 逐 项 相 乘 ” 并 且 合并 z - zo 的 同 次 单项 式 , 就 得 到 fg 
的 寒 级 数 展开 式 . 
(8.2) 函数 1/z 在 C - {0} 中 解析 . 只 须 证 明 对 于 任何 zo 关 0,z 一 zo 的 宕 级 数 
> A (z—20) | ea 
20 2 20 
对 于 |z 一 zo| < |zol 收敛 , 并 且 有 和 1/z. 事实 上 , 对 于 任何 复数 v 及 任何 整数 n > 1， 
我 们 有 恒等式 

1 和 (=1)"+iuntl 


二 一 i —1)"u™ 
和 Ut 二 (1)"™u" 十 了 


(8.2.1) 让 


(2 — z0)" 
人 


当 ul < 1 时 , 我 们 有 lim un+l =0, 从 而 


和 2 non & 
i Uy "十 (一 Da 十 


级 数 对 于 lu| < 1 收敛 把 “ 换 成 二 ,就 可 看 出 : 对 于 |z -zo| < |aol (8.2.0 中 


级 数 收敛 , 并 且 有 和 1/z, 由 这 结果 及 (5.3) 可 见 : 如 果 f 在 开 集 D 中 解析 , 那么 在 
D 中 由 满足 f(z) 关 0 的 点 所 组 成 的 集 D' 中 , 1/f 是 解析 的 . 如 果 D 是 连通 的 , 并 且 
如 果 了 在 D 中 不 恒 等 于 零 , 那么 根据 解析 开拓 原理 (7.4), D - D' 是 由 D 中 的 孤立 
点 组 成 的 . 

结合 这 一 结果 及 (8.1), 可 见 如 果 f 及 9 在 开 集 D 中 解析 , 那么 在 D 中 由 满足 
g(z) 天 0 的 点 所 组 成 的 开 集 D' 中 , J/9 是 解析 的 . 特别 地 , 考虑 有 理 分 式 P(z)/Q(z)， 
这 里 P 及 Q 是 多 项 式 (Q 不 恒 等 于 零 ). 在 Q(z) = 0 的 根 所 组 成 的 有 限 集 的 余 集中 ， 
P(z)/Q(z) 是 解析 两 数 . 
(8.3) 设 已 知 对 于 实数 r,er,cosz 及 sinz 的 定义 与 这 些 函 数 的 导数 表达 式 , 还 已 知 
对 于 实数 z,z', 基本 关系 式 er+* = ezer . 

由 泰勒 公式 , 对 于 任何 实数 z 及 任何 整数 n> 0， 


于 + Rn) 

这 里 Ra(z) = z"t1le95/(n 十 1)!, 并 且 9 (与 > 有 关 ) 满足 0<0<1. 由 于 |esz| < elzrl， 
由 斯 特 林 公 式 (第 四 章 , 3.9.2) 可 立即 导出 ; 当 n 趋向 于 +oo 时 , Rn(z) 趋 近 于 0, 换 
句 话说 , 对 于 任何 实数 r， 


zz 
=1+ 可 + 


ZT2 六 
i 


I 
(8.3.1) =1+11+ Sl 
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上 列 寄 级 数 收 仇 于 是 由 阿 贝尔 引 理 (2.2) 证 明 : 对 于 任何 复数 z, 一 般 项 是 z" /nl 
的 级 数 收敛 . 因此 对 于 任何 复数 z, 可 由 公式 


2 n 
于 + 面 中 + 宁 二 " 

定义 一 个 整 函 雪 (5.1), 并 上 且 还 是 把 ez 叫做 指数 函数 ; 我 们 也 把 它 记 作 exp(z). 这 种 
记号 和 这 种 名 词 之 所 以 合理 , 一 方面 由 于 对 于 实数 z, 有 公式 (8.3.1), 一 方面 由 于 对 


于 任何 复数 z,z', 有 函数 ez 的 基本 性 质 : 
(8.3.3) ez+z 一 ezez . 


为 了 不 作 计算 证 明 这 公式 , 我 们 分 两 步 进行 . 首先 , 如 果 z 是 实数 , 对 于 任何 复数 z， 
我 人 有 ez+s = ezez. 事实 上 , 这 式 两 边 都 是 z 的 整 函 数 (5.3), 而 当 z 是 实数 时 , 这 
两 边 相 等 ; 于 是 由 解析 开拓 原理 (7.4), 这 两 边 恒 等 . 其 次 , 对 于 任 一 固定 的 复数 z/， 
考虑 函数 z 一 ez+z 及 > 一 exe*, 由 以 上 所 述 及 (5.3), 这 是 两 个 z 的 整 函数 , 而 当 z 
是 实数 时 它们 相等 ; 于 是 又 由 (7.4), 公式 (8.3.3) 对 任何 复数 =,z 成 立 . 

在 (8.3.3) 中 令 z = --z, 就 得 到 : 对 于 任何 z € C， 


(8.3.4) ez 三 /es 

另 一 方面 , 对 整数 n > 0 递 推 , 由 (8.3.3) 可 得 enz = (ez)"; 又 由 (8.3.4), 对 于 任何 > 
以 及 任何 有 理 整 数 n ( 正 或 负 ), 我 们 有 

(8.3.5) (=, 


相反 地 , 要 注意 我 们 现在 还 不 能 写 出 公式 (ez)j” = ex** (对 于 实数 z 及 z', 这 公式 正 
确 ), 因为 当 a 及 z 全 是 复数 时 , 直到 这 里 还 没有 给 出 oz 的 任何 意义 (参看 第 八 章 ， 
9.6). 

(8.4) 用 (8.3) 中 同样 的 推理 , 对 于 任何 实数 z, 可 以 得 到 cosz 及 sinz 的 收敛 宕 级 数 
展开 式 


(8.3.2) ez 一 1 十 


3 2n 
0 a 
a z2nt1l 
pe a 
另 一 方面 , 在 (8.3.1) 中 用 iz 代替 z, 对 于 任何 实数 z, 我 们 就 得 到 欧 拉 公式 
(8.4.1) ez = cosZ 十 isinzi 


这 就 表明 约定 用 记号 ex 表示 上 式 右边 是 合理 的 . 在 (8.4.1) 中 , 把 z 换 成 -zx, 对 于 
实数 z, 就 得 到 下 列 公式 


(8.4.2) cosz 一 Be™ +e *),， sinr= 让 (* —e*). 
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(8.5) 现在 考虑 任 一 复数 z = z 十 iy,z 及 y 是 z 的 实 部 > = Rz 及 虚 部 y = IJz. 由 
(8.3.2) 及 (8.4.1) 导出 


(8.5.1) ez = ez(cosy + isiny), 

换 句 话说 ， 

(8.5.2) 及 (ez) = eRz cos(Jz)， 3(ez) = eR(z) sin(Jz). 
由 此 得 : 对 于 任何 ze C， 

(8.5.3) le:|=e* = er: #0, 

(8.5.4) Ez =e = er(cosy— isiny), 


并 且 特 别 有 : 对 于 任何 实数 y， 


5) lesh=1; 


6) Ey =e-Y=1/ey. 


对 于 任何 z = z + iy, 复数 es 的 辐 度 (或 辐 角 ) 是 一 个 
角 , 它 的 测度 用 统 度 表示 就 是 实数 y (图 23). 特别 地 ， 


(8.5.7) ce 生 一 ie 一 1，e 区 = 下 ez 下 
于 是 由 (8.3.3)， 
(8.5.8) Ertim om ez， ez+2ir ~ ez. 


指数 函数 ez 是 有 虚 周 期 2ir 的 周期 函数 . 我 们 以 后 (第 
八 章 , 9.2) 要 对 任何 复数 a 研究 方程 ez = a. 这 里 只 确 图 3 

定 e=1 的 根 .如 果 z=z+iy, 由 (8.5.1) 及 (8.5.3), 可 

得 er = 二 1, 从 而 z=0; 又 可 得 cosy = lsiny = 0, 从 而 z= 2nir (n 是 正 或 负 整 数 ). 
(8.6) 复 变数 z 的 函数 > 一 ef 显然 是 一 整 丽 数 , 它 在 整个 C 中 等 于 收敛 徊 级 数 


(8.6.1) 1+ 记 一条 -党 ++ 于 + 
因此 可 把 余弦 及 正弦 函数 开拓 到 整个 C 中 ; 对 于 任何 复数 z, 作为 定义 , 令 
(8.6.2) cosz 一 Be” +e ™*),， sinz= 去 ee 一 e 一 2); 


由 此 显然 可 得 


(8.6.3) et = cosz 十 isinz. 
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可 是 不 要 以 为 对 于 复数 = cosz 及 sinz 是 ez 的 实 部 和 虚 部 ! 而 对 于 这 样 开拓 
出 的 三 角 函 数 , 容易 分 解 出 它们 的 实 部 和 虚 部 . 事实 上 , 对 于 z = z 十 让 ,> 与 4 是 实 
数 , 我 们 有 


1 1 
cosz 一 并 +e-+ty) = Ze “(cosz 十 ?sinz) 十 er(cosz — isinz), 
上 式 可 写成 
(8.6.4) cosz 一 coszchy — isinzshy. 
同样 可 得 
(8.6.5) sinz = sinzchy +icosrshy. 
由 此 得 绝对 值 
|eosz| = Vcos2zch2y 十 sin? zsh2y, 
® (8.6.6) 
| sin z| = VSsinzzch2y 十 cosz2zch2y. 


特别 地 , 对 于 z = 0, 我 们 有 
(8.6.7) cos(iy) = chy， sin(iy) = ishy (y 是 实数 )， 


这 表明 在 虚 轴 上 , 余弦 及 正弦 函数 的 绝对 值 像 指数 函数 那样 增加 . 
最 后 , 我 们 注意 函数 cosz 及 sinz 是 整 函数 , 在 整个 C 中 分 别 等 于 下 列 两 个 收 
敛 级 数 : 


z2n 


4 
es a oi os 
a 
(8.6.8) ee Zz2n+1 
i = 一 一 -一 一 一 1)9 -一 一 一 0 
sinz=w -t+ ort 
并 且 满 足下 列 经 典 的 关系 式 : 
(8.6.9) cos2z 十 sin2z 一 1， 
x R 5 nx 
cos (z+3) =—sinz, sin (z+3) = cosz, 
(8.6.10) cos(z+n)=—cosz, sin(z+7)=—sinz, 
cos(z + 27) = cosz, sin(z + 27) = sinz, 
(8.6.11) cos( 一 z) = cosz, sin(—z)= —sinz, 
(8.6.12) Sm a 
sin(z+2/) = sinzcosz’ + coszsinz’. 


上 列 各 式 或 者 可 由 定义 直接 得 到 , 或 者 像 在 (8.3) 中 一 样 , 应 用 解析 开拓 求 得 ， 由 
(8.6.7), 也 可 容易 求 得 公式 (8.6.4) 及 (8.6.5). 
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方程 sinz = 0 的 根 是 满足 关系 式 ez = e-, 即 ex* = 1 的 数 , 它们 是 实数 
z= nn(n eZ). 


由 这 结果 及 (8.6.10), 可 导出 方程 cosz = 0 的 根 是 数 人 + 3) zt (n 是 正 或 负 整 数 ), 
令 


Sinz : 1 

i | 全 对 于 z 关 (a+) (n € Z), 

COsz 

sinz” 

这 两 函数 把 实 变数 z 的 已 知 函 数 开 拓 成 复 变数 z 的 函数 ; 每 个 函数 在 确定 它 的 开 集 
中 是 解析 函数 . 由 (8.6.2), (8.6.10) 及 (8.6.11), 我 们 有 


对 于 zz#fnr (neZ). 


cotz 一 


了 2 二 
(8.6.14) tanz 一 TBT cot z 一 i 
(8.6.15) tan (2 十 到 = 一 cotz， tan(z+7) = tanz, 
{8.6.16) tan( 一 z) = ~ tanz. 


(8.7) 设 4 是 一 含 复元 素 的 n 阶 方 阵 (可 看 作 C” 中 的 一 个 向 量 ). 对 于 任何 > C， 
短 级 数 

2 天 -天 
(8.7.1) 区 > A 

k=0 


绝对 收 化 . 事实 上 , 我 们 有 (第 一 章 , 1.6.5) 


M4*ztl = zl < (nlzl)* lANS, 
于 是 由 指数 级 数 收敛 就 得 到 结论 . 如 果 B 是 第 二 个 n 阶 方 阵 , 可 以 写 出 
Atzk\ (Brzt AIBrzI+k 
Se a ) 而 ) -2 JR ， 


上 式 右 边 的 级 数 (在 任意 排出 各 项 后 ) 绝对 收敛 . 
现 设 A 及 B 是 可 换 的 . 在 代数 中 我 们 已 经 看 到 : 如 果 P(w,v), Q(u,v) 是 两 个 复 
系数 多 项 式 , 并 且 R(w,v) = P(wu,v)Q(u,v) 是 它们 的 乘积 , 我 们 有 


P(A4,B)Q(A, B) = R(A, B). 
而 由 恒等式 evz+vz = ewzerz, 我 们 有 
工 Wive (Ut+o)™ 


de mi 
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于 是 由 (8.7.2) 导出 : 对 于 两 个 可 换 的 矩阵 4, B, 我 们 有 


oo A* kk ©0 B* kk 00 4 B kk 
人 (EE ) 村 的 ) - 立 ! a 
k=0 k=0 k=0 
由 于 这 一 事实 , 令 
(8.7.4) e4z 一 D3 四 


并 且 把 它 也 记 作 exp(4z). 这 是 在 n 阶 复 矩 阵 空间 中 取 值 的 一 个 整 函数 ; 因此 公式 
(8.7.3) 可 写成 : 对 于 可 换 矩 阵 A, B， 


(8.7.5) e(4+B)z 一 eAzeBz 
(参看 习题 10). 特别 地 , 对 于 任何 复数 >, z', 我 们 有 
(8.7.6) eA4(z+z2) 二 4zeAz 一 e4z e4z， eAze-Az 一 e-AzeAz 一 


这 是 因为 显然 e2 = 7 (9 是 零 矩 阵 , 7 是 单位 矩阵 ). 这 表明 任何 矩阵 e4* 是 可 逆 的 
(参看 第 八 章 , 9.9). 另 一 方面 , 由 (8.7.4) 得 到 4 与 e4 是 可 换 的 . 
对 于 4 = 也 我 们 有 : 对 任何 整数 > 1, A4* = 了 由 此 得 


(8.7.7) d= er 


如 果 PP 是 一 个 可 北方 阵 , 我 们 有 (PAP-1)* = PA*P-! 对 于 任何 整数 上 > 0 成 
立 . 由 此 得 


(8.7.8) exp(PAP-!z) = Pexp(Az)P-!. 


如 果 郊 = r+ s, 并 且 如 果 和 矩阵 4 有 下 列 形式 : 


Bo0 
(8.7.9) 4 人 (8 中 


这 里 B 是 r 阶 方 阵 , C 是 s 阶 方 阵 . 对 任何 整数 上 > 0, 我 们 有 


jal Be 0 
4 人 2 全 
由 此 得 


| 
8.7.10 Mss 
( ) % 让 有 
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最 后 , 我 们 注意 , 既然 (8.7.4) 右边 的 级 数 是 e4= 在 点 0 的 泰勒 级 数 , 由 (8.7.6) 
可 导出 : 这 函数 在 点 zo 的 泰勒 级 数 是 


(8.7.11) 站 也 二 De at i 
大 =0 
从 而 
大 
(8.7.12) 友人 一 hkehz = e4z4k. 
9. 最 大 模 原 理 


在 RR 的 一 个 区 间 中 确定 的 无 穷 可 导 实 值 函 数 可 在 这 区 间 中 任 一 点 达到 相对 极 
大 值 , 单 复 变数 解析 函数 的 状态 完全 不 同 . 
(9.1) (最 大 模 原理 ) 设 D 是 C 中 的 一 个 连通 开 集 , 并 且 设 是 D 中 的 解析 复 值 函 
数 . 如 果 在 一 点 zoE Di ( 正 ) 函数 z 一 |f(z)| 达到 相对 极 大 值 (这 就 是 说 , 存在 着 包 
含 在 D 中 的 开 圆 盘 |z - zol < 7, 使 得 在 这 圆 盘 中 , |f(z)| < |f(zo)|), 那么 了 在 D 中 
是 常数 . 

解析 函数 的 这 种 状态 初 看 起 来 很 令 人 人 惊奇 , 可 是 取 一 个 含 两 项 的 多 项 式 作为 特 
例 , 就 容易 看 出 产生 这 种 状态 的 原因 了 . 设 f(z) = co+cxk(z 一 z0)*, 这 里 co 关 0,ck 天 0 
(整数 大 > 1). 如 果 令 z 一 zo 二 pe*(p > 0,0 < 9< 27), 我 人 有 


| pkei(ke+a )), 


这 里 a 是 ck/co 的 辆 角 . 当 9 从 0 变 到 2r 时 , kg 从 0 变 到 2kr; 特别 地 , 我 们 可 找 
到 9, 使 得 kb8+e 成 为 2hr 的 形状 (h 是 整数 ), 从 而 


f(z) = co 十 ckpkekie = aa 人 (+ 人 十 


十 pkeitka+a) = 1+ pr 


是 实数 , 并 且 > 1. 因此 对 于 z 的 相应 数值 , 我 们 有 
17(z)| > leol = |f(zo)l, 


并 且 无 论 p = |z 一 zo| 怎样 小 都 是 这 样 . 更 形象 地 说 , 当 z 围绕 z“ 转 动 " 时 ,1(z) 
围绕 f(zo) “转动 ", 因此 它 的 绝对 值 要 取 到 一 些 严格 大 于 |f(z0)| 的 值 . 

(9.1) 的 证 明 就 是 把 这 种 想法 “ 按 正规 形式 写 出 ”. 由 解析 开拓 原理 (7.3), 只 须 证 
明 : 如 果 |f(z)| 在 一 点 zo 达到 相对 极 大 值 , f 在 包含 在 D 中 的 一 个 开国 盘 中 是 常数 . 
而 由 定义 , 在 一 个 这 样 的 圆 盘 中 , 可 以 写 出 


f(z2) =co+c(z—z0)+*+cn(z —z0)" + 
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这 里 的 级 数 在 这 圆 盘 中 收敛, 而 且 co = f(zo). 于 是 只 须 证 明 由 假设 可 导出 :对 于 任 
何 n>1,cn=0. 

我 们 可 以 只 考虑 co 去 0 情形 . 否则 由 假设 可 得 在 zo 的 一 个 邻 域 中 , |f(z)| < 0， 
从 而 f(z) = 0, 于 是 定理 就 证 明了 ， 因 此 假设 co 关 0, 并且 用 反 证 法 , 设 有 一 个 最 小 
的 整数 > 1, 使 得 ck 头 0. 对 于 |z 一 zo| < r, 可 写 出 


(9.1.1) f(z)= co(1 + br(z— 20)*(1+(z— z0)9(z))), 


这 里 包含 bi = ck/co, 并 且 g(z) 在 |z 一 zo| < 中 是 解析 函数 ; 因此 可 设 对 于 |z 一 zo| < 
7/2,19(z)| < M (M 与 z 无关 ). 取 r<7/2, 使 得 Mr' < 1/2; 令 bk=pe'**(p>0,0< 
Qa < 2n),z 一 20=|z 一 20je3(0 <<9<2n), 并 且 选 取 b, 使 得 5 二 ea 是 2r 的 整数 倍 ; 
由 于 > 1, 这 是 可 能 的 . 于 是 我 们 有 


bk(2— zo)* = plz — zol*, 
因此 如 果 |z 一 zo| < rl1+br(z 一 2z0)* 二 1++plz 一 zo >0, 并 且 
|1 + bx(z— z0)* + bk(z— z0)*+!g(z)| 
Zl1+bx(z— z0)*|— lbe(z — z0)°1g(z)| 
>1+plz— zol*— Bolz— zol* 记 1+ Bol —zo >1. 


换 名 话说, 对 于 满足 |z 一 zo| < 的 任何 z, 并且 9 如 以 上 取 定 , 由 (9.1.1), 我 们 有 
f(z)| > leol = |f(zo)|; 与 假设 相 巴 盾 . 证 完 

(9.2) 我 们 已 承认 的 一 个 定理 如 下 : 在 一 个 有 界 闭 集 A C C 中 的 连续 实 值 函 数 在 A 
中 有 上 界 和 下 界 (从 而 有 界 ), 并 且 在 A 中 至 少 有 一 点 a € A (及 一 点 a” € A), 使 得 
g(a') 三 supg(z) (及 g(a”")= 让 oo) ( 预 篇 , 5.6); 可 能 有 无 穷 个 点 有 这 种 性 质 (例如 


当 9 是 常数 时 ); 我 们 说 在 这 样 的 点 a’ (及 a”), f 达到 它 在 A 中 的 上 确 界 (及 下 确 
界 ). 于 是 由 最 大 模 原 理 导 出 下 列 定理 : 
(9.3) 设 D 是 C 中 的 连通 开 集 , 是 D 中 非常 数 的 解析 函数 . 对 于 包含 在 D 中 的 任 
何 有 界 闭 集 A,|f(z)| 达到 它 在 A 中 的 上 确 界 的 点 , 是 A 的 边界 点 ( 预 篇 , 5.5). 

事实 上 , 我 们 注意 到 既然 |f(z)| 在 D 中 连续 , 在 A 中 |f(z)| 达到 它 的 上 确 界 
的 点 总 是 存在 的 . 如 果 一 个 这 样 的 点 > 是 A 的 内 点 ( 预 篇 , 5.5), 那么 由 定义 , 应 存 
在 着 一 个 开 圆 盘 |z - zo| < rtr > 0) 包含 在 A 内 (从 而 在 D 内 ), 在 这 圆 盘 中 应 有 
|f(z)| < If(zo)l, 与 (9.1) 并 与 f 非常 数 的 假设 相 矛 盾 . 

应 当 注 意 |f(z)| 可 能 在 A 的 整个 边界 上 是 常数 . 作为 例子 , 取 D = C,A 是 单位 
圆 盘 |z| < 1, 7(z) = z, 就 表明 了 这 一 点 . 

作为 (9.3) 的 推论 , 容易 证 明 “ 代 数 基本 定理 "(或 “ 达 朗 贝尔 - 高 斯 定理 ”): 
(9.4) (代数 基本 定理 ) 设 


(9.4.1) P(z) = a0z" + 02 1 + .+ an 
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是 有 复 系 数 的 非常 数 多 项 式 (n > 1,ao 天 0). 那么 存在 着 含 n 个 (相等 或 不 相等 的 ) 
复数 的 有 限 序 列 {zj}1sjsn, 使 得 


(9.4.2) P(2) = 00(z — a1)(2 — 22) (2— zn). 


我 们 知道 只 须 证 明 存在 着 一 个 ze C, 使 得 P(z1) = 0, 因为 这 样 由 代数 证 明 就 
可 写 出 P(z) = (z 一 x)Q(z), 这 里 Q(z) 是 一 个 n 一 1 次 的 多 项 式 , 然后 按 n 递 推 可 
完成 证 明 . 为 了 证 明 z 存在 , 我 们 要 采用 反 证 法 , 假定 对 于 任何 ze C,P(z) 0. 于 
是 由 此 应 得 : 1/P(z) 在 整个 C 中 解析 . 我 们 要 看 到 这 与 最 大 模 原理 相 矛 技 . 

由 假设 , 我 们 有 P(0) = an 关 0; 首先 要 看 出 存在 着 一 个 数 RR> 0, 使 得 对 于 满足 
|z| 之 号 的 任何 z, 我 们 有 


(9.4.3) IP(z)| > 2lonl: 
事实 上 , 对 于 z 冯 0, 可 以 写 出 
PO =o (+ 全 + on 四 


Q02™ 
从 而 
en 
(9.4.4) Pal> al (| 本 + 人) 


然而 对 于 |z| > 1, 我 们 有 


的 a (| 人们 + =|) 
Cn aoz aoz"| “|ao| |z| ao 一 和 | 对 ao 
于 是 取 数 R, 使 得 有 
i 
Rl, (ls. |) ss Ser 
RA\lao ao 


这 显然 是 可 能 的 . 对 于 |z| > R, 由 (9.4.5), 我 们 有 
9; 


ai a 
一 -十 '… 十 < 
Q02 Q027m 


因此 由 (9.4.4)， 
|P(z > 3leolR" > 2lanl. 
现 对 解析 函数 1/P(z) 应 用 (9.3) 中 的 结果 , 取 D 二 C, 取 A 为 闭 圆 盘 |z| < RR. 
由 于 函数 1/P 不 是 常数 , 它 的 绝对 值 1/IP(z)| 应 当 在 A 的 一 个 边界 点 上 、 即 在 满足 
jz| = RR 的 一 点 z 上, 达到 这 一 绝对 值 在 A 中 的 上 确 界 ; 可 是 我 们 已 看 到 在 这 样 一 


1 1 1 1 于 大 还 演 
点 ， EE < zat 而 Eo = Tet 既然 oo 关 0, 这样 就 得 到 矛盾 . 证 完 . 
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我 们 注意 这 里 的 推理 不 仅 证 明了 方程 P(z) = 0 有 一 个 根 , 而 且 还 对 这 方程 的 根 


的 绝对 值 , 给 出 了 一 个 上 界 : 
这 是 因为 对 于 |z| > Ro, 我 人 有 |P(z)| > 了 laolzl"。 
还 要 注意 这 定理 不 能 推广 到 整 函数 ， 因为 对 于 任何 ze Cier 六 0. 


Qn 


(9.4.6) lz < Ro = sup (12 ( 
ao 


Ql 
到 + 和 + 
ao 


习 题 
1) 设 (zn)n>1 是 满足 尺 zn > 0 的 复数 序列 . 证 明 如 果 两 个 级 数 
如 十 2 十 十 加 十 如 十 如 十 … 十 又 十 :… 
收敛 , 那么 级 数 


lz] 二 |z2 十 十 |zn 关 十 … 
也 收敛 . 一 般 项 是 |zn| 的 级 数 是 否 收敛 ? 
2) 考虑 实 变 函 数 
f(z) = De re™™. 


n=0 


a) 证 明 这 级 数 以 及 逐 项 求 导数 任意 多 次 而 得 的 每 个 级 数 在 RR 中 正规 收敛, 从 而 f 在 下 
中 是 无 穷 可 导 的 . 
b) 证 明 f 在 点 = = 0 的 泰勒 级 数 


FO + FO) + +f OO + 
对 于 任何 > 关 0 不 收 全 (prnae, 用 反 证 法 作证 : 如 果 这 级 数 对 于 一 个 2 > 0 绝 


六 2. 
对 收敛 , 注意 那么 对 于 任何 整数 N, 就 应 有 守护 o TO 页 Zn=oe "en 小 
3) 设 {an}，{bn} 是 两 个 复数 序列 . 
al) 令 om = al 十 aa 十,…' 十 anyao = 0, 于 是 对 于 n> 1,an = on - on-1. 由 此 导出 
nl 
ambm + -+ anbn = 》 ok(bk — bk+1) — Om-1bm + onbn 
天 一 mm 
(“ 阿 贝尔 部 分 和 ”)， 
b) 由 a) 导出 : 如 果 序列 {an} 取得 使 序列 {cn} 有 界 , 并 且 如 果 序列 {bn} 是 由 > 0 并 
且 递 减 趋 近 于 0 的 实数 组 成 , 那么 级 数 


(#) s=abh+azbz t+anbn + 


收敛, 并 且 满足 |s| < Abi, 这 里 A = sup |cn|. 


习 题 :153 - 


是 设 :1° 序列 (等 ) 有 界 ; 2" 一 般 项 是 |b 一 bn+i|V 生 的 级 数 收敛 ; 3” lim_bnVFE = 0. 
证 明 级 数 (*) 收 伍 . 

4) a) 证 明 : 如 果 {an} 是 趋 近 于 0 的 递减 实数 序列 , 并 且 一 般 项 是 a 的 级 数 发 散 , 那 
么 宕 级 数 ao + aiz 十 … 十 anz" 十 -… 有 收敛 半径 1, 并 且 在 圆 |z| = 1 上 除去 z = 1 外 的 
任何 点 , 这 宕 级 数 收 仇 (应 用 习题 3b)). 


b) 证 明 一 般 项 是 Ee 的 震级 数 在 收敛 圆 |z| = 1 上 任何 点 收敛 , 但 在 这 辕 上 任 
何 点 都 不 绝对 收敛 . (分 别 考虑 = = 1 及 = 关 1 情形 ; 在 后 一 情形 , 应 用 习题 3c).) 

5) 考虑 震级 数 co 十 c1z 十 … 十 cnz" 十 ,…, 这 里 系数 cn 确定 如 下 . cn = 如 ,pn 表示 
这 样 的 整数 上 > 1 的 个 数 : 局 可 除 尽 n, 证 明 这 级 数 的 收敛 半径 是 1, 并 且 这 级 数 在 所 有 点 
z = exp(2rin) 发 散 , 这 里 是 有 理 数 . 证 明 : 反 过 来 , 对 于 z = exp(2eim), 这 级 数 收 敛 ,( 归 
结 为 研究 有 限 和 


kh 有 nm . 


并 且 注 意 对 于 任何 整数 上 > 1, 我 们 有 


1 e 
i le — [klel < N 
< kle— [kle] < 5 


大 十 1 


6) 在 0 的 邻 域内 , 有 没有 具有 下 列 性 质 的 解析 函数 f: 当 n 趋向 于 +oo 时 ,了 (去 ) SS 


f (让 i) = 二 或 当 半 趋向 于 +oo 时 ,了 (3) = (-) 二 二? (考虑 函数 f(z) - 2 


或 函数 f(z) 一 253) 

7) a) 设 了 在 z = 0 的 一 个 邻 域 中 解析 , 并 且 在 及 中 趋 近 于 0 的 不 同 点 的 序列 上 , 取 实 
数值 . 证 明 在 0 的 邻 域 中 , f(z) = 了 

b) 由 a) 导出 : 如 果 f 在 点 on > 0 取 实 数值 , 并 且 如 果 对 于 任何 m 还 有 f(azn) = 
f(azn+1), 那么 了 在 0 的 邻 域 中 是 常数 . 

8) 设 + 是 从 [0,+oo[ 到 C 的 连续 映射 , 并 且 |y()| 随 着 t 趋向 于 十 co. 证 明 当 + 趋向 
于 +eo 时 , 只 有 在 Ry(t) 趋向 于 一 co 情况 下 , 函数 e(9 才 可 能 趋 近 于 一 极限 . 


9) 证 明 我 们 有 及 
交 = DO". 
9 n=1 


4 | 2 "| 
i 
证 明 e418 头 eseB. 


11) a) 设 /是 回 盘 A : |z| < 尽 中 的 解析 函数 . 对 于 满足 0 <> < RR 的 任何 7, 设 M(r) 
是 |f(z)| 当 |z| = r 时 的 上 确 界 . 证 明 如 果 f 不 是 常数 , M(r) 是 7 的 严格 增 函 数 ， 

b) 证 明 如 果 对 于 r(0 < + < R) 的 一 个 值 , 函数 9 一 |f(re”*)| 是 常数 , 并 且 如 果 对 于 
|z| < mr f(z) 关 0, 那么 了 是 常数 . 


10) 给 出 两 矩阵 
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12) a) 设 f 是 在 开 集 D C C 中 的 解析 函数 , 并 且 设 F 是 D 中 的 一 个 有 界 闭 子 集 . 证 
明 Rf(z) 不 能 在 F 的 内 点 达到 它 在 下 中 的 极 大 值 或 极 小 值 (考虑 ef()). 

b) 证 明 如 果 D 是 连通 的 , 并 且 如 果 f(z) 在 包含 在 D 中 的 -个 圆 |z - zo| = + 上 取 实 
数值 ,那么 f 是 常数 (应 用 a)). 

13) 设 f 是 在 一 个 圆 盘 的 外 集 |z| > RR 中 的 有 界 解 析 函 数 . 对 于 任何 r > RR, 设 M(r) 
是 |f(z)| 在 |z| = r 上 的 上 确 界 . 证 明 对 于 |z| > 7,|f(z)| < M(7), 并 且 如 果 函 数 了 不 是 常 
数 , M(r) 就 是 r 的 严格 递减 函数 . 

14) 设 了 是 m 次 多 项 式 ; 采用 习题 11 中 的 记号 , 证 明 如 果 0 < ri < 72, 我 们 有 

M(r) > MC2) 


7 到 
15) 设 p 是 对 z > 0 确定 的 一 大 于 0 的 数值 函数 , 并 且 它 随 着 = 递增 并 趋向 于 +o0 
kn 
证 明 存在 着 一 个 各 数 序列 {ka}, 满足 有 二 1k > kr-1 并 且 对 于 n> 2 (a 三 ) > 
y(n 十 1). 于 是 两 数 
~ i 
Ja=za+1+> (#7) 
是 一 整 函数 , 并 且 对 于 任何 z > 0, f(z) > P(z)- 
16) 设 f(z) 是 整 函 数 


ml 2Z2nm+1 


Pt 


证 明 当 t 趋 向 于 +oo 时 ,对 于 1<k< 2m, |f(tet*-D”/2m)| 趋向 于 十 oo, 但 是 (teen/m) 
趋 近 于 有 限 极限 等 ”到 dr 
5 
17) 设 f(z) = ao 十 a1z 十 … 十 anz" 十 … 是 有 收敛 半径 1 的 震级 数 . 
a) 设 级 数 s = ao 十 al 十 … 十 an 十 '… 收敛 . 证 明 当 z 是 实数 、 并 且 当 z 趋 近 于 1 并 


四 
保持 < 1 时 , f(z) 趋 近 于 s (“ 阿 贝尔 引 理 ")，( 应 于 习题 3a), 求 和 式 > ， an(1 x") 的 绝 
对 值 的 上 界 .) 

b) 设 an > 0, 并 且 一 般 项 是 av 的 级 数 发 散 . 证 明 当 z 是 实数 、 并且 趋 近 于 1 且 保 持 


Ny 
< 1 时 , f(z) 趋向 于 +oo. (注意 对 于 任何 N, 我 们 有 f(z) > 》 anz".) 


n=0 


2N 
Dan | 的 绝对 
加 


c) 如 果 /(z) = (1 十 z) 忆 ,an 是 实数 , 并 且 当 N 趋向 于 +eo 时 , 和 式 


值 趋 向 于 +oe; 但 是 当 z 趋 近 于 1 且 保 持 < 1 时 , f(z) 趋 近 于 有 限 极限 . 
18) 证 明 当 x 趋 近 于 1 且 保持 < 1 时 , 我 们 有 


Vi_ 1 


工 十 4 十 3 
r+ 3 2 | 


(a>0) 


1+ eta te tn te Tet De 


(第 四 章 , 习题 15 及 16). 
同样 证 明 我 们 有 


Cr" 1 1 
2 ey 
19) 证 明 当 z 是 实数 并 且 趋 向 于 +oo 时 , 我 们 有 


EE ~ ret), 
A 


pa i ed 时 = 二 (p>0). 


第 七 章 ” 柯 西 定理 


关于 在 连通 开 集 中 所 确定 的 解析 函数 , 它 在 不 同 点 处 的 值 是 “相互 关联 的 ". 这 
种 “相互 关联 性 ” 在 解析 开拓 原理 中 已 经 表现 出 来 了 (第 六 章 , 7.3). 如 同 柯 西 那 样 
引进 一 种 新 的 强 有 力 的 工具 , 即 复 函数 沿 包含 在 C 中 “道路 ”的 曲线 积分 , 这 种 性 
质 还 可 更 加 明显 地 表现 出 来 . 我 们 在 下 面 要 看 到 , 对 于 (例如 ) 一 个 圆 盘 中 的 解析 函 
数 , 无 论 从 理论 观点 或 在 实用 中 来 说 , 只 要 知道 函数 在 圆 盘 的 边界 圆 上 的 值 , 就 可 标 
出 它 在 圆 盘 中 的 值 . 


1. 道路 与 环 路 
(1.1) 一 条 道路 是 从 民 中 一 个 有 界 闭 区 间 工 (不 缩 成 一 点 ) 到 C 中 的 一 个 连续 映射: 
(1.1.1) 7y:1=[ad = C, 
并 且 还 设 + 在 工 中 分 段 连续 可 导 , 这 就 是 说 , 7 在 I 中 有 分 役 连 续 的 导数 7 ( 预 简 , 
43) 而 Y 是 函数 Y 的 一 个 原 函 数 Y(D) = c++ 人 “Yle)ds, 当 + 从 a 变 到 5 时 ,x0 


在 平面 C 上 描 出 一 条 “轨道 ” Y(D (> 的 像 ); 在 Y 的 连续 点 t 处 , Y(t) 关 09, 从 而 
7y(D 在 这 点 处 以 向 量 Y(t) e C 作为 它 的 有 向 切线 (图 24); 在 Y 的 不 连续 点 t 处 ， 
7? 不 连续 , 并 且 有 不 为 零 的 左 极限 及 右 极 限 , 与 “ 角 点 ”相对 应 . 对 于 不 同 的 t,y 可 
能 取 相同 的 值 ; 相应 地 ,“ 轨 道 ” 7(D 可 能 有 “重点 ”. 根据 我 们 承认 了 的 一 个 定理 ( 预 
篇 , 5.6), 集 Y(D 是 闭 集 . 

例 (1.2.1) 如 果 Y 在 I 中 是 常数 , 7(I) 就 缩 成 了 一 点 (“ 常 道路 "). 


@@ 译 者 注 : 这 里 Y(t) 关 0 包含 在 道路 定义 的 要 求 中 . 


1 道路 与 环 路 “ 157 


2 -7 7Y(b) 


(1.2.2) 设 a 是 一 实数 六 0, 并 且 |a| < 1; ea :一 eriet 是 在 I= [0,1] 中 确定 的 映 
射 , 它 是 一 条 道路 , 并 且 是 单位 图 |z| = 1 的 一 个 子 集 . 如 果 a 是 一 ( 正 或 负 ) 整数 
n 关 0, 那么 y(1) 是 整个 单位 圆 , 可 是 圆 上 每 点 被 t 的 n 个 不 同 的 值 所 取得 ; 我 们 还 
说 en 是 “环绕 过 n 次 的 单位 圆 ”. 
(1.2.3) 设 c,a 是 C 中 两 个 数 ; 对 于 0 < t < 2, 确定 函数 y(t) 如 下 : 
Tb) = ce(1—d) +d 对 于 0<t<1; 
i 1) 对 于 1<t<2. 


7 的 像 是 有 端点 c,d 的 线段 , 可 是 道路 Y 可 称 为 “反复 描 过 两 次 的 线段 ". 点 t= 1 
是 的 一 个 不 连续 点 . 

这 些 例 子 表明 , 主要 不 要 混淆 道路 7 与 “曲线 ”?+(D). 可 以 说 道路 是 “用 参数 表 
示 出 的 曲线 ", 在 以 下 讲述 中 , “参数 表示 ”与 曲线 同样 重要 . 
(1.3) 如 果 (1.1.1) 中 的 道路 + 满足 y(1) Cc D, 这 里 D 是 C 中 的 一 个 开 集 , 就 说 道路 
7 包含 在 D 中 . 点 y(a) 叫做 这 道路 的 起 志 , 点 7(9) 叫做 它 的 终点 ; 有 时 也 把 Y(a) 
与 7(6) 叫做 7 的 “端点 ", 也 说 “连接 Y(a) 与 7(b) 两 点 ". 要 使 开 集 D < C 中 任 
意 两 点 c,d 可 用 一 条 道路 连接 起 来 , 只 须 D 是 连通 集 ( 预 篇 , 5.8); 由 我 们 承认 的 一 
个 定理 , 这 条 件 也 是 必要 的 . 如 果 (1.1.1) 中 的 道路 7 满足 Y(a) = x(b), 还 把 叫做 
“起 点 是 y(a) 的 环 路 ”. (1.2.1) 及 (1.2.3) 中 的 实例 都 是 环 路 . a。 当 a 是 整数 时 也 是 
环 路 , 但 在 其 他 情形 下 都 不 是 环 路 (虽然 sa 能 “反复 经 过 ”这 道路 的 起 点 多 次 ). 
(1.4) 已 给 道路 (1.1.1), 把 下 列 道路 叫做 与 y 反 向 的 道路 , 记 作 7?: 

7 :t= 7 (a+b —t), 

它 也 是 在 I 中 确定 的 . y? 以 7 的 终点 7(b) 作为 起 点 , 以 7 的 起 点 Y(a) 作为 终点 ; 我 
们 可 以 把 ?0 叫做 “ 反 向 通过 的 道路 7 
(1.5) 已 给 两 条 道路 


Nn:h=[ad 0, 
r2:12= [c,d —=C, 
使 加 的 起 点 Ya(c) 是 i 的 终点 yz(b), 那么 下 列 道路 叫做 yi 与 Yo 相 衔接 的 道路 ， 


记 作 =v 
7:[ad+b -od —C; 
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它 的 定义 如 下 : 


7 四 = 人 tt 一 5+c 对 bS<tSdt+b—e 
(图 25); mV mz 的 起 点 是 的 起 点 , my V 12 的 终点 是 ?2 的 终点 . (1.2.3) 中 的 例子 可 
写 在 mV 79, 这 里 my 是 在 [0,1] 中 确定 的 道路 上 一 c(1 一 相 十 dt. 一 般 地 , 对 于 任何 
道路 7, 相 衔接 的 道路 yv y 是 一 环 路 , 它 的 起 点 就 是 7 的 起 点 . 


{ 吉 = h(t) 对 于 agt<b, 


ee 0) 
i ny 1 0 yd) 
Gi / 
形 (OOma(c 
上 a 
图 25 


对 于 任何 道路 7 : fo 一 C 以 及 满足 a < c < 5b 的 任何 点 cy 就 是 它 分 别 在 

[lad 及 [c, 映 中 的 限制 ny 及 32 相 衔接 的 道路 . 特别 地 , 环 路 总 是 两 条 道路 相 衔 接 的 
道路 (有 无 穷 多 种 衔接 方式 ). 此 外 , 用 同样 的 记号 , y 是 有 起 点 Y(a) 的 环 路 , 那么 道 
路 y = 和 pV 也 是 确定 的 (因为 ?2 的 终点 是 的 起 点 ), 并 且 还 是 有 起 点 Y(c) 的 
环 路 ; 我 们 说 这 是 从 Y “ 取 点 Y(e) 作为 起 点 ”而 得 的 环 路 - 
(1.6) 设 i: = [a, 相 一 Cm :Iz = [c,d] 一 C 是 两 条 道路 .所谓 与 42 等 价 , 就 是 
说 存在 着 一 个 连续 及 分 段 连续 可 导 的 递增 双 射 p : 12 一 H, 以 及 反 秀 数 p-1, 使 得 在 
I2 中 , 六 的 三 me(b). mi(D) 与 42(12) 的 像 相 同 , i 与 的 起 点 与 终点 相同 ; 可 是 
例 (1.2.2) 表明 这 些 条 件 还 不 足以 使 两 条 道路 等 价 . 我 们 注意 ; 对 于 任何 道路 (1.1.1)， 
道路 t 一 y(Xt 十 信 与 7 等 价 , 这 里 入 > 0,/ 是 任 一 实数 . 如 果 我 们 只 考虑 在 R 的 固 
定 区 间 工 中 , 例如 在 [0,1] 中 确定 的 道路 , 那么 可 能 只 相差 一 等 价 关 系 . 当 不 会 产生 混 
涌 时 , 可 把 道路 用 描画 它 的 像 与 走向 的 图 形 来 表示 . 


2. 沿 道路 的 积分 


(2.1) 设 7 : [a, 映 一 C 是 一 条 道路 , f 是 y(T) 中 的 一 个 连续 复 值 函数 (不 必 设 f 在 
3(D 以 外 确定 , 更 加 不 必 设 函数 f 是 解析 的 )， 于 是 复 值 函 数 + 一 f(y())Y(t) 在 
fo, 避 中 分 段 连续 , 并 且 它 在 这 区 间 中 的 积分 是 确定 的 (第 一 章 , 3.1). 作为 定义 , 把 复 
数 


6 
(2.1.1) [swa=/ Fy)Y (bat 
叫做 f 沿 道路 7 的 积分 . 在 这 种 记号 中 , 当然 可 把 z 用 任何 字母 来 代替 . 


2 沿 道路 的 积分 “159. 


上 列 定义 表明 : 沿 道路 的 积分 不 但 与 集 Y(D 有 关 , 而 且 与 它 的 “参数 表示 ”7 
有 关 (参看 上 面 (2.1.1)). 可 是 如 果 1 : [a, 昌 一 C 及 72 : [c,d] 一 C 是 两 条 等 价 的 道 
路 (1.6), 我 们 有 


(2.1.2) [se=/ Nik: 
1 7T2 


事实 上 , 如 果 p : [c,d] 一 @ 是 一 个 连续 、 并 且 分 段 连续 可 导 的 递增 双 射 , 而 
且 % = Xow 那么 在 [c,d] 中 除去 有 限 个 点 外 , 我 们 有 %(t) = 从 (e()P' 0); 于 是 
由 变数 代 换 公式 ( 预 篇 , 4.5.5). 


AA 


Pd) b 
= Jotomitomw= f(a)) (Wau 
wle) a 


= f(z)dz. 
如 果 对 于 z e 7(D, 函数 f 满足 |f(z)| < _M, 由 定义 (2.1.1) 及 中 值 公式 (第 一 

章 , 3.3.2) 可 导出 
(2.1.3) |[ se 


这 里 工 就 是 “曲线 "上 一 Y(t) 的 长 度 . 
(2.2) 定义 (2.1.1) 及 积分 的 计算 法 则 ( 预 篇 , 4.5) 可 立即 表明 : 对 于 两 条 方向 相反 道 
路 (1.4) 我 们 有 


<M 站 | 的 | 必 = ME, 


2 z)dz = 一 dz, 

(2.2.1) fe We 

并 且 对 于 两 条 道路 m 及 m2 相 衔 接 的 道路 7 二 mV x (1.5), 我 们 有 
必 = d: dz. 

(2.2.2) J se [s+ sa 


由 于 当 交换 上 式 右 边 两 项 的 次 序 时 , 和 数 的 值 不 变 , 于 是 根据 (1.5), 由 (2.2.2) 可 导 
出 : 如 果 + 是 一 环 路 , 积分 / f(z)dz 的 值 与 环 路 的 起 点 无 关 . 
如 果 7 是 一 党 环 路 (1.2.1), 我 们 有 : 对 于 任何 函数 /， 
/ f(z)dz = 0， 


最 后 , 设 道路 y 包含 在 开 集 D c C 中 , 并 且 设 4 是 D 中 的 解析 未 数 ; 那么 如 果 
Tr 是 复合 道路 上 一 ur), 由 第 六 章 , 6.6.5, 我 们 有 


(2.2.3) | tua = 人 flwaw. 
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3. 解析 函数 的 原 函 数 问题 


(3.1) 设 D c C 是 -- 连 通 开 集 . 我 们 已 经 指出 (第 六 章 , 6.4), 在 D 中 解析 的 某 些 函 
数 可 能 在 D 中 没有 原 函 数 . 有 了 沿 道路 积分 的 概念 , 可 以 作出 这 种 原 函数 存在 的 必 
要 与 充分 条 件 . 

(3.2) 要 使 得 在 D 中 的 解析 函数 在 D 中 有 原 函 数 , 必须 而 且 只 须 对 于 包含 在 了 中 的 


任何 环 路 7, 我 们 有 / f(z)dz = 0. 当 这 条 件 成 立时 , 在 D 中 的 任何 原 函 数 可 求 得 
如 下 : 


(3.2.1) RE 三 c+/ f(au, 
a(z) 


这 里 a(z) 是 包含 在 D 内 一 起 点 是 (任意 ) 定点 zo ED、 终 点 是 z 的 任 一 条 道路 , 了 
在 了 中 两 个 原 函 教 的 差 是 常数 . 

所 述 条 件 的 必要 性 可 立即 证 明 : 如 果 下 是 了 在 D 中 的 一 个 原 函 数 , 那么 对 于 包 
含 在 D 内 的 任何 道路 7 : [a, 一 C, 我 们 有 ; 在 [w 引 中 ， 


OO = EPO) 
(第 六 章 , 6.6.5), 因此 人 7 加 =FOG) -F(r(a)), 并 且 特 别 地 , 如 果 7 是 一 环 路 ， 
) ji = 这 也 证 明了 : 如 果 f 在 D 中 有 原 函 数 , 那么 对 于 起 点 是 za、 终点 是 
z 的 任何 道路 atz) (用 定理 叙述 中 的 记号) 我 人 有 F(z) - Flzo) = 人 /du ( 注 
意 由 于 D 是 连通 的 , 这 样 的 道路 a(z) 存在 .这 就 特别 证 明了 必要 条 件 中 最 后 一 个 
ed 要 原 函数 存在 ， 上述 条 件 是 充分 的 ， 首 先 ， 当 这 条 件 成 立时 ， 


(3.2.1) 右边 的 积分 只 与 z 及 zo 有 关 , 与 以 zo 为 起 点 、 以 z 为 终点 的 道路 a(z) 无 关 . 
事实 上 , 这 一 论断 可 证 明 如 下 : 如 果 a(z) 及 8(z) 是 求 上 述 积分 所 沿 的 两 条 道路 , 那么 


7 = a(2)VB(z)" 是 起 点 为 an 的 一 条 环 中 fa ~ /= J se =0 


((2.2.1) 及 (2.2.2)), 从 而 内 a = / a 因此 公式 (3.2.1) 确定 D 中 的 


一 个 函数 了 (一 旦 选取 了 C 及 a0). 还 要 证 明 这 函数 定 解析 的 并 且 有 导数 f. 而 对 
任何 点 ze D, 有 一 贺 盘 A :|z 一 局 | < r 包含 在 D 内 , 在 这 圆 盘 中 天 可 展开 成 一 
的 震级 数 , 因此 f 在 D 中 有 一 个 (解析 的 ) 原 函数 Fi (第 六 章 , 6.5), 可 设 Fi 在 点 2 
是 零 . 对 于 A 中 起 点 是 二 、 终 点 是 z 的 任何 道路 和 (z), 我 们 有 Fi(z) = 人 fa 


然而 如 果 a(z) 是 D 中 起 点 是 zo、 终 点 是 zi 的 一 条 道路 , 那么 a(z1)vA(z) 是 D 中 
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起 点 是 zo 终点 是 z 的 一 条 道路 , 因而 我 们 有 (2.2.1): 对 于 任何 点 z € A， 
F(z) = F(z1) + F1(z); 


命题 得 证 . 
由 于 积分 / (Wau 与 所 选取 的 联结 zo 及 > 的 道路 无 关 , 当 不 会 产生 混淆 


时 , 我 们 也 把 这 积分 写成 站 f (wjdu; 我 们 注意 : 只 有 当 对 于 包含 在 D 中 的 任何 环 路 


机 人 f(z)dz = 0 时 , 上 列 积分 记号 才 有 意义 . 
有 


(3.3) (3.2) 中 条 件 不 成 立 的 典型 的 例子 是 :D =C- {0}, 即 {0} 在 C 中 的 余 集 ( 它 是 
连通 的 ( 预 篇 , 5.8)) 并 且 f(z) = 1/z ( 它 在 D 中 解析 (第 六 章 , 8.2)) 情形 . 如 果 考 虑 
环 路 el :t 一 eit, 它 是 在 [0, 2z] 中 确定 的 , 并 且 显 然 包含 在 D 内 , 那么 我 们 有 


2 it 
人 =/ iSrdt = 2in #0. 
一 般 说 来 , 对 于 一 个 已 给 连通 开 集 D < C, 有 一 些 在 D 中 解析 的 函数 在 D 中 有 


原 函 数 (例如 多 项 式 ), 但 是 可 能 有 一 些 在 D 中 没有 原油 数 . 我 们 将 要 看 到 , 如 果 D 
满足 一 个 几何 性 质 的 条 件 , 那么 所 有 在 D 中 解析 的 函数 都 在 D 中 有 原 盟 数 . 


4.” 道路 的 同 伦 与 环 路 的 同 伦 . 单 连通 区 域 


(4.1) 两 条 道路 同 伦 的 直观 概念 是 从 一 条 道路 到 男 一 条 “连续 形变 ” 的 概念 . 下 列 数 
学 定义 把 这 概念 作出 了 明确 表述 : 
(4.2) 设 DD 是 C 中 的 一 个 开 集 , Yi :I 一 C,Ys :1 一 C 是 确定 在 同一 区 间 工 = [a, 冲 
中 、 并 且 包 含 在 D 中 的 两 条 道路 (参看 (1.6)). 所 谓 在 D 中 从 Yi 到 ?2 的 同 伦 映 射 
是 一 个 连续 映射 p :XJ 一 DD, 这 里 了 = [ci 可 是 及 中 的 一 个 区 间 , 并 且 对 于 任何 
t el,wplt,c) = 1(t), p(t,d) = 72(t). 
注意 我 们 要 求 函数 
(bs) — p(t, 5) 


对 两 个 变数 s 及 t 连续 , 而 不 是 只 要 求 分 别 对 t 及 对 s 连续 . 反之 , 除了 道路 mi 及 
”2 的 定义 中 所 筑 条 件 外 , 对 y 不 加 上 任何 可 导 的 条 件 . 

当 在 D 中 有 从 六 到 ?2 的 同 伦 映射 时 , 我 们 说 Yo 在 D 中 与 mi 同 伦 ， 

当 及 是 DD 中 的 环 路 时 , 所谓 及 Xo 作为 D 中 的 环 路 是 同 伦 的 , 就 是 说 
在 D 中 存在 着 从 yi 到 mY 的 一 个 同 伦 映射 p : I x J 一 了 ,还 带 有 补充 性 质 : 对 于 任 
何 te Jip(a,s) = p(b,s). 直观 地 说 , 同 伦 映射 p 在 映射 中 不 把 环 路 “ 解 开 ” 这样 的 
同 伦 映射 也 叫做 环 路 的 同 伦 映射 . 
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必须 注意 : 包含 在 D 中 的 两 个 环 路 可 能 在 包含 D 的 一 个 开 集 D' 中 是 同 伦 的 
(作为 环 路 ), 可 是 在 D 中 并 不 同 伦 (参看 (4.5)). 

在 D 中 道路 的 同 伦 是 一 种 等 价 关系 , 事实 上 , 这 关系 的 等 价 性 是 明显 的 (对 任何 
3 取 p(t,s) = Y(t)). 要 看 出 : 如 果 有 从 六 到 ”yo 的 一 个 同 伦 映射 p :Ix J 一 DD, 也 有 
从 和 yz 到 i 的 一 个 同 伦 映 射 ; 只 须 考虑 由 yp?(t,s) = p(t,c+d 一 s) 所 确定 的 同 伦 映 
射 m :TIxJ 一 D. 最 后 , 这 关系 的 可 递 性 的 证 明 如 下 : 考虑 从 yi 到 ?2 的 同 伦 映射 
p11:IxJ1 一 DD 以 及 从 mo 到 ys 的 同 伦 映 射 wa :TxJo 一 DD, 这 里 帮 =[ci,di], 并 且 
J2 二 [cz,dz]. 令 J3 = [cidi 十 dz 一 cz], 并 且 确 定 pa :Ix Js 一 D 由 下 列 条 件 : 在 Tx 
中 , alt,s) = gp1(t,s); 对 于 (#,s) €E IX [di,di+ ds — c2],p3(t,s) = yp2lt,s + C2 — di); 
可 立即 证 明 ys 是 在 D 中 从 i 到 ms 的 一 个 同 伦 . 

此 外 , 用 同样 的 推理 环 路 的 同 伦 也 是 一 种 等 价 关系 ; 上 面 作出 的 同 伦 映 射 p? 及 
ys 是 环 路 的 同 伦 映射 , 只 要 P, Pi 及 ps 也 是 环 路 的 同 伦 映射 . 
(4.3) 我 们 说 包含 在 D 中 的 环 路 7 与 DD 中 一 点 同 伦 , 就 是 说 它 作为 环 路 在 D 中 与 一 
个 常 环 路 同 伦 (1.2.1). 设 D 是 一 个 连通 开 集 ; 如 果 D 中 任何 环 路 与 D 中 一 点 同 伦 ， 
我 们 就 说 D 是 单 连 通 的 (或 是 一 单 连通 区 域 ). 
(4.4) 单 连通 区 域 的 实例 . 已 给 一 个 开 集 D Cc C; 如 果 一 定点 a e D, 对 于 任何 点 
z ED, 连接 a 及 z 的 线段 :t 一 (1 一 ta+tz(0 和 ts 和 1l) 包含 在 DD 内 , 就 说 集 D 对 
于 点 a 是 星 形 的 . 这 样 的 开 集 显然 是 连通 的 ( 预 篇 , 5.8); 而 且 它 还 是 单 连通 的 . 事实 
上 , 设 I 一 D 是 了 中 的 一 个 环 路 , 而 且 I= [a, 有. 用 公式 y(t,s) = sa 十 (1 一 7 的 
确定 一 个 同 伦 映射 p ; 工 x [0,1 一 D. 显然 p(t,0) = Y(t), 并 且 y(t,1) = a;y 显然 是 
连续 的 , 并 且 由 假设 , y 的 值 属于 D. 上 述 论断 得 证 . 

作为 对 于 一 点 的 星 形 开 集 的 实例 , 可 举 出 整个 平面 C， 
半 平 面 , 开 圆 盘 , 矩形 的 内 部 , 椭圆 的 内 部 , 等 等 ; 在 所 有 
这 些 情形 , 有 关 集 甚至 对 其 中 每 点 都 是 星 形 的 (于 是 说 它 
是 西 的 )， 作为 其 他 例 , 现 举 出 圆 盘 |z| < 1 中 除去 有 限 条 
半径 上 的 线段 


z 一 tett 而 且 pe <t<10<pe<l 


而 得 的 集 (图 26); 可 立即 证 明 这 开 集 对 于 0 是 星 形 的 . 有 
限 个 对 于 a 的 星 形 开 集 (或 凸 开 集 ) 的 交集 是 一 个 对 于 a 图 26 
的 星 形 开 集 (或 凸 开 集 ). 

作为 非 星 形 单 连通 集 的 实例 , 现 举 出 半 平 面 3z > 0 中 , 除去 有 限 条 闭 半 直 线 
z= 二 t 十 iBk, 而 且 -co <t < ak 而 得 的 集 (图 27) (习题 1). 
(4.5) 在 下 面 我 们 要 看 到 , 作为 柯 西 定理 及 (3.3) 的 推论 , 虽然 C 是 单 连通 的 , 可 是 连 
通 集 C - {0}, 即 一 点 的 余 集 , 却 不 是 单 连通 的 : C - {0} 中 的 一 个 环 路 在 C 中 与 一 
点 同 伦 , 而 在 C - {0} 中 却 不 一 定 与 一 点 同 伦 . 
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(5.1) ( 柯 两 定理 ) 设 D C C 是 一 连通 开 集 , 并 且 设 『 是 在 D 中 的 解析 函数 . 如 果 Yi 
及 oa 是 包含 在 DD 中 的 两 条 环 路 , 并 且 在 D 中 作为 环 路 是 同 伦 的 , 那么 我 们 有 


5.1.1 dz = dz. 

(5.1.1) | sa [10 

特别 地 ,如果 D 是 单 连通 的 (4.3), 那么 对 于 包含 在 D 中 的 任何 环 路 7 我 们 有 
(5.1.2) / ee 


我 们 只 指出 证 明 的 想法 , 而 不 对 每 一 步 作 出 严格 的 证 明 (参看 [FA], (9.6.3)). 

可 设 环 路 和 ,7Y2 是 在 民 中 同一 区 间 1= [a. 相 上 确定 的 ; 设 p:IxJ 一 DD 是 DD 中 从 
到 六 的 一 个 同 伦 , 这 里 J = [c,d]j. 我 们 开始 把 I (及 J) 分 成 有 限 个 子 区 间 fan,an+i](0 < 
hn 一 1) (及 [ck;ck+1](0 < 上 < m 一 1)), 使 得 矩形 [an,an+il x [ck,ck+i 的 像 PC(Rak) 
完全 包含 在 心 是 zhk 的 一 个 圆 盘 Ank C D 中 ; 在 Anx 中 , 了 可 展开 成 z 一 zhk 的 宕 级 数 ， 
从 而 (第 六 章 , 6.5) 在 Anx 中 有 一 原 函 数 (图 28). 


图 28 


然后 考虑 矩形 RAx 的 四 个 顶点 , 由 p 作出 的 四 顶点 的 像 是 Ank 中 的 四 点 , 把 这 四 点 用 
Ank 中 四 条 直线 段 连接 起 来 (图 29): 

Bnk 起 点 是 uhk = p(ahek), 终点 是 unk+1 = P(anyck+i)i 

Bhtik 起 点 是 wht1k = 9p(ahz1, ck), 终点 是 Wn+41k+1 二 Pp (Qh+1, Ck+1); 
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Qk 起 点 是 unk, 终点 是 wnt,k; 
Qhk+1 起 点 是 whk+1 终点 是 un+Lk+1- 


图 29 


把 (3.2) 中 的 结果 应 用 到 环 路 
Qnk V Bhtik V ORE+L V Rk 
就 得 到 
(5.1.3) A Joez+ 人 7 = 人. f(z)dz+ a 


现在 注意 互相 衔接 的 道路 ak = ao,k Vark V.…V an_1k 是 D 中 的 一 条 环 路 ( 因 % 是 
环 路 的 一 个 同 伦 映射 ); 由 于 同样 的 理由 , 我 们 有 Bo,k = Br. 把 n 个 关系 式 (5.1.3) 的 左边 
和 右边 分 别 相 加 , 我 们 得 到 


(514) f sea=f ra 
由 此 特别 得 
(5.1.5) / f(s)dz = ph f(z)dz. 


同样 可 证 明 / f(z)dz = / f(z)adz 以 及 f(z)dz = / f(z)dz. 证 完 . 


(5.2) 如 果 D 是 单 连通 区 域 , D 中 任何 解析 函数 在 D 中 有 原 函 数 ， 
这 结果 是 由 (5.1) 及 (3.2) 导出 的 . 


6. 点 关于 环 路 的 指标 


(60 设 Y:I= [cd] 一 C 是 C 中 的 一 个 环 路 ,并 且 设 a 是 C 中 不 属于 7(T) 的 一 点 . 
那么 数 


(6.1.1) jla;) = oh 


dz 


逐一 到 
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是 一 ( 正 或 负 ) 整数 . 


对 于 任何 te 令 h(t) = / > 2 于 是 2xij(a;7) = Ad). 由 于 hh 是 一 个 分 


县 连 续 函 数 的 原 函数 ,除去 + 是 中 有 限 个 点 外 , 我 们 有 AD = -aa 二 令 


gt) =e (7 的 一 9)， 
根据 上 面 的 计算 , 除去 上 是 I 中 有 限 个 点 外 , 我 们 有 
g(t) = —h (te Mt) — a) + Y(t)e "DY =0. 
于 是 连续 函数 g 在 工 中 是 常数 , 并 且 特 别 有 g(c) = g(a). 但 是 h(c) = 0, 因此 
gc) = 7(¢) —a, 


从 而 
ed) -= -a 


由 假设 , y 是 一 环 路 , 于 是 y(d) = 7Y(O), 并 且 对 于 复数 h(d), 有 关系 式 e-*( 四 =1. 根 
据 第 六 章 , 8.5, 由 此 得 : 对 于 一 个 ns Z,h(d) = 2nni. 

这 样 确定 的 整数 j(a;Y) 叫做 a 关于 环 路 7 的 指标 ; 我 们 要 记得 它 只 是 对 于 
a # 7(DD 确定 的 . 我 们 要 看 到 这 个 数 是 确切 的 数学 概念 , 它 与 “ 环 路 y 环绕 a 的 次 
数 ” 这 一 直观 想法 相对 应 . 

由 定义 (6.1.1) 及 公式 (2.2.1) 与 (2.2.2), 显然 有 


(6.1.2) j(a;7) = -i(a;7), 
(6.1.3) ja Vy2) = Fa; 1) + ila;y2); 


这 里 7,h,% 是 环 路 , 它们 的 像 不 包含 a, 并 且 设 和 及 72。 有 相同 的 起 点 (于 是 TV?2 
也 是 有 相同 起 点 的 环 路 ). 
(6.2) 设 a 是 C 中 一 点 ,1,72 是 Ct{a} 中 两 环 路 , 而 且 作 为 环 路 在 C -- {a} 中 同 
伦 ; 那么 我 们 有 j(a;Y1) = j(a; 2). 

把 柯 西 定理 (5.1) 应 用 到 C 一 {a} 中 的 解析 函数 1/(z - a)， 可 立即 得 到 这 一 
推论 . 
(6.3) 设 7 是 C 中 的 环 路 ; 对 于 包含 在 C 一 7y(T) 中 的 任何 连通 开 集 D, 函数 z 一 j(z;Y) 
是 常数 . 

只 须 证 明 : 对 于 任何 ze D, 在 D 中 包含 的 任何 开 圆 盘 A : |z 一 zol < 7(7 > 0) 
中 , 我 们 有 j(z;7) = j(zoi7). 事实 上 , 这 样 就 证 明了 函数 z 一 j(z;7) 在 D 中 局 部 是 
常数 ; 由 于 D 是 连通 的 , 这 函数 在 D 中 是 常数 ( 预 篇 , 5.9)、 因此 我 们 要 证 明 : 包含 
在 DD 中、 并且 心 是 zo 的 任何 开 圆 盘 A 中 , 我 们 有 j(z;7Y) = j(20;Y)- 
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为 此 , 用 表示 环 路 t 一 7 人 - (z 一 z0), 注意 到 我 们 有 


1 du du 
j(z;7) = 2 / ne = j(z0;71). 
而 由 于 同 伦 映射 
y(t,s)=7t)—s(z—z0) (Os <1), 

作为 环 路 , m 在 C 一 {zo} 中 与 mm 是 同 伦 的 . 事实 上 , 要 是 我 们 有 p(t, s) = zo, 对 于 
t EI 及 一 个 se€ [0,1], 就 会 有 y(t) = sz+ (1 一 5)z0. 可 是 点 sz 十 (1 一 s)zo 属于 A， 
而 由 假设 , y(1) 与 A 不 相交 . 现在 只 须 应 用 (6.2). 
(6.4) 设 en:t 一 emt(0 <t<2n) 是 “ 绕 过 n 次 的 圆 ”(1.2.1) (n 是 正 或 负 整 数 ). 对 
于 满足 jz| < 1 的 任何 z, 我 们 有 j(z;en) = mw 而 对 于 满足 |z| > 1 的 任何 z， 我 们 有 
j(zisn) =0. 

单位 圆 盘 |z| < 1 及 单位 圆 盘 的 外 部 |z| > 1 是 与 单位 圆 |z| = 1 不 相交 的 连通 
开 集 ( 预 篇 , 5.8). 因此 只 须 证 明 : 对 于 单位 圆 盘 中 一 点 z0,j(z0;en) = 而 对 于 这 贺 
盘 外 一 点 zi,j(2a;isn) = 0. 如 果 取 zo = 0, 我 们 有 

1 i 


j(0;en) = 2 A rt 3 jg Enit 


另 一 方面 , 对 于 | 和 | > 1,z1 不 包含 在 开 圆 盘 |z| < |z1| 内 , 而 单位 圆 盘 却 包含 在 
这 圆 盘 内 . 由 于 已 知 开 圆 盘 是 单 连通 的 (4.4), 关于 z 的 论断 可 由 下 列 更 一 般 的 结果 
导出 : 
(6.5) 设 D CC 是 一 个 单 连通 区 域 , 并 且 如 果 Y 是 包含 在 D 中 的 一 条 环 路 ， 那么 对 
于 任何 点 a DD, 我 们 有 j(a;7Y) = 0. 

事实 上 , = 一 一 在 D 中 解析 . 于 是 由 柯 西 定理 (5.1) 及 指标 的 定义 (6.0) 导 
出 上 列 结论 . 
(6.6) 指标 计算 法 ,在 许多 情形 下 , 下 列 方法 可 以 作为 计算 指标 的 实用 方法 . 由 于 可 
用 平移 , 可 以 只 考虑 a = 0 情形 (当然 0¢ y(D)). 还 设 实数 轴 3z = 0 只 与 7(D 在 有 
限 个 点 相交 . 令 y(t) = 的 十 记 (b, 这 里 ult) 及 v(t) 是 实数 值 函 数 . 在 工 中 有 有 限 


个 点 


ti<to<:…<ty; 

在 这 些 点 处 , v 改变 符号 . 设 I= [ti,tw], 使 得 7(1) = Y(tw), 并 且 在 工 中 , Y(t) 关 0， 
然后 把 y 开拓 到 整个 及 中 , 成 为 周期 是 ix 一 的 周期 函数 , 点 碌 (1 < k < N) 可 分 
成 四 个 集 : 

Mi: 我 们 有 w(tk) > 0, 并 且 当 + 按 增 大 的 方向 通过 t 时 , v(t) 由 一 号 变 成 + 
号 ; 

M2: 我 们 有 w(t) > 0, 并 且 当 t 按 增 大 的 方向 通过 夺 时 , v(t) 由 + 号 变 成 一 
号 ; 
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Mas: 我 们 有 u(t) < 0, 并 且 当 t 按 增 大 的 方向 通过 机 时 , v(t) 由 + 号 变 成 - 
号 ; 

Ma: 我 们 有 u(t) < 0, 并 且 当 t 按 增 大 的 方向 通过 tk 时 , v(t) 由 一 号 变 成 + 
号 (图 30). 


我 们 注意 & 及 tw 属于 同一 集 Mk, 并 且 N 是 奇数 ; 因为 当 h 充分 小 时 , 对 于 
t= 二 妇 一 及 t= ty +h,v 有 不 同 的 符号 , 而 且 改 变 过 符号 N 次 .于 是 对 于 满足 
1 < k < 的 任何 整数 ,确定 一 个 数 


i 二 二 1， 如 果 夺 EeE Mi， 或 € Ms; 
Bk 二 一 1， 如 果 胡 EM2， 或 胡 EMa. 


(6.6.1) 


(直观 地 说 , 如 果 在 大 的 邻 域 中 , px 是 正 的 , y(t) 环绕 0“ 作 正 向 转动 ”; 如 果 64 是 负 
的 , 转向 正好 相反 .) 于 是 我 们 有 


1 N-1 
(6.6.2) j(0;7) =3 Dio. 
k=l 


证 明 是 容易 的 : 在 积分 


EN a/ di 
(6.6.3) j= 去 /于 


中 , 把 积分 区 间 用 点 4(2 < k < N 一 1) 作出 分 划 . 例如 设 tk < Mz; 由 定义 , 对 于 


tk <t< tetl, 


我 们 有 v(t) < 0, 并 且 不 可 能 有 ti1 € Mi 或 如 He M4 因此 对 于 tk < < 办 + 
可 写 出 wb) 十 说 的 = VW 十 v2(t)ew9 四 ,这 里 0(t) 是 一 个 确定 的 可 导 函 数 , 它 在 
[zw,0] 中 取 值 , 对 于 上 = 大 取 值 0; 至 于 对 于 t+ = tk+1, 当 t+ E Mi 时 取 值 0, 当 
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tri € Ma 时 取 值 -x. 另 一 方面 , 可 以 只 计算 积分 
1 fu TY 出 
ix J “7 的 


的 实 部 , 即 


1 i u(t)v’(t) vw) 


(E64) 2 w(t) + walt) 


但 由 初等 的 导数 计算 , 证 明 我 们 有 


/ 
FF UW 十 WU 
于 
( VAa2 十 2 


te 


并 且 由 6-9 二 让 就 得 到 
_ WwW’— vw 


6.6. 一 
(6.6.5) i 


代入 (6.6.4), 我 们 有 


tit yl 
(去 /人 ) = 去 Ce 一 ed) 


最 后 得 到 表达 式 YC: 十 54+1). 其 他 情形 同样 计算 , 于 是 求 得 公式 (6.6.2). 


应 用 环绕 原点 的 旋转 , 可 立即 把 已 考虑 过 的 情形 , 转移 到 过 0 的 任 一 直线 的 
情形 , 但 要 求 L 与 Y(D 只 有 有 限 个 交点 . 

一 种 有 意义 的 情形 是 正 实 半 轴 及 + : 3z = 0,Rz > 0 与 ?(D) 只 相交 于 一 点 情形 
(或 由 此 通过 旋转 导出 的 情形 ); 可 设 这 交点 与 t= ti 及 t= tw 相对 应 , 于 是 根据 前 面 
的 定义 , 其 他 tj(2 < ;< N 一 1) 共有 偶数 个 . 例如 如 果 二 < M1, 那么 必然 有 t2 € Ms. 
至 于 其 余 的 (2 < j < N 一 1), 当 j 是 偶数 时 在 Ms 中 , 当 了 是 奇数 时 在 Ma 中 ; 


此 这 些 点 在 (6.6.2) 中 给 出 的 值 是 二 ,从 而 我 们 有 


(6.6.6) j(0;7) =1. 
如 果 有  € Mz, 同样 可 证 明 j(0;7Y) = 一 1. 


7. 柯 西 公式 


(7.1) ( 柯 西 公式 ) 设 D CC 是 一 个 单 连通 区 域 , 并 且 设 :I 一 DD 是 DD 中 的 一 条 环 路 
(图 31). 那么 对 于 任何 D 中 的 解析 函数 有 及 任何 点 z ED 一 Y(]), 我 人 有 


1 / f(az 


(7 jo = / Ss 
了 


7. 柯 西 公式 :169 ， 


用 下 列 条 件 确定 在 D 中 的 函数 g(z): 


(1g) I a 
= 
并 且 要 证 明 这 函数 在 D 中 解析 . 对 于 z 关 zx, 这 
是 明显 的 (第 六 章 ,8.2); 还 只 要 考察 在 > 的 一 个 
邻 城中 的 情况 . 设 A ;1: 2| < 是 包含 在 中 
的 一 个 加 总 , 在 这 国 盘 中 泰勒 级 数 图 


f ) f™(z) 
n! 


f(2)=f 


伍 (第 六 章 , 6.3). 定义 pe 表明 : 对 于 任何 z e A,g(z) 是 收敛 的 z 一 x 的 短 级 
数 


(z 一 2Z) 十 … 十 (z—z)"+ 


J kG 


f(z)+ 一 7) 十 一 了 jn 1 十 …， 


的 和 , 因此 9 在 D 中 解析 . 因为 D 是 单 连通 的 , 由 柯 西 定理 (5.1), 我 们 有 fs 站 二 


f(z) 


0. 又 因 z 70)， ) 由 此 得 /名 二 dz 二 0, 从 而 


[= f= ni 


当 j(z;7) 夫 0 时 , 柯 西 公式 特别 有 意义 : 例如 如 果 D 包含 -个 闭 圆 盘 |z 一 a| < 7， 
eS |z 一 a| <* 中 任何 点 zx， 
f(z2)dz 


i TY 一 卫 


(7.1.3) f(z)= 


这 里 y 是 在 [0, 27] 中 确定 的 环 路 t 一 a 十 re*. 因此 当 已 知 了 在 圆周 lz 一 a|=+ 上 
的 值 时 , 就 有 了 给 出 f 在 圆 盘 lz - al < r 中 的 值 的 公式 . 
反 过 来 , (7.1.1) 右边 那 种 类 型 的 积分 是 参 变数 z 的 解析 琐 数 . 更 一 般 地 ; 
(7.2) 设 7:I=[b,d 一 C 是 C 中 的 一 条 道路 , 并 且 设 g :TY(D 一 C 是 确定 在 Y(I) 上 
的 连续 函数 (不 设 g 在 集 Y(D 以 外 有 定义 , 更 加 不 设 9 是 解析 函数 ). 那 么 函数 
_ /gwdu 
(72.D) 10- [ee 
在 集 C 一 (1) 中 确定 , 并 且 是 解析 的 . 准确 地 说 , 对 于 任何 点 ae C 一 Y(1), 如 果 对 于 
任何 整数 nn 之 0, 令 


(7.2.2) “=/ Er 
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那么 在 心 是 a、 半 径 是 a 到 闭 集 7(D 的 距离 da,7(D) 的 任何 开 圆 盘 中 ( 预 篇 , 5.6)， 
我 们 有 收 化 的 震级 数 展 开 式 


(7.2.3) f(z2) = >》 cn(z 一 on， 
n=0 


我 们 还 有 
7D 


pa Mle gwWau 
{7.2.4) fa) = nlen = mf ar 
令 5 = d(a,7Y(D)) > 0, 并 且 设 |z -al = 46, 这 里 多 


0< 和 9q<1. 由 定义 , 我 们 有 


6= inf lu—al, 
auET(D 


下 we En 我 们 有 lu 一 a|l > 5; 从 而 对 于 


任何 we y(D), | 一 一 | < q < 1 (图 32). 因此 对 于 任何 图 32 
u € YD), 可 以 写 出 
Ei 1 人 一 oj” 
C08) Wz z—a -Der 
(u—a) G 一 2) 
这 里 级 数 是 收敛 的 , 级 数 各 项 有 上 界 如 下 : 对 于 n > 0， 
(z— oa)" 于 
CB) rl 
由 定义 , 我 们 有 


f(z)= A Oe - 了 gO)Y 的 各 dt, 
并 且 不 等 式 (7.2.6) 表明 , 当 t 在 [6,d] 中 取 值 时 , 被 积 级 数 是 正规 收敛 的 (第 五 章 ， 
2.5). 事实 上 , 既然 在 [b,d] 中 , g 是 连续 的 , Y 是 分 段 连续 的 , 那么 存在 着 一 个 数 M， 
使 得 对 于 任何 t el 
Ig) YW < M, 
从 而 对 于 任何 上 
pooronG S| < M$ 


这 样 就 证 明了 上 述 论断 . 应 用 第 五 章 , 3.5, 就 得 到 收敛 的 级 数 展开 式 , 即 (7.2.3): 


,f° go (Wat 
$s Fe- OO a 


如 果 在 ?(D 上 , lg(w)| < MM, 由 (7.2.2) 可 导出 系数 cn 的 上 界 : 
ML 
|on| < BT 

这 里 工 是 “曲线 " 7(T) 的 长 度 (参看 (2.1.3)). 

结合 (7.2) 及 柯 西 公式 (7.1), 可 以 解答 第 六 章 , 5.2 中 自然 提出 的 问题 : 
(7.3) 如 果 函 数 了 在 开 集 D 中 解析 , 那么 对 于 任何 点 a € DD, 在 心 是 a、 半径 等 于 a 
到 CC 一 DD 的 距离 的 整个 开 圆 盘 中 ( 换 句 话说 , 在 整个 包含 在 D 内 、 心 是 a 的 最 大 开 
圆 盘 中 ),，y 在 点 a 的 泰勒 级 数 收 化 ,并 且 有 和 f(z). 

如 果 0<r<dla,C-DD), 事实 上 可 在 开 圆 盘 |z 一 al < r 中 应 用 柯 西 公式 (7.1.1): 
在 0<t< 2r 中 , 取 7:t 一 a+ret, 就 得 到 j(z;7) 二 1 (6.4). 应 用 (7.2), 我 们 得 到 
f 的 z 一 a 的 吞 级 数 展开 式 , 这 级 数 在 |z 一 a| < r 中 收敛. 已 知 (第 六 章 , 6.3) 这 展开 
式 必 然 是 泰勒 级 数 , 并 且 由 于 7 可 与 d(a,C - D) 任意 接近 , 命题 得 证 . 

在 第 八 章 中 我 们 将 要 看 到 : 如 果 对 D 或 f 不 作 补 充 假设 , 包含 在 D 内 的 、 心 是 
a 的 最 大 开 圆 盘 一 般 比 了 在 点 a 的 泰勒 级 数 的 收敛 圆 盘 小 ( 换 旬 话说 , 后 一 圆 盘 “ 超 
出 了 ”D 的 范围 ). 

命题 7.3 有 下 列 推论 : 
(7.4) 如 果 三 是 整 函数 , 它 在 C 中 任何 点 的 泰 惑 级 数 在 整个 忆 中 收 伊 . 
注释 (7.5) 如 果 把 公式 (7.2.4) 应 用 到 (7.1) 中 的 情形 , 可 以 看 出 : 在 (7. a 
下 , 我 们 不 仅 有 公式 (7.1.1), 而 且 对 于 任何 整数 n > 1, 对 于 任何 z #4 (I 
(75.1) 160 = [cs 
换 句 话说 , 在 使 i(z;7) 关 0 的 点 = 处 , 不 但 f 的 值 , 而 且 它 的 所 有 导数 的 值 都 可 由 f 
在 集 7Y(T) 中 的 值 明显 确定 . 
(7.6) 考虑 变数 的 复数 值 使 我 们 能 了 解 在 只 考虑 单 实 变 函 数 时 令 人 惊奇 的 一 些 现象 
例如 考虑 函数 f(z) = 只 取 实数 值 , 这 是 在 整个 只 中 确定 的 一 个 连续 


函数 , 并 且 对 于 每 点 ce 有, 在 心 是 a 的 一 个 开 区 间 中 , f(z) 是 一 个 z 一 a 的 宕 级 数 
的 和 , 即 了 在 点 a 的 泰勒 级 数 的 和 . 可 是 对 于 任何 点 a € R, 这 级 数 不 可 能 在 整个 及 
中 收敛 . 假定 有 一 个 这 样 的 级 数 在 整个 玉 中 收敛 , 那么 由 阿 贝 尔 引 理 , 它 也 应 在 整 
个 C 中 收敛, 并 且 它 的 和 应 是 一 个 整 函数 g(z). g(z) 与 f(z) 在 及 中 一 个 区 间 中 相 
等 , 从 而 在 是 解析 的 连通 开 集 C 一 {i, 一 计 中 ， f(z) 相等 (第 六 章 , 7.4). 局 a 
是 这 是 荒废 的 ， 风光 于 在 C- {二 中 趋 近 于 i 或 -i 时, |1(z)| 趋向 于 +oo, 而 

g 却 应 在 i 及 中 任何 点 是 解析 的 ; 可 et 


数 有 上 述 表现 的 原因 是 : 它 不 能 开拓 成 一 个 复 变数 整 函数 ( 即 在 C 中 任何 点 解析 的 
函数 ). 函数 f(z) 有 在 第 八 章 中 要 讲 到 的 奇 点 i; 当 只 考虑 变数 的 实 值 时 , 这 些 点 显 
然 不 会 出 现 . 
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8. 柯 西 不 等 式 . 刘 维尔 定理 


(8.1) ( 柯 西 不 等 式 ), 设 了 是 开 集 D CC 中 的 解析 函数; 设 a 是 了 中 一 点 ,A:|z-al< 
r 是 包含 在 D 中 的 一 个 闭 圆 盘 , 并 且 设 M 是 |f(z)| 在 A 的 边界 即 园 T: |z 一 a|="r 
上 的 上 确 界 . 那么 对 于 任何 整数 n> 0, 我 们 有 
(8.1.1) lf Wa) < 
这 里 约定 令 f(0) = 了. 

事实 上 , 应 用 公式 (7.5.1), 取 下 列 环 路 作为 7 

tat+re*(0<t<2x) 并 取 z=a; 

于 是 得 a 
jw(a) = er h f(a+re't)e "td, 


并 且 由 于 je-"i| = 1, 不 等 式 (8.1.1) 可 立即 由 中 值 定理 (第 一 章 , 3.3.2) 推出 . 
由 此 导出 下 列 定理 . 
(8.2) ( 刘 维 尔 定理 ) 在 整个 C 中 有 界 的 整 函 教 必然 是 常数 . 


事实 上 , 设 f(z) = 》 ,cnzn 是 一 整 函数 , 这 里 的 竹 级 数 在 整个 C 中 收敛 (7.4). 


n=0 
如 果 对 于 任何 ze C,|f(z)| < M, 我 们 可 应 用 (8.1.1), 取 A 为 心 是 0、 半 径 7 任意 大 
的 一 个 开 圆 盘 ; 于 是 对 于 任何 n > 1， 


len| < Mr 


可 是 当 r 趋向 于 +oo 时 , 上 式 右 边 趋 近 于 0 ( 因 n > 1), 而 且 由 于 上 式 左边 与 7 无 
关 , 从 而 对 于 ni > 1 必然 有 cn = 0, 因此 在 C 中 , f(z) = oo: 

注释 (8.3) 当 我 们 只 用 实 变数 时 , 还 是 没有 任何 与 (8.1) 或 (8.2) 相 类 似 的 结果 . 例如 
整 函数 sin kz 对 于 任何 实数 z, 满足 |sin kz| < 1, 可 是 它 的 导数 (在 及 中 ) 没有 上 界 
只 与 函数 在 及 中 的 上 确 界 有 关 ; 另 一 方面 , 这 函数 在 及 中 有 界 , 可 是 不 是 常数 ， 


9. 柯 西 条 件 


值得 注意 的 是 : 只 是 连续 可 导 的 这 一 事实 就 足以 刻画 单 复 变数 解析 函数 : 
(9.1) 在 开 集 D CC 中 确定 、 并 且 连 续 可 导 的 任何 复 值 函数 在 D 中 解析 (从 而 在 D 
中 无 穷 可 导 ). 2 
设 f 在 DD 中 连续 可 导 . 要 证 明 对 于 包含 在 D 中 的 任何 闭 圆 盘 A :|z-al<r 
{图 33), f(z) 在 开 圆 盘 |z 一 al < r 中 等 于 一 个 收敛 的 z 一 a 的 寡 级 数 之 和 , 如 果 考 虑 
环 路 了 :+ 一 a+ret(0<ts<2n0, 由 (7.2), 只 须 证 明 对 于 开 圆 盘 |z 一 a| <r 中 的 z 


9. 柯 西 条 件 “173 ， 


我 们 有 
(9.1.1) JaO= 却 


必 人 
Re | 之 
i le 
加 站 


为 此 , 对 于 0< 入 <1, 


1 f(z+ Mu — z)) Zz 十 入 (一 2) 
9.1.2 和 ) = 一 
6 -直人 全 和 人- 全 D 
(图 33). 由 于 j(z;7) = 1, 我 们 有 图 33 
fludu 站 fa)adu _ 1 du 
sD) = 3 TE oO- 过 人 人 一 2 /9 高/ 半 2 -10 


要 证 明 (9.1.1), 只 须 证 明 9 在 [0,1] 中 是 常数 . 
9(A) 可 写成 


7 /f(z+Ma+re' — 2z)) 


as 
27 A 


g(N)= 


有 f 的 可 导 性 的 假设 , 可 见 9 在 闭 区 间 [0,1] 中 
连续 , 并 且 在 开 区 间 ]0,1[ 中 可 导 , 它 的 导数 可 由 积分 号 下 求 导数 的 公式 求 得 ( 预 篇 ， 
4.6.4): 


2 
(9.1.3) y= 让 人 其 此 县 
0 


Be 


页 Si +Aa tre' — 2z))) =iMre f(z + Ma+re™ — 2z)). 
因此 由 (9.1.3) 得 : 对 于 0< 入 < 1 


g(A)= Bx (e+ Matre" 2 


这 表明 9 在 开 区 间 j0, 1[ 中 是 常数 , 并 且 由 于 它 在 闭 区 间 [0,1] 中 连续 , 于 是 有 9(0) = 
g(1), 证 完 . 

(9.2) 在 这 里 还 注意 单 复 变 函数 与 单 实 变 函 数 的 不 同 表现 . 一 个 单 实 变 函数 可 能 连续 
可 导 , 可 是 却 没 有 二 阶 导数 ; 函数 z|z| 作为 例子 就 表明 了 这 一 点 . 

(9.3) 在 开 集 D c C 中 确定 的 任何 复 值 (解析 或 否 ) 函数 可 写成 


=0, 


(9.3.1) f(z +iy) = P(r,Y) +iQ(z,Y), 


这 里 P 及 Q 是 在 D 中 确定 的 两 个 实 值 函 数 , 并 且 相 反 地 , 对 于 任何 一 对 这 样 的 函数 ， 
公式 (9.3.1) 就 确定 D 中 一 个 复 值 函 数 . 说 了 在 D 中 连续 , 与 说 P 及 Q 在 D 中 连续 
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等 价 . 设 /是 连续 的 , 现在 要 求 P 及 Q 要 满足 什么 条 件 , 函数 f 在 一 点 ao = zo+iyo 
有 关于 复 变 数 * 的 导数 . 由 定义 (第 六 章 , 6.1), 考虑 表示 式 

P(zo + s,yo+t)+iQ(zo+ 8, +t) — P(ro,yo) — iQ(zo, yo) 

8 十 证 

当 (s,t) 在 R? 中 保持 六 (0,0), 但 趋 近 于 (0,0) 时 , 上 列表 示 式 必须 趋 近 于 一 极限 ， 
并 且 特 别 当 (sb 沿 着 每 条 通过 原点 的 直线 as + Bt = 0 趋 近 于 (0,0) 时 , 上 列表 示 
式 必须 趋 近 于 同一 极限 , 现 取 两 个 坐标 轴 作 为 这 种 曲线 ; 如 果 在 (9.3.2) 中 令 t= 0， 
当 。 趋 近 于 0 时 , 既然 此 式 必 须 有 极限 , 于 是 偏 导数 名 (zo,yo) 及 5 (ao,z) 必须 
存在 , 而 且 (9.3.2) 的 极限 值 是 


(9.3.2) 


(6.3.3) (e020) +i ror) 


同样 , 如 果 在 (9.3.2) 中 令 s = 0, 当 t 趋 近 于 0 时 , 偏 导数 (ro) 及 各 (eow) 
必须 存在 , (9.3.2) 的 极限 是 
{9.3.4) -这 co 加 从 各 eo) 


比较 上 列 求 得 的 两 值 , 可 见 P 及 Q 的 偏 导数 必须 满足 柯 西 条 件 


(9.3.5) (v0,m) 三 名 (ow), (ro) = -入 (eo). 


反 过 来 有 : 
(9.4) 设 函 数 已 及 Q 在 D 中 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 并 且 这 些 偏 导 数 在 D 中 恒 等 地 
满足 柯 西 条 件 

ap 3Q sp 6Q 

(9.4.1) 示 = 责 :而 二 而 ， 
那么 函数 Flz 二 动 )= Plz, 人 +iQ(z,a) 在 DD 中 解析 . 

只 须 证 明 在 任何 点 (zo, yo), (9.3.2) 的 极限 存在 : 于 是 函数 f(z) 在 D 中 任何 点 
有 导数 , 并 且 这 导数 的 表达 式 (9.3.3), 连同 P 及 Q 的 偏 导数 连续 这 一 假设 ,就 表明 
了 fr(z) 在 D 中 连续 . 这 样 可 应 用 (9.1) 得 到 结论 . 

考虑 差 式 


F(s,t)=P(zo+s,yo +t)+iQ(zo + s,yo +t) — P(ro, yo) 
—iQ(zo, yo) — (s+ it) (Fw Yo) 十 i 中) 
我 们 有 


BP a 
RE(s,t) =P(zo+ syo t+) —P(zo0,y) — sFz (Fo,Yo) + tw yo): 
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由 柯 西 条 件 , 上 式 可 写成 
RP) = P(e0+ st +) — Pleo Wm) — 3 (ro) —t (oo,), 
同样 , 我 们 有 
F(t) = Qle0 + 0+) — Qeo wm) =8PR (em) =t eo) 


由 于 P 及 Q 的 一 阶 偏 导数 连续 , 可 以 应 用 中 值 定理 (第 一 章 , 3.6.2): 对 于 任何 = > 0， 
存在 着 一 数 7 > 0, 使 得 当 |s| <7 及 | 由 <r 时 , 我 们 有 


IRF(s,0)| < 中 十 训 ， J3F(s,t)| < js 十 击 
因而 
[F(s, t)| < els + iil, 

这 样 就 证 明了 (9.3.2) 的 极限 存在 . 

写 出 (9.4.1) 的 一 种 更 简短 的 等 价 方式 如 下 : 
of ,0f 
Be By 
(9.5) 当 连 续 可 导 的 实 值 函 数 P,Q 在 D 中 满足 柯 西 条 件 时 , 由 (9.4) 及 解析 函数 是 无 
穷 可 导 的 这 一 事实 可 见 , P 及 Q 在 D 中 当然 也 是 无 穷 可 导 的 , 并 且 我 们 有 
+ 这 和 天 人 on 

= 祭 + 


(9.4.2) =0. 


f(z+iy) = 


此 外 , 函数 2 与 29 人 加 ) 也 满足 柯 西 条 件 ; 特别 地 , 对 于 n = 


: Br" ”bzr By 
rp _araay 日 fapy__ 89/ 
A A A A 
而 且 由 于 吕 ( 忠 ) = 总 ( 各) ,对 于 了 得 到 了 拉 普 拉 尖 方程 
(9.5.1) Se 区 = 0. 


而 且 同 样 可 证 明 Q ( 它 是 -if 的 实 部 ) 也 是 这 方程 的 解 . 
反 过 来 , 在 D 中 满足 拉 普 拉 斯 方程 (9.5.1) 的 二 次 可 导 函 数 P 不 一 定 是 D 中 一 个 解析 
函数 的 实 部 (参看 第 八 章 , 9.3); 然而 我 们 有 下 列 结果 : 
(9.6) 设 P(z,y) 是 在 正方 形 呈 :|z 一 zol <T,|y 一 yo| <r 中 的 二 次 连续 可 微 函 数 ， 并 且 在 
DD 中 满足 拉 普 拉 斯 方程 (9.5.1). 那么 存在 着 一 个 在 D 中 的 解析 函数 f, 使 得 妈 f(z 十 ) 一 
P(z,V), 并 且 所 有 具有 这 种 性 质 的 函数 有 形状 有 十 c, 这 里 c 是 一 常数 . 
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注意 如 果 及 1(z+ 吉 ) = Pa, 切 ， 由 柯 西 条 件 及 (9.3.3), 我 人 有 PC+ 动 ) = 亚 亿 切 一 
;加 ( 由 由 于 D 是 连通 的 , 上 列 后 一 个 论断 由 (32) 导出 - 为 了 证 明 了 存在 ,由 (94), 只 


须 证 明 存在 着 一 个 连续 可 微 函数 Q(z,y) 在 D 中 满足 柯 西 条 件 (9.4.1); 而 这 样 的 函数 可 由 
下 列 公式 确定 : 
Qico+a 加 + 上 = -人 (eo + uyo)du + (zo + 8.bo + dv. 
事实 上 , 应 用 积分 号 下 求 导数 的 公式 ( 预 往 , 4.6.4), 我 们 有 
如 co 十 ,yo 十 共 王 SE (zo + 8s, Vo + t), 
aP 


t oP 
页 Co + 十 人 (vot s,m + vw)dv. 


名 (wo 二 5s,y0 十 二 一 

可 是 由 拉 普 拉 斯 方程， 
t 
人/ SE (go+ sy + odo = -[ GE (ot ot od 
0 
- - 先 (z 十 s,yo 十 引 十 守 (m + s, yo)- 
命题 得 证 
应 用 柯 西 定理 证 明 中 同样 的 推理 (5.1), 不 难 把 (9.6) 中 的 结果 推广 到 D 是 单 连通 开 集 

情形 . 


10. 魏 尔 斯 特 拉 斯 收 全 定理 


(10.1) ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 收敛 定理 ) 设 { 户 } 是 开 集 D C C 中 的 一 个 解析 函数 序列 ， 并 
且 设 对 于 D 中 所 包含 的 任何 闭 国 盘 A, 序列 {f(z)} 在 A 中 一 致 收 仇 于 一 个 极限 
f(z). 那么 函数 有 在 DD 中 解析 , 并 且 对 于 D 中 所 包含 的 任何 闭 圆 盘 人 及 任何 整数 
大 > 1 导 函 数 序列 【jl(z)} 在 A 中 一 致 收效 于 f(z) (比较 第 五 章 , 3.6.4). 

事实 上 , 设 A : |z - zo| < + 是 包含 在 D 中 的 一 个 闭 圆 盘 , 并 且 设 + 是 环 路 
t 一 z0 十 ret(0 < t < 2r). 函数 f 在 D 中 是 连续 的 (第 五 章 , 3.1); 要 证 明 它 在 开 圆 
盘 |z -zol < r 中 解析 , 由 (7.2), 只 须 证 明 对 于 这 圆 盘 中 任何 点 z, 我 们 有 


(10.1.1) 站 全 二 二 fe. 


而 由 柯 西 公式 (7.1), 我 们 有 


1 fruwdu rr ffn(zo+reit)e'dt 
2riJ, u-z 2xJo z+ret—z “ 


fn(z) = 


但 是 对 于 固定 的 :函数 序列 ， 血 Co 上 re je ” 在 [0,2q] 中 一 至 收 化 于 t 一 
2 十 Fe 一 和 
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fro tre)e® 事实 上 , 我 们 有 


加 二 TE 一 Z 


lz—z0—ret|>7—|z— zol, 


并 且 由 假设 , 对 于 任何 s > 0, 存在 着 no, 使 得 对 于 n > no 及 对 于 任何 te [0,2n], 我 
们 有 |f (zo 十 re™*) 一 fn(z0 十 re*)| < e. 由 此 得 : 对 于 n> no, 并 且 对 于 任何 te |0,27]， 
我 们 有 


(fn(zo+ret)— f(z0+re™))e't 


10.1.2 ” 
( ) Zz0+rett—z 


< 


r—|z—zol 
关于 函数 序列 一 致 收敛 的 论断 得 证 . 由 在 积分 中 取 一 致 极限 ,立即 可 得 关系 式 (10.1.1) 
(第 五 章 , 3.4). 
这 样 还 可 对 n> no 求 得 上 界 如 下 : 
(10.1.3) -Ah Ea 


一 如 | 


由 此 可 证 明 : 只 要 设 序列 {f(u)} 在 图 周 |u 一 zo| = r 上 一 致 收效 于 f(u), 就 可 导出 
在 任何 圆 盘 
lz 一 如 入 m， 这 里 < 
中 , 序列 {f(z)} 一 致 收敛 于 f(z). 
同样 , 从 关系 式 (7.5.1) 


人 9= 基 / 志 歇 


2ri ), (u— z)ett 


以 及 关于 f(z) 的 类 似 公式 出 发 , 可 对 n > no 求 得 上 界 如 下 : 


(10.1.4) WO -DS Fa 
由 此 可 证 明 : 对 于 任何 w ej0,7l, /9(z) 在 圆 盘 |z 一 zo| < 7' 中 一 致 收敛 于 1 的 (zz) 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 可 以 看 作 推广 了 这 一 事实 : 寒 级 数 在 它 的 收敛 圆 盘 内 是 解析 
函数 (第 六 章 , 5.2). 同样 , 下 列 结果 推广 了 (7.2): 
(10.2) 设 Y:I= [ao 中 一 C 是 C 中 的 一 条 道路 ;还 设 DD 是 C 中 的 一 个 开 集 , 并 且 在 
D x 7Y(1) 中 给 出 具有 下 列 性 质 的 一 个 复 值 函数 (z,u) 一 g(z,): 
le 对 于 任何 wE 7Y(]), 函数 z 一 g(ziu) 在 D 中 解析 ; 
2 函数 (zu) 一 g(2,a] 及 (2 一 Su, 在 DD x7”Y(1) 中 连续 . 
(注意 集 D 及 7Y(T) 在 C 中 没有 任何 必须 的 关系 ). 
在 这 些 条 件 下 ， 


(10.2.1) f(z) = [ gtau 
1 
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在 了 中 解析 . 
事实 上 , 令 


b 
Rep) = fe +i) = { ge + ty, (OY (Wat. 


舍 一 个 参 变 数 的 积分 的 性 质 表 明 : R 连续 有 过 续 的 一 阶 全 导数 5 ， 5， 并 且 我 们 
有 b 
时 + 可 =- ( 训 e+raa0+ 刘 re+iznG))YGu=u 


于 是 由 柯 西 条 件 (9.4.2) 就 证 明了 (10.2). 

(10.3) 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (10.1) 可 把 (10.2) 推广 到 更 一 般 的 积分 .所谓 在 C 中 
的 无 端点 道路 是 确定 在 妇 中 的 一 个 (有 界 或 无 界 ) 开 区 间 I =]a,b[ 中 的 一 个 映射 
7 :1 一 C, 对 于 包含 在 工 中 的 任何 闭 区 间 [c,dj,7 在 [c,d] 中 的 限制 是 一 条 道路 (在 
第 1 节 中 确定 的 意义 下 ); 当 t 趋 近 于 a 或 b 时 ,不 设 Y(t) 趋 近 于 一 极限 . 如 果 /是 


1 中 的 连续 复 值 函 数 , 我 们 把 7C(D)Y(Ddt ( 当 它 存在 时 ) 叫做 洛 无 端点 攻 
路 + 的 反常 积分 (第 三 章 , 9.7), 也 把 它 记 作 的 f(z)dz. 有 了 这 一 定义 , 我 们 有 : 


(10.4) 设 Y:I=joab[C 是 C 中 的 一 条 无 端点 道路 : 还 设 D CC 是 C 中 一 个 开 集 ， 
并 且 给 出 D x 7(D) 中 的 一 个 复 值 孟 数 (z,z) 一 g(z,z), 它 具 有 (10.2) 中 的 性 质 1 及 
2°, 并 且 满 足下 列 条 件 : 

3。 对 于 任意 的 闭 圆 盘 A C D, 任意 的 闭 区 间 J CT 以 及 任 一 数 & > 0, 存在 着 包 
含 在 工 内 的 一 个 闭 区 间 [co, do] CT 它 包 含 机 并且 如 果 Yo 是 了 在 [co,do] 中 的 限制 ， 
对 于 任何 zeA, 我 们 有 


J sve f Ce <e, 


在 这 些 条 件 下 , 函数 f(z) = J sa 在 D 中 解析 . 


应 用 假设 , 并 且 对 所 有 整数 ne > 1, 取 < = 1/n， 我 们 得 到 一 个 道路 序列 yn : 
[endn] 一 C, 这 些 xy 是 7 在 区 间 [cn,dn] cI 中 的 限制 , 这 里 cn 趋 近 于 a,dn 趋 近 
于 b, 而 且 对 于 任何 z € A， 


|/ g(z,u)du 一 从 CER < 1/n. 


因为 由 (10.2), 函数 f(z) = 人 g(z aa 在 D 中 解析 , 并 且 在 A 中 一 致 收敛 于 f(z)， 
所 以 由 (10.1), f 在 DD 中 解析 . 


例 (10.4.1) 第 二 类 欧 拉 积分 
i 
.4.2 让 (z—l)logt-taf 
(10.4.2) T(z) / dt 


不 仅 对 于 z 是 实数 且 > 0 时 是 确定 的 , 而 且 对 于 Rz > 0 是 确定 的 ; 这 是 因为 
对 于 z =z+ 说 及 z > 0,|elz-Uiogte-!| = 好 -le 所 以 反常 积分 绝对 收敛 ， 函 数 
(2 和 一 ecDlogt 王 及 (zi 一 logtec-Ulogt 环 在 半 平 面 D :入 z >0 与 I=]0,+ee[ 的 
乘积 中 连续 , 并 且 对 于 任何 te Lz 一 etc-Uogt- 在 DD 中 解析 . 最 后 ,对 于 0<h<1 
及 及 z >a> 0, 我 们 有 


h 
/ etz-tjiogt 一 4 
0 


1 
</ te-1gt = ~he, 
0 a 


它 (对 于 固定 的 a) 随 着 h 可 任意 小 ; 同样 , 对 于 N > 1 及 Rz < b, 我 们 有 


二 oo 十 oa 
|/ ceooe- 吕 < 人 tle-tadt, 
N Nn 


它 (对 于 固定 的 5) 随 着 1/N 任意 小 . 因此 (10.4) 中 的 条 件 3° 被 满足 , 并 且 T(z) 对 
于 Rz > 0 是 解析 的 . 

注释 (10.5) 在 (10.1) 中 条 件 下 , 设 对 于 任何 闭 圆 盘 A < D, 集 户 (A) 都 包含 在 同一 
有 界 闭 集 F Cc C 中 , 设 “ 是 在 包含 F 的 一 个 开 集 EE 中 的 解析 函数 . 那么 由 第 五 章 ， 
2.6, (在 D 中 解析 的 ) 复合 函数 序列 uo f 在 任何 闭 圆 盘 A C D 中 一 致 收敛 , 并 且 
以 解析 函数 wo 为 极限 . 

(10.6) 魏 尔 斯 特 拉 斯 收敛 定理 (10.1) 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 (第 五 章 , 5.2) 初 看 起 
好 像 是 矛盾 的 : 第 一 个 定理 表明 多 项 式 的 一 致 极限 是 解析 函数 , 而 第 二 个 定理 却 表 
明 多 项 式 的 一 致 极限 可 能 是 任何 连续 函数 .这 一 表面 上 的 悖 论 的 理由 是 : 在 (10.1) 
中 , 要 求 一 致 收敛 在 C 中 的 一 个 非 空 开 集中 成 立 ; 而 在 第 五 章 , 5.2 中 , 只 要 求 一 致 
收敛 在 一 个 直线 段 中 成 立 , 而 在 这 直线 段 外 , 序列 一 般 甚至 于 不 收敛. 


习 


1) 设 F 是 平面 C 上 有 限 条 互 不 相交 的 半 射 线 的 并 集 , 每 条 半 射 线 由 下 列 形状 的 方程 所 
确定 : Jz = Bi,Rz < ai, 或 Jz = B),Rz > oj. 证明 余 集 C 一 下 是 单 连通 的 ( 按 半 射 线 的 
条 数 递 排 论 证 ). 

2) 设 7 是 开 集 D CC 中 的 一 条 道路 , 证 明 环 路 YV 7? 与 D 中 一 点 同 伦 . 

3) 设 函 数 三 在 闭 圆 盘 |z| < ! 中 确定 并 且 有 界 , 在 开 圆 稚 |z| < 1 中 解析 , 在 |z| < 1 除 
去 有 限 个 点 外 连续 . 证 明 我 们 有 


ms 
去 人 fceow= 7 
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(应 用 在 |z| < 1 中 不 含 不 连续 点 的 有 界 闭 集中 , /一 致 连续 . 把 积分 区 间 用 8 - Fe) 
的 不 连续 点 作出 分 划 , 求 册 当 趋 近 于 1 时 , 关 式 人 (le9) - Jrea))ag 的 上 界 ) 


所 
由 此 导出 |f(O)| < 去 / |f(e*)ldg, 并 县 如 果 了 在 一 个 包含 国共 jz| < 的 开 集中 解 


析 , 只 有 当 f 在 |z| < 1 中 是 常数 时 , 上 式 才能 成 为 等 式 (应 用 第 六 章 , 习题 11). 

4) 设 有 ,… ,所 是 在 连通 开 集 D C C 内 的 解析 函数 ; 证 明 只 有 当 所 有 fi 在 D 中 都 是 
常数 时 ,函数 p(z) = 1 有 i(z)| 十 | 忆 (z)| 十 … 十 | 所 (z)| 才 可 能 在 D 中 一 点 达到 相对 极 大 值 . 
(注意 对 于 充分 小 的 7, 我 们 有 


2r 
~(z0) < 去 人 w(zo 十 ret8jd6b， 
并 且 只 有 在 下 述 情形 下 , 上 式 才 能 成 为 等 式 ， 对 于 每 个 j, 函数 f; 满足 关系 式 |f;(z0)| = 


27 
去 广 e+renlae (是 
由 此 导出 : 如 果 有 一 解析 函数 /使 得 在 D 中 
Ha = 40)+ 1a) + 和 十 所 (Ch 
那么 函数 广 和 都 成 比例 (考虑 耳 数 记 / 用. 
避 设 
j(z) =ao 十 az 十 … 十 anz 十 
是 罗盘 |:| < 1 中 的 收 策 宕 级 数 . 设 11(z)| < 了 一 可 证 明 我 人 有 
[3 (+ £) or+ 1) <e(n+1). 


6) 设 
f(z) =a0+az+ +anz" + 
是 |z| < 1 中 收敛 的 竹 级 数 . 设 在 圆 |z| = > < 1 上 , 我 们 有 |f(z)| < M. 如 果 对 于 一 个 满足 
|zol < r 的 zo,f(zo) = 0, 证 明 我 们 有 


laojr 
+ 
7) 对 于 在 开 集 D C C 中 确定 的 任何 两 实 变数 的 复 值 函数 f(z,y), 设 F(z,z) = 
1 (3+ 引 二- 习 )， 要 使 得 7 在 D 中 解析 , 必须 而 且 只 须 一 0 
8) 如 果 f 是 D 中 的 解析 函数 , 并 且 如 果 令 F(z,y) = |f(z 十 iy)|>, 证 明 我 们 有 
PF PF , 
B+ Br 4If' (2)P. 
由 此 导出 : 不 存在 一 对 非常 数 的 解析 函数 f, 9, 使 得 Rg(z) = |f(z)|. 
9) 设 f(z) = ao 十 aiz 十 … 十 anz" 十 … 是 在 圆 盘 |z| < RR 中 收敛 的 宕 级 数 , 并 且 对 
于 0<r<R 及 0<4<2n 邻 


|zo|l > 


U(r,0) = Rf(re®), V(r,0) = 27f(re™). 


证 明 我 们 有 , 对 于 n > 1， 


区 
六 2 3 U(r, 0)e-"*4ag = 去 广 V(r, 0)e—"dg. 
mr ja 


FT 


由 此 导出 : 如 果 f(0) 是 实数 , 我 们 有 , 对 于 |z| < 7， 
Ta= a U(r, 9) 


ze-5d0 


10) 8) 设 f(z) = 于 十 az 十 … 十 anz 十 … 是 在 加 级 |z| < 1 中 收敛 的 大 级 数 , 如 果 
对 于 |z| < 1, 我 人 有 及 J(z) > 0, 那么 对 于 任何 n> 1, 我 们 有 lan| < 1 (应 用 习题 9). 

b) 设 f(z) = ao 十 a1z 十 … 十 anz" 十 ,… 是 在 圆 盘 |z| < RR 中 收敛 的 寡 级 数 , 并 且 设 
在 这 圆 盘 内 , 我 们 有 及 f(z) < 4. 证 明 对 于 0 < r < RR, 我 们 有 

jaol+lajr+ + lanlr" + < aol+ (4 一 Rao)， 

(到 适当 的 常数 a, B, 作 丙 数 a + Bf(Rz), 把 问题 化 到 a) 的 情形 .) 

11) 给 出 一 个 等 级 数 了 anz" 为 例 , 使 它 在 闭 圆 盘 |z| < 1 中 绝对 并 且 一 致 收敛 , 可 是 

n=0 
导出 级 数 》` nanzn-: 在 开 圆 盘 |z| < 1 中 不 一 致 收敛 
es 


12) 证 明 : 对 于 -1 < z < 0, 备 级 数 yn /mn 一 致 收敛 , 但 是 绝对 值 的 级 数 在 半 开 区 


n=0 


间 一 1 < z 和 0 中 不 一 致 收敛 . 
13) 对 下 列 每 个 级 数 , 求 使 它 收 敛 的 点 z < C 所 组 成 的 集 : 


3 CC 本 za) 2 (2), 号 ee, 


DA St Sis 


n=0 


(对 于 最 后 两 级 数 , 要 用 到 这 一 事实 : 如 果 9 是 无 理 数 , 存在 着 整数 的 一 个 增 序列 {nx}, 使 得 
im (nx6 - mxg] = 0.) 上 列 这 些 级 数 在 哪里 一 致 收 俩 ? 
14) 证 明 如 果 级 数 a1 + az 十 … 十 an 十 … 收敛 , 那么 对 于 满足 |z| 关 1 的 任何 z, 级 数 


ee 二 收敛 ; 反 过 来 , 如 果 级 数 al + az 十 … 十 an 十 '… 不 收敛 , 并 且 如 果 书 < 1 是 


宪 级 数 三 > 的 收敛 半径 , 那么 级 数 3 Qnz” 对 于 |z| < 中 收敛 , 对 于 |z| > 及 不 收 


敛 . (注意 由 阿 贝尔 引 理 , 如 果 se 的 级 数 对 于 lzo| > 1 收敛 , 那么 一 般 项 


2 = 在 哪里 一 致 收敛 ? 


邓 果 f(z) = a1z 十 222 十 … 十 anz" 十 …, 证 明 对 于 |z| < RR, 一 般 项 是 f(z*) 的 级 数 
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(k > 1) 绝对 收 合并 且 有 和 3 名， 并 目 这 和 本 身 等 于 等级 数 


Ciz 二 C222 十 "十 Cnz2" 十 ， 
这 里 对 于 任何 n > 1,cn = 》 oa, 而 4 取 遍 可 以 整除 n 的 大 于 或 等 于 1 的 整数 . 
din 
15) 级 数 


对 于 |z| < 1 及 对 于 |z| > 1 收敛; 它 的 和 对 于 |z| < 1 等 于 1, 而 对 于 |z| > 1 等 于 0. 

16) 证 明 一 般 项 是 Sy 的 级 数 对 于 不 等 于 整数 n(n € N) 的 任何 z & C 收敛 , 在 不 
售 任 何 负 整数 的 有 界 闭 集中 一 致 收敛 , 而 在 C 中 任何 点 都 不 绝对 收敛 

17) a) 证 明 在 满足 > > 0, 18| < 下 的 点 z 十 re” 所 组 成 的 集 8 中 , 一 般 项 是 在 
的 级 数 绝对 收敛 , 但 不 一 致 收 全 

b) 证 明 在 S 中 一 般 项 是 生生 
的 级 数 不 一 致 收 伍 . ee 

18) 设 {Xs} 是 一 个 严格 增 实数 序列 , 并 且 lim_ Xn = +o0. 证 明 如 果 级 数 a 


n=0 


(" 猴 利克 雷 级 数 *) 在 一 点 zo = zo + iyo 收敛 (或 绝对 收敛) 它 在 满足 > > zo 的 任何 点 
z 二 Zz 十 亡 收 伍 (或 绝对 收敛 ); 此 外 , 在 由 满足 r> 0 及 lg| < a 的 点 z= zo 十 re” 所 组 成 


的 记 形 中 . 级 数 一 致 收敛 , 这 里 0 < a < 3 ( 写 出 one 一 ane ye Ci 应 用 第 
六 章 , 习题 3a), 以 及 不 等 式 : 对 于 满足 a < 6b 的 实数 a,b， 


z / dt 
19) 求 出 下 列 狄 利克 雷 级 数 对 于 z 的 哪些 值 收 合 (及 绝对 收敛 ): 


eren, em, 


n=1 n=2 


Fresenoen, SS er 
An 


n=2 


20) 对 于 z EC 的 哪些 值 下 列 积分 收敛 , 并 且 在 哪里 它们 确定 z 的 解析 函数 ? 


to sint to cost +ee sintz 
/ dt, dt % dt 
0 t o 0 


于 pt 
[ dt, i / dt (实数 c 关 0)， 
3 t t Cc-ioc t 


g 
的 级 数 绝对 并 且 一 致 收敛 , 但 是 一 般 项 是 | 


Je -ee = < 轩 (e-* -em). 此 时 on 20) 


(在 以 上 最 后 三 个 积分 中 , 没 着 取 积分 的 道路 所 用 记号 表示 或 者 是 半 射 线 t 一 c 十 it > 0)， 
或 者 是 直线 圭一 c 十 it(t € 及 ); 关于 z! = etogz 的 定义 , 见 第 八 章 , 9.6.) 


21) 令 g(z) = 人 “ee2/aduexp( 一 2212) 在 C 中 的 原 函 数 ). 
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有 证 明 对 于 -于 <9< 于 位 Ss 至)， 当 趋向 于 +oo 时 , g(reia) 一 至 趋 近 


= 大 人 -3) 


b) 证 明 存 在 着 一 个 递减 的 > 0 的 数列 {am}m>o, 使 得 级 数 
f(z) = aog(z) 十 alg(z8) 十 azg(z64) 十 … 十 amg(zsm) 十 … 


在 任何 略 盘 |z| < R 中 一 致 收敛 , 从 而 是 一 整 函数 ; 此 外 , 还 可 取 序列 {am}, 使 得 对 于 任何 
m, 我 们 有 


am+1 十 am+2 十 … 委 Zam; 


在 这 种 情形 下 , 对 于 任何 序列 {em}m>o, 这 里 em 等 于 +1 或 -1, 级 数 到 Emam 收敛 , 可 


m=0 
是 对 应 于 不 同 的 序列 {em}， 和 全 由 和 
令 im 二 2(1 一 em), 并且 9=2 > Br 利用 a) 证 明 : 当 r 趋向 于 +oo 时 , f(re”*) 


新近 于 5 emam (考察 8"0 的 值 ) 
26 


22) 设 /是 在 及 的 区 间 ]zo -- c, ro + c[ 中 无 穷 可 导 的 复 值 函数 , 证 明 要 使 得 在 C 中 存 

在 着 一 个 圆 盘 |z - zo| <r < c 与 一 个 在 这 圆 盘 内 解析 的 函数 9, 而 且 在 区 间 ]zo 一 7, zo 十 r[ 

中 , g(z) = f(z), 必须 而 且 只 须 存在 着 一 个 数 b < c, 一 个 整数 上 > 0 以 及 一 数 A > 0, 使 得 
对 于 zo 一 bz < zo 十 b 以 及 任何 整数 n> 0, 我 们 有 
FOR < A™(n tk)! 


(要 看 出 这 条 件 是 必要 的 , 应 用 柯 西 不 等 式 ; 要 看 出 它 是 充分 的 , 求 有 在 点 zo 的 泰勒 公式 余 
项 的 上 界 ). 
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1. 解析 开拓 与 奇 点 


设 了 是 在 连通 开 集 D c C 中 的 解析 函数 ; 如 果 zo 是 D 中 一 点 , 我 们 知道 /在 
点 zo 的 泰勒 级 数 在 D 所 包含 的 、 心 是 zo 的 最 大 开 圆 盘 A :|z- zol < r 中 收敛 (第 
七 章 , 7.3). 可 是 , 如 同 我 们 所 已 注意 到 , 可 能 (并 且 这 
是 常见 的 情形 ) 这 级 数 的 收效 圆 盘 Ao (第 五 章 , 2.3) 区 
比 A 更 大 (图 34). 由 于 A 的 边界 |z 一 zo| = r 至 少 
包含 D 的 边界 上 一 点  ( 预 篇 , 5.5), 可 见 存在 着 一 
个 函数 g, 在 包含 za 的 开 集 Ao 中 解析 , 并 且 在 开 集 
(由 于 2 是 D 的 边界 点 , 这 不 是 空 集 ) Ao 站 D 与 了 
相等 . 
这 就 导致 一 般 可 把 D 的 边界 点 2 分 成 两 类 : 如 
果 存 在 着 一 个 包含 za 的 连通 开 集 Ao 以 及 一 个 在 Ao 图 34 
中 的 解析 函数 g, 它 在 以 z1 为 边界 点 的 开 集 Di C 
D 门 Au 中 , 与 f 相等 ,就 说 1 是 正则 点 (对 于 .否则 就 说 za 是 广 的 奇 点 ， 
容易 想到 当 4 是 D 的 边界 点 而 且 是 f 的 正则 点 时 , 可 以 (用 前 面 的 记号 ) 把 解 
析 函 数 f 开拓 到 比 D 更 大 的 开 集 DU Ao 中 , 使 函数 在 D 中 等 于 f, 在 Ao 中 等 于 
9. 当 j 与 9 在 整个 DNAo 中 相等 时 , 事实 上 这 是 可 能 的 ; 当 D 门 Ao 是 连通 集 时 ， 
由 解析 开拓 原理 (第 六 章 , 7.3), 就 自动 出 现 这 种 情形 . 
可 是 可 能 出 现下 述 情形 : zi 是 f 的 一 个 正则 点 , 交集 DD 门 Ao 不 是 连通 的 (图 
35), 并 且 妆 与 9 不 在 整个 交集 中 相等 ， 中 (由 定义 ) 只 是 在 se 个 连通 开 子 


1. 解析 开拓 与 奇 点 - 185 ， 


上 面 提出 的 在 DU Ao 中 确定 一 个 函数 . 在 后 面 (8.7) 
还 要 看 到 这 种 现象 的 实例 : 无 论 含 z! 的 开 集 Ao 怎 
样 小 , 并 且 虽 然 za 是 正则 点 , 还 是 不 可 能 开拓 f. 

是 否 可 把 f 解析 开拓 到 比 D 更 大 的 开 集 因 此 同 
时 与 f 及 了 的 几何 性 质 有 关 . 例如 当 D 是 开 圆 盘 、 
开 半 平面 或 矩形 的 内 部 时 , 对 于 以 D 的 任 一 边界 点 
zi 为 心 的 开园 盘 Ao,D 门 Ae 是 连通 的 , 并 且 如 果 2 
是 了 的 正则 点 , 那么 对 于 充分 小 的 圆 盘 Ao, 就 可 把 图 35 
f 开拓 到 DU Ao. 由 此 导出 下 列 命题 ; 
(11) 设 Flz) = eco 十 cz 十 … 十 cnzn 十 … 是 z 的 震级 数 , 它 的 收 黎 半径 RR> 0 并 且 
是 有 限 的 . 那么 这 级 数 的 收效 国 盘 D :|z 一 z| < RR 至少 有 一 个 边界 点 同时 是 了 的 
奇 点 . 

事实 上 , 假定 这 命题 不 成 立 ， 那 么 对 于 D 的 任何 边界 点 u (这 时 lul = RR), 应 
存在 着 一 个 心 是 u、 半 径 > 0 的 一 个 开 圆 盘 Au， 而 在 A, 中 应 有 一 解析 函数 gw 
在 D 门 A。 中 与 f 相等 .而 且 对 于 满足 jul = |w| = RR 的 不 同 两 点 uw, 如 果 交 
集 Au 门 Avw 不 是 空 集 , 那么 函数 gu 与 gw 在 Au 门 Aw 中 相等 . 事实 上 , 这 时 交集 
DA。PAvw 是 非 空 开 集 (图 36), 由 假设 , 函数 gs 及 gw 与 了 在 其 中 相等 , 又 因 
Au 门 Aw 是 连通 的 , 由 解析 开拓 原理 (第 六 章 , 7.3), 可 见 gu 与 gu 在 Au 门 Aw 中 
相等 . 于 是 设 D' 是 由 D 及 所 有 A。 所 形成 的 开 并 集 , 这 里 取 凯 圆 |u| = RR 上 的 
值 . 在 D' 中 可 以 确定 一 个 函数 g, 使 它 在 D 中 等 于 了, 在 每 个 圆 盘 Au 中 等 于 gu; 由 
以 上 所 述 , 在 D' 中 每 点 只 能 得 到 一 个 值 , 这 样 就 确定 了 D' 中 一 个 函数 g, 它 显然 是 
解析 的 , 并 且 开 拓 了 f， 由 定义 , 圆 lu| = RR 上 所 有 点 都 属于 D', 因此 包含 在 D' 内 、 
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心 是 0 的 最 大 开 圆 盘 De 有 半径 Ro > R ( 预 篇 , 5.6). 9 在 点 0 的 泰勒 级 数 于 是 应 在 
Do 中 收敛 (第 七 章 , 7.3); 但 这 级 数 应 与 f 在 点 0 的 泰勒 级 数 相同 , 这 样 就 得 到 矛盾 . 
命题 得 证 . 

(1.2) 如 果 f 是 一 个 连通 开 集 D 中 的 解析 函数 , 可 能 Di 的 所 有 边界 点 都 是 了 的 奇 
点 (习题 2). 这 时 在 一 个 比 D 大 的 开 集 中 , 不 存在 任何 由 开拓 出 的 解析 函数 ; 我 
们 有 时 说 DD 是 函数 f 的 “自然 存在 域 ". 最 常见 的 情况 是 在 D 的 边界 点 中 , 有 些 是 
的 正则 点 , 有 些 是 奇 点 . 我 们 以 后 (8.7) 再 讨论 解析 开拓 问题 所 可 能 提出 的 难题 , 现 
在 先 详细 研究 一 种 特别 简单 的 情形 , 即 孜 立 边界 点 情形 . 


2. 孤立 奇 点 : 洛 朗 级 数 


(2.1) 设 D 是 C 中 的 开 集 , 并 且 a 是 它 的 一 个 边界 点 , 如 果 存 在 着 心 是 a 的 一 个 开 
圆 盘 A :|z 一 a| <mA 中 除 a 外 所 有 点 属于 D, 就 说 a 是 D 的 一 个 孤立 边界 点 , 可 
以 表明 这 就 是 说 , D 中 除 a 外 没有 任何 边界 点 . 我 们 要 研究 D 中 解析 函数 在 a 的 邻 
域 中 的 性 质 , 因此 可 以 只 考虑 D = A 一 {a} 情形 . 
这 样 的 集 是 开 环形 S$:ri < |z 一 aj <7z 的 
一 种 特殊 情形 , 这 里 0 < mi < 72. 因此 我 们 要 更 
一 般 地 考虑 这 种 环形 中 的 解析 函数 . 
首先 , S 是 连通 开 集 , 可 是 不 是 单 连通 的 : 事 
实 上 , 如 果 rl < r < m, 并 且 如 果 7 是 环 路 
t—at+rer (<t<2n9, 积 分/ : 生 ; 等 于 
了 zs—a 
2ni (第 七 章 , 3.3), 而 函数 1/(z 一 a) 在 S 中 解析 ; 
我 们 的 论断 由 柯 西 定理 可 得 (第 七 章 , 5.1). 而 由 
柯 西 定理 , 还 可 得 下 列 推论 : 
(2.2) 如 果 rl <7<ri <r2, 并 且 如 果 用 了 及 路 
表示 环 路 4 一 aret 及 上 一 Ga 二 mei (0<t< 
2m), 那么 对 于 在 S 中 解析 的 任何 函数 f, 我 们 有 


Jae= |, 1. 


事实 上 , 只 须 证 明 (第 七 章 , 5.1), Y 及 Y 作为 环 路 , 在 S 中 是 同 伦 的 . 这 可 从 考 
虚 下 列 同 伦 映射 立即 看 出 : 


p(ts) =a+(r(1 一 3) 十 sr)e*， 这 里 0<t<2n 并 且 0<s<1. 


从 命题 (2.2) 可 导出 下 列 公式 来 代替 柯 西 公式 (第 七 章 , 7.1) (在 非 单 连通 集 $ 中 
不 能 应 用 ): 


2. 孤立 冶 点 : 洛 朗 级 数 “187 ， 


(2.3) 设 了 是 S 中 的 解析 邓 数 ; 用 (2.2) 中 的 记号 , 我 们 有 : 对 于 7 <|z 一 a| < 
(2.3.1) j= {Be _ 1 | fd 


2mi jz-2z 2m)y zz 


oy 


事实 上 , 如 同 在 第 七 章 , 7.1 中 一 样 , 还 是 在 S 中 确定 两 数 g(z): 
| 人 对 于 zz， 


9g(z) = 了 (7)- 
与 第 七 章 , 7.1 同样 的 论证 表明 , g 在 $ 中 解析 . 对 这 函数 应 用 (2.2), 就 得 到 
| )az _ {Oe . 
Ja/ 过 过 嫩 。 /四 /过 之 一 也 


网 


可 是 由 关于 = 的 假设 ,我 们 有 /22 = 0 以 及 人 -和 -2m 第 七 章 ,64), 由 此 
得 公式 (2.3.1). » 

由 此 导出 f(z) 的 一 个 级 数 展开 式 , 用 来 代替 泰勒 展开 式 : 
(2.4) 用 (2.2) 中 的 记号 , 我 们 有 : 对 于 S 中 任何 解析 函数 以 及 任何 z € S， 


(2.4.1) f(z)= Sg —a)"+ ES 二 


n=0 


这 里 条 级 数 了 co(z 一 o)" 对 于 | 一 ol<r 收 仇 ， (5 上 和 级 数 DS 2 
n=0 
对 于 |z 一 a| > ni 收 北 ,并 且 系数 由 下 列 公 式 给 出 : 
1 f(z)dz 


2 (z=— ot 


(2.4.2) cn= dn -过 /ac-or lgz; 


这 些 公式 对 任何 下 列 环 路 成 立 : Y:t 一 a+re* (0 <t<27) 而 且 ri<r<r2(f 在 
S 中 的 “ 洛 朗 展 开 式 ”). 

事实 上 , 设 z 是 S 中 任 一 点 . 由 于 m < |z 一 al < 72, 可 找到 两 数 mr 使 得 
rn<r<lz—-al<r <r, 由 第 七 章 , 7.2, 我 们 有 


tan 


1 fludu . 
二 pa 亿 一 ojn+i” 


上 列 级 数 对 于 jz 一 a| <7' 收敛 . 


这 里 
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另 一 方面 , 对 于 lv - a| = >, 可 写 出 


1 1 1 
(2.4.3) 二 -二 = 
一 
加 1 (wu—a)”"-! 
oo 


这 里 上 列 级 数 收 敛 , 而 且 


(ua)"™! 
(z 一 om” 


二 


3 1 


Ea 


r 
z—@ 


(2.4.4) 


由 于 函数 f 在 圆 lu 一 a| = > 上 连续 (从 而 有 界 ), 由 第 五 章 , 2.5, 并 由 (2.4.4), 一 
般 项 如 下 的 级 数 


rn f(a +reit)ent 
(2—a)"™ 


对 于 0 和 ts 2x 正规 收敛 ; 应 用 第 五 章 , 3.5. 我 们 得 到 


flu)du 2 pe 


各社 


二 将 (z 一 


这 


申 


dn= 支 [iwi +rei)e™tdt = a jh Fa 一 an du; 
上 列 级 数 对 于 |z 一 al > r 收敛 ， 如果 考 虑 到 (2.2) 以 及 函数 f(z)/(z - aj"+: 与 
f(z)(z -a)"! 在 S 中 解析 这 一 事实 , 可 见 在 上 面 cn 及 d。 的 表示 式 中 可 以 把 半径 
7 与 7 用 满足 m < rm < rz 的 任何 数 ”来 代替 . 由 此 可 见 , 级 数 > cn(z -a)" 及 


n=0 
2 er 分 别 对 于 |z 一 a| < rz 及 jz 一 al > ri 收敛 ; 最 后 由 以 上 所 述 及 (2.3.1) 
就 得 到 公式 (2.4.1). 
(2.5) 我 们 注意 f(z) 只 有 一 个 形 如 (2.4.1) 的 展开 式 , 其 中 含 两 项 分 别 是 z 一 a 及 
二 的 震级 数 , 它们 对 于 nt < |z 一 a < ra 收敛， 
事实 上 , 如 果 我 们 有 一 个 这 样 的 展开 式 
/(z)= 3 cz —a)" a 


n=0 


由 第 六 “ 章 , 2.2， 根据 对 上 面 两 个 宪 级 数 的 收敛 性 所 作假 设 ， 本 站 <r<rm<rz, 级 
数 Da( z 一 Q)” 对 于 |z 一 a| < r” 正规 收敛 ， 并 有 级 数 了 和 二 对 于 jz 一 ol > 


n=1 
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正规 收敛. 因此 对 于 满足 r < r < rz 的 任何 数 ", 以 及 任何 ( 正 或 负 ) 整数 m, 由 第 
五 章 , 3.5, 可 以 写 出 


OT 
~ z—a)"dz Dfe a) i 人 a) z 
这 里 7 如 同 在 (2.4) 中 那样 确定 . 但 


(2.5.1) fe 一 CjPdz = rrt!i 让 ep+l)itdt = 0， 如 果 p 关 一 1 
7 0 2ri， 如 果 7 = -1 


因此 由 (2.4.2), 就 得 到 对 于 n> 0,c = cn, 对 于 > 1, 必 = dn. 


3. 解析 函数 在 孤立 奇 点 的 邻 域 中 的 研究 


(3.1) 现 回 到 研究 在 “ 带 洞 圆 盘 *A 一 {4} : 0 < |z 一 al < 7 中 解析 的 琐 数 f， 由 上 节 ， 
它 有 唯一 的 洛 斋 展开 式 (2.4.1), 是 在 A - {a} 中 收敛 的 级 数 . 函数 


ea 
(3.1.1) u(z) = Bi 
叫做 f 在 点 a 的 奇异 部 分 . 既然 这 级 数 对 于 = 一 a 关 0 收敛 , 函数 

1 Cn 
(3.1.2) u(z) = ( + 2) = 2 
是 复 变数 zx 的 整 函数 . 因此 函数 f(z) -ulz) 是 A 中 的 一 个 解析 函数 在 A 一 {a} 中 
的 限制 . 我 们 把 (已 给 f 的 ) 孤立 边界 点 按照 相应 奇异 部 分 的 性 质 分 类 : 


le 先 假设 恒 等 于 零 , 换 句 话说 , 对 于 任何 n> 1,dn =0, 那么 对 于 0<|z-al < 
7, 我 们 有 


但 上 式 右 边 在 整个 开 圆 盘 A : |z -a| <r 中 解析 , 因此 它 把 了 开拓 到 A. 而 且 反 过 
来 , 如 果 f 可 开拓 成 在 A 中 解析 的 一 个 函数 , 那么 由 柯 西 定 理 (第 六 章 , 5.1), 及 dn 
的 表示 式 (2.4.2), 可 见 对 于 n > 1,d。 = 0. 因此 我 们 现在 考察 的 情形 是 a 为 了 的 正 
则 边界 点 的 情形 (第 1 节 ). 当 f 不 恒 等 于 零 时 , 使 on 关 0 的 最 小 的 数 m > 0 叫做 
了 在 点 a 的 阶 , 记 作 w(a; 了. 说 wla; 了 ) = 0 表示 (开拓 到 A 的 ) 函数 f 在 点 a 不 等 
于 零 ; 如 果 w(a; f) =m > 1, 可 写 出 f(z) = (z 一 a)™*fi(z), 这 里 (a) 隆 0, 并且 我 们 
说 wa 是 三 的 mm 阶 零 点 或 m 重 零 点 (对 于 m= 1,2,3,.…， 分 别 说 单 零点 , 二 或 三 阶 
零点 三 重 零 点 ,……… ): 
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2° 其 次 假设 整 函 数 (3.1.2) 是 不 恒 等 于 零 的 一 个 多 项 式 , 从 而 

di dz 
Rt 
这 里 d, 关 0. 我 们 说 a 是 的 n 阶 或 ni 重 极点 (对 于 n=1,2,3,…, 分 别 说 单 极点 ， 
二 或 三 阶 极点 , 二 或 三 重 极 点 , ……… ). 数 -还 叫做 f 在 点 a 的 阶 , 记 作 wla; 了 ); 
可 以 写 出 f(z) = (z 一 a)-" 有 f(z), 这 里 


(3.1.3) ul(z) = 


f(z)=dn+dni(2— a)+ +d(z— a + Dez — a)"tk; 
£0 

上 式 右边 的 级 数 在 A 中 收敛, 因此 fi 在 A 中 解析 , 并 且 我 们 有 fi(a) 0. 

3° 最 后 假设 整 函数 (3.1.2) 是 非 多 项 式 的 整 函数 (或 也 可 说 是 超越 整 函数 ); 换 
名 话说 , 对 整数 n 的 无 穷 多 个 值 , qu 去 0. 在 这 种 情形 下 , 我 们 说 a 是 f 的 一 个 孤立 
本 性 奇 点 . 对 于 任何 超越 整 函 数 w 阻 数 v(1/z) 以 z = 0 作为 本 性 奇 点 . 
(3.2) 当 f 是 在 连通 开 集 D c C 中 确定 的 不 恒 等 于 零 的 解析 函数 , 并 且 当 a 是 DD 的 
一 个 孤立 边界 点 , 但 不 是 f 的 本 性 奇 点 时 , 可 确定 f 在 点 a 的 阶 . 这 一 ( 正 或 负 ) 整 
数 wla; f) 的 特性 还 可 描述 如 下 : 
(3.3) 要 使 在 D 中 的 解析 函数 在 点 a 有 等 于 m 的 阶 , 必须 而 且 只 须 当 z 保持 在 D 
中 趋 近 于 a 时 , |(z 4)*f(2)| 对 于 大 > -mm 趋 近 于 0; 对 于 大 < - 趋向 于 +oc. 考 
慰 这 样 的 ( 正 或 负 ) 整数 及 当 z 保持 在 D 中 趋 近 于 a 时 , (z 一 a)*f(z) 保持 有 界 ; 也 
可 说 -m 是 这 些 所 中 最 小 的 整数 . 

以 上 叙述 条 件 的 必要 性 可 由 下 列 事实 立即 得 到 : 写 出 

I(z— a)*f(2)| = 1) — al ™ f(z)), 
这 里 记 在 点 a 是 解析 的 , 夫 0, 并 且 在 点 a, 它 趋 近 于 有 限 极限 及 (a) 关 0. 为 了 看 出 
条 件 是 充分 的 , 首先 注意 由 这 条 件 , f 在 D 中 不 恒 等 于 零 ; 因此 只 楼 证 明 a 不 是 f 
的 本 性 奇 点 ; 为 此 只 须 看 出 f 在 点 a 的 洛 朗 展 开 式 中 , 对 于 n > -mm, 所 有 系数 dn 
都 是 零 . 而 用 (2.4) 中 的 记号 , 我 们 有 
si 

2 0 
这 里 * > 0 可 取得 任意 小 . 由 假设 , 对 于 任何 = > 0, 存在 着 一 数 ro > 0, 使 得 对 于 
0<r< ro, 我 们 有 


2r 
(3.3.1) dn ja 二 reitjenatdb 


Ifla+re)| < er™™; 
由 (3.3.1) 及 中 值 定理 , 我 们 于 是 有 |dn| < a, 并 且 由 于 e 是 任意 的 , 从 而 dn = 0. 
判别 法 (3.3) 的 好 处 是 : 由 它 可 确定 在 点 a 的 阶 , 而 不 必 预 先知 道 在 这 点 
的 洛 朗 展开 式 . 
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注释 (3.3.2) 我 们 要 注意 : 如 果 a 是 /的 一 个 孤立 本 性 奇 点 , 那么 由 (3.3), 无 论 对 
于 整数 的 任何 值 , 当 z 趋 近 于 a 时 , |(z - a)*f(z)| 不 能 保持 有 界 . 函数 sin(1/z) 
这 一 实例 (对 于 a = 0) 从 另 一 方面 表明 : 在 a 的 邻 域 中 , f 可 能 有 无 穷 个 零点 ， 于 
是 对 于 函数 1/f, a 不 必然 是 孤立 奇 点 ， 当 还 有 在 D 中 f(z) 关 0 这 一 条 件 时 , 点 a 
是 1/f 的 孤立 本 性 奇 点 (否则 a 是 7 的 极点 或 零点 ); 由 此 可 见 , 对 于 此 的 任何 值 ， 
|(z 一 a)*/f(z)| 不 可 能 保持 有 界 . 
(3.3.3) 计算 (不 恒 等 于 零 的 ) 解析 函数 的 在 点 a 的 各 阶 导数 (第 六 章 , 6.2.3) 立即 表 
明 : 阶 w(a; f) 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 的 整数 m: 对 于 0 和 <m =-1 fw(a)=0, 并 
且 f(m(a) #0. 
(3.4) 设 也 是 C 中 的 连通 开 集 ,a 是 D 的 一 个 孤立 边界 点 ,六 9 是 在 D 中 解析 、 在 点 
4 分 别 有 一 个 阶 的 函数 ,那么 

(i) 函数 fg 在 D 中 解析 、 在 点 a 有 阶 满足 下 式 : 


(3.4.1) w(a; [9) = w(a; f) + wl(a; 9). 

人 的 ) 阴 数 f 十 g 在 了 中 解析 ; 如 果 它 不 恒 等 于 零 , 它 在 点 口 有 阶 满足 下 式 : 
(3.4.2) wla; f + 9) 2 inf(w(a; f),w(a;g)). 
如 果 还 有 w(a; 了) 关 w(aig), 我 们 有 
(3.4.3) w(a;f +9) = inf(w(a; ,waig)). 

(ii) 存在 着 一 个 心 是 a 的 开 圆 盘 A, 使 得 1/f 在 人 一 {a} 中 解析 ; 1/f 在 点 a 
有 阶 满足 下 式 : 
(3.4.4) wa;1/f) = -2( 有 

(3.4) 中 所 有 结果 可 由 (3.3) 及 下 列 事实 导出 : 如 果 w(a; f) = mwlaig) = mw 我 
们 就 有 

f(z)=(z—a)"fi(z), 9(z2)= (2—a)"g(z), 


这 广 及 9 在心 为 a 的 一 个 开 圆 盘 中 解析 . 并 且 户 (o) 关 0,， gi(a) 关 0. 结论 (i) 可 立 
即 得 到 ; 例如 如 果 n > m, 我 们 有 


f(z)+9(2)=(z—a)™(fi(z)+ (2 —a)" ™g(z)) 


并 且 函 数 /1(z) 十 (z 一 a)”-mgi(z) 在 a 的 一 个 邻 域 中 解析 ; 当 z 趋 近 于 a 时 , 这 函数 
在 n> m 情形 下 趋 近 于 fi(a), 在 =m 情形 下 趋 近 于 有 (a) + gi(a). 最 后 , 由 孤立 
零点 原理 (第 六 章 , 3.2), 存在 着 心 为 a 的 一 个 开 圆 盘 A, 使 得 在 A 中 , 及 (z) 关 0; 由 
此 得 结论 (iii). 
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(3.5) 已 给 一 个 开 集 D CC 及 D 的 孤立 边界 点 an 的 一 个 (有 限 或 无 穷 ) 序列 , 这 些 
an 组 成 的 集 与 D 的 并 集 仍然 是 C 中 一 开 集 , 记 作 D'. 如 果 -- 个 复 值 函数 了 在 D 中 
解析 , 而 D' 中 的 每 个 点 an, 或 者 是 f 的 正则 点 , 或 者 是 它 的 极点 , 我 们 可 用 不 十 分 
准确 的 语言 说 , 在 D 中 解析 的 子 数 f 在 D' 中 亚 纯 . 显然 , D' 中 两 个 亚 纯 函数 的 和 
与 积 仍然 是 D' 中 的 亚 纯 函 数 . 可 以 证 明 : 如 果 D' 是 连通 集 , f 是 在 D' 中 不 恒 等 于 
零 的 亚 纯 函 数 , 那么 也 可 把 它 在 D' 中 的 零点 如 排 成 一 个 (有 限 或 无 穷 ) 序列 , 如 果 
D” 是 如 组 成 的 集 在 D 中 的 余 集 , 那么 所 有 an 及 bn 都 是 D” 的 孤立 边界 点 , 事实 
上 , 这 些 如 是 孤立 点 由 孤立 零点 原理 可 知 (第 六 章 , 3.2); 另 一 方面 , 既然 当 z 趋 近 
于 一 个 极点 aow 时 , |f(z)| 趋向 于 +oc (3.3), 于 是 an 有 一 个 邻 域 不 含 任何 零点 bm. 
因此 可 以 断定 函数 1// 也 在 D' 中 亚 纯 . 


4. 留 数 定理 
(4 设 ofz] = 》 dzr 是 C 中 的 一 个 整 函数 . 对 于 任何 aeC 及 任何 满足 ae 


n=0 


的 环 路 Y :1 一 C, 我 们 有 


(4.1.1) 太公 


设 5 > 0 是 从 a 到 YLD 的 距离; 由 于 级 数 dsz" 对 于 |z| < 2/5 正规 收 全 ,一 
名 
般 项 是 


了 dz = 2xidij(a; 7). 


dnY '(t) 
(Yt) =a) 
的 级 数 对 于 te I 正规 收敛 . 由 第 五 章 , 3.5, 我 们 有 


i 


而 对 于 n=0 以 及 n>2, 函数 三 一 5] 在 Cf{a} 中 有 原 函 数 (1 一 n)(z 一 a)*"， 
因此 积分 / 二星 ;是 堆 RN 3.2), 又 由 指标 的 定义 (第 七 章 , 6.1), 就 得 到 公 
式 (4.1.1). | 


(4.2) 由 (4.1), 当 a 是 连通 开 集 D CC 的 一 个 孤立 边界 点 , 并 且 了 是 D 中 的 解析 也 
数 时 , 在 /在 点 a 的 洛 朗 展 开 式 中 , 把 二 的 系数 di 叫做 f 在 点 a 的 留 数 , 记 


作 Resa/, 这 是 因为 由 (4.1) 及 (2.4), 在 计算 积分 / f(z)dz 时 , 取 广 在 点 a 的 洛 朗 
展开 式 作 逐 项 积分 , 在 所 有 各 项 的 相应 积分 中 , 只 有 含 二 一 项 的 相应 积分 可 能 
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不 为 零 . 留 数 这 一 名 称 是 由 此 得 到 的 . 

(4.3) ( 留 数 定理 ) 设 D C C 是 单 连通 开 集 , a1,a2,… ,an 是 D 中 不 相同 的 点 , 并且 这 
些 uk 是 开 集 D' 二 DD fai,a2,… ,an} 的 孤立 边界 点 ， 对 于 D' 中 任何 复 值 解析 吨 
数 及 D' 中 的 任何 环 路 站, 我 们 有 


(4.3.1) | tas = 2 io Resoaf. 
TY k=1 


函数 /在 每 一 个 点 ak 的 邻 域 中 有 一 个 洛 朗 展开 式 ; 设 ur(z) 是 f 在 点 ok 的 奇 
漠 部 分 (3.1); 这 是 = 的 一 个 整 函 数 (但 可 能 恒 等 于 零 ). 考虑 在 D' 中 的 解析 吨 
数 


9(z)= f(2) — wi(z) — ua(z) — ~ un(z) 
并 且 要 证 明 所 有 点 ok 都 是 g 的 正则 点 . 事实 上 , 设 A 是 心 为 ak 、 包含 在 D 内 、 并 
且 不 含 任何 点 a; 关 axk 的 一 个 开 圆 盘 ; 那么 在 A {ax} 中 可 写 出 


g(2) = (f(z) — ux(z)) - D(z). 


了 zk 
由 于 对 于 了 关上 大 点 ok 是 wj(z) 的 正则 点 , 从 而 这 点 也 是 > ,uifz) 的 正则 点 ; 又 由 点 
5 
ax 的 定义 , 它 也 是 f(z) 一 ux(z) 的 正则 点 (3.1), 从 而 它 是 9 的 正则 点 . 于 是 可 把 9 
开拓 成 在 整个 D 中 解析 的 函数 . 又 因 D 是 单 连通 的 , 由 柯 西 定理 (第 七 章 , 5.1) 得 


/oa 王 卫 
另 一 方面 , 由 (4.1), 对 于 每 个 ,我们 有 


J wae = 2Mij(ak;y) Res ok uk; 
并 


并 且 由 定义 , Res a,uk = Resasf; 由 此 得 公式 (4.3.1). 
(4.4) 函数 f 在 孤立 奇 点 a 的 留 数 的 计算 可 化 成 求 整 函数 "的 泰勒 展开 式 的 第 一 项 ， 
这 里 "( =) 是 7 在 点 a 的 奇异 部 分 
在 a 是 m 阶 极点 的 特殊 情形 , 可 以 写 出 

fi(z2) 
Ee 
这 里 f 在 a 的 一 个 邻 域 中 解析 , 并 且 所 (a) 关 0 (3.1); 把 f(z) 用 在 点 a 的 洛 朗 展开 
式 来 代替 . 可 以 看 出 Res。f 是 户 (z) 在 点 a 的 泰勒 展开 式 中 (2z 一 a)"! 的 系数 ， 


f(z)= 
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特别 常见 的 情形 是 单 极点 的 情形 , 换 句 话说 , 即 


(44) /0-2 
情形 , 这 里 /在 点 a 解析, 并 且 f(a) 产 0; 于 是 有 
(4.4.2) Resaf = fi(a). 
函数 /往往 有 下 列 形式 
(4.4.3) /0=59, 
这 里 P 及 Q 在 点 a 解析 , P(a) 关 0, 并 且 a 是 Q 的 一 个 单 零点 ; 这 时 我 们 有 
(4.4.4) Resof = 可 


这 是 因为 可 写 出 Q(z) = (z 一 a)Q1(z), 这 里 Qi 在 点 a 解析, Qi(a) 0, 又 因 Q'(z) = 
Qi(z)+ (z 一 oj)Qi(z), 于 是 
Q'(a) = Qi(o). 
取 有 =P/Q1, 应 用 公式 (4.4.1), 就 从 (4.4.2) 导出 (4.4.4). 
要 注意 不 要 乱用 这 些 公式 , 不 要 以 为 当 f(z)= 有 h(z)/(z--a)", 并 且 m>2, 有 (a) 了 
0 时 , 了 在 点 a 的 留 数 等 于 有 (a) ! 


5.” 留 数 定理 对 计算 积分 的 应 用 
(5.1) 用 来 计算 某 些 反 常 积分 
(5.1.1) Wa a f(z)dz 


的 留 数 法 如 下 , 设 f 是 一 个 函数 了 在 民 中 的 限制 (仍然 
记 作 月 . 例如 设 这 一 函数 在 形 如 D = D' 一 {a1,… ,an} 
的 开 集 中 解析 , 这 里 D 包含 闭 半 平面 3z > 0, 这 些 ak 
是 开 半 平面 3z > 0 中 的 点 (当然 这 些 半 平面 也 可 分 别 
用 Jz<0 及 3Jz<0 来 代替 ) (图 38). 考虑 由 下 列 两 条 
mitot 对 于 -RStSR, 
yq:t 一 Ret 对 于 0<tgxn (也 记 作 yo,r)， 
相 衔接 而 得 的 环 路 +, 即 yy v 2, 这 里 取 RR 使 得 对 于 所 有 指标 k, R > |ak|; 于 是 立即 
得 到 (第 七 章 , 6.6): 对 于 任何 ,我们 有 


jlar;y) = 1, 


一 R 
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从 而 由 留 数 定理 可 写 出 
R n 

(5.1.2) 站 /dz+ 人 f(z)dz = /re = 2 Bee. 
如 果 还 有 
(5.1.3) wn/ f(z)dz = 0, 
那么 由 (5.1.2), 取 极 限 就 得 到 

和 
(5.1.4) f(z)dz = 2 Reso,f 

P(z) 


例 (5.2) 先 设 f(z) = a 是 有 理 分 式 ， 这 里 P 及 Q 是 互 素 的 多 项 式 , 并 且 Q 的 任 
何 零 点 都 不 是 实数 . 还 设 我 们 有 
(5.2.1) degQ > degP +2, 


那么 (5.1.4) 成 立 , 其 中 ak 是 Q 的 零点 中 满足 Jak > 0 的 . 
事实 上 , 如 果 我 们 有 


P(z) = co2™++em, Q(z)= boz" + +bhn, 


这 里 co 关 0,bo #0, 那么 第 六 章 , 9.4 中 的 计算 表明 , 存在 着 一 数 Ro。> 0, 使 得 当 
> Ro 时 , 我 们 有 


1 
IP(Re*)| < 2lco|R™, |Q(Re™)| > slbolR™, 
2 


从 而 用 (5.1) 中 的 记号 , 得 


/ /Wl < 


这 就 证 明了 条 件 (5.1.3) 成 立 . 


n it 
IP(Re™)| eol 1- 
Rdt 和 47 有 站 
o IQ(Re'®)| lbol 


例如 要 证 明 
-i 3 
人 本 
在 这 里 i 只 有 一 个 极点 在 半 平面 3z > 0 中 , 即 点 i 因此 我 们 有 


十 oo ar 
六 ET 


… 196 第 八 章 ”解析 函数 的 奇 点 . 留 数 


为 了 得 到 在 点 i 的 留 数 , 在 上 列 有 理 分 式 中 令 z = i+t, 并 且 在 t= 0 的 邻 域 中 , 展 
开 直 到 含 1/t 的 项 : 


fF i BN 3 3 
(22+41)3 32i+t)3 Bits 人 上 向 8 人 =- pr ). 


于 是 留 数 等 于 总 ， 公式 (5.2.2) 得 证 . 
(5.3) 现 设 


f(z) = g(z2)e™™, 


ee m > 0,9 在 D' =D 一 {a1,… ,an} 中 解析 . 我 们 要 用 到 下 列 引 理 : 
(5.3.1) ( 若 尔 当 引 理 ) 当 RR 趋向 于 +oc 时 , 积分 


(5.3.2) / RleimRe"|dt (对 于 m > 0) 


有 界 ， 如 果 存在 着 一 个 序列 {Rs} 趋向 于 +oo, 并 且 使 得 函数 序列 g(Rnert) 在 区 间 
fo,a] 中 一 致 趋 近 于 0, 那么 相应 的 积分 序列 


{rae = { gle ) Rone me dt 
2 Rn 0 


趋 近 于 0. 
事实 上 , 我 们 有 |eimRe "| = e-mRsint, 又 因 sint = sin(r 一 四 ,可 以 写 出 


各 
人 em =2 人 e—mRsintdt 
0 
sint 


而 在 区 间 [o, 对] 中 , 我 们 有 tant > 4 这 表明 名 是 北 碱 的 , 从 而 5 > 2, 或 
a 2, 于 是 可 将 下 列 积分 的 上 界 : 


nAoint — ZnB -入 
/ e a</ e dg nh 
由 此 可 证 明 引 理 . 


例如 证 明 我 们 有 : 对 于 a > 0， 


SP 
(5.3.3) a a 
网 十 oo 
由 于 被 积 函数 是 偶 函 数 , 而 -zz 是 奇 函 数 ， 可 见 上 列 积分 也 等 于 3 人 
PT Oa 
5、 因此 我 们 在 应 用 (5.3.1) 的 条 件 下 , 9(z) = 元 十 在 半 平 面 92 > 0 中 的 
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唯一 极点 是 ai, 它 是 一 个 单 极点 .因此 我 们 有 Res uiy = 和 (4， 4.4), 由 此 得 公式 
(5.3.3)， 

十 Go 
(5.4) 在 下 述 情形 下 , 也 可 用 上 列 方法 计算 小 f(z)dz: 对 于 一 个 趋向 于 +co 的 >0 


的 数列 {R,}, 积分 / 7()de 序列 趋 近 于 一 个 不 一 定 是 零 的 极限 (习题 9) 
Ta2ifn 


6. 留 数 定理 对 解 方程 的 应 用 


设 f 是 在 开 集 D c C 中 的 解析 函数 ; 解 方程 f(z) = 0 就 是 要 求 出 具有 任意 通 
近 度 的 零点 . 这 当然 是 比 单 实 变 函 数 的 类 似 问 题 (第 二 章 , 1) 要 难得 多 的 一 个 问题 . 
可 是 至 少 还 是 有 一 个 理论 上 的 “ 隔 ” 根 法 , 即 可 确定 一 些 开 集 A C D, 在 A 中 方程 
根 的 个 数 是 确 知 的 . 这 是 由 留 数 定理 的 下 列 推 论 所 得 结果 : 
(6.1) 设 D CC 是 一 个 单 连通 开 集 , f 是 在 DD 中 的 亚 纯 函 数 (3.5), 它 在 D 中 只 有 有 
限 个 极点 轴 ,… ,加 及 有 限 个 零点 a1,-… ,am. 那么 对 于 D 中 满足 下 列 条 件 的 任何 
环 路 7 :I 一 DD : y(]) 不 含 f 的 任何 极点 及 零点 , 并 且 对 于 在 D 中 解析 的 任何 函数 
g, 我 们 有 


(6 / so fa 2 Dion)elon foley) 


+2mi Dj(bn; Yu(bn; f)g(bn). 
h=1 
我 们 注意 : 当 ce D 既 不 是 f 的 零点 , 也 不 是 它 的 极点 时 , c 是 函数 J'/f 的 正 
则 点 ; 反 过 来 , 如 果 c 是 f 的 零点 或 极点 , 那么 是 P/ 的 单 极点 , 而 在 这 点 的 留 数 
是 c 作为 f 的 零点 或 极点 时 的 阶 w(e; 了 ) (3.1). 事实 上 , 在 c 的 邻 域内 , 我 们 有 


f(z) = (z— co)" fi(z), 
这 里 "=w(c; 了 ), 甩 在 点 < 解析, 并且 i(c) 关 0; 由 此 得 


T(z) -了 A(z) 
jz) z—e WA 人 
既然 c 是 巍 / 户 的 正则 点 , 由 此 得 上 述 结论 . 由 这 一 结果 及 留 数 定理 可 立即 得 到 公式 “ 
(6.1.1)， 
特别 取 常 数 1 作为 g(z), 由 第 七 章 , 2.2.3 及 指标 的 定义 , 可 得 : 
CR (6.1) 中 条 件 下 , 设 T 了 :I 一 C 是 环 路 上 一 J(0(t). 那么 我 们 有 


dy j(0:T) = Bit T)u(ak; D+ Di Yulbn; 用， 
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现 设 在 DD 中 解析 , 并 且 在 D 中 只 有 有 限 个 零点 ; 还 设 选取 环 路 7, 使 集 D-Y(D 
是 两 个 开 集 A,B 的 并 集 , 而 且 在 A 中 , j(z;7) = 1; 在 B 中 j(z;7) = 0. 在 这 种 特别 


情形 下 , 我 们 有 


(6.2.2) 


D> wr; f) = 7(0;T), 


okEA 


上 式 左边 的 和 是 对 所 有 ak e A 的 指标 作出 的 ; 这 就 是 所 谓 “f 在 A 中 按 阶 的 重 
数 计算 出 的 零点 个 数 ". 因此 确定 这 数 化 成 了 计算 指标 , 为 此 已 有 在 第 七 章 , 6.6 中 所 


讲述 的 一 般 方 法 . 


例 (6.3) 函数 f(z) = e” + > 是 一 整 函数 . 求证 在 由 0 < Jz < x 所 确定 的 “ 带 形 ” 内 , 方程 


(6.3.1) 


e+z—-a=0 


只 有 一 个 根 , 这 里 复数 a 满足 下 列 条 件 : 1” 3a > 0; 2" 如 果 Ja = m 那么 Ra > 一 1. 
我 们 要 应 用 公式 (6.2.2), 并 取 T 为 下 列 四 条 道路 相 衡 接 成 的 “矩形 (图 39): 


人 一 加 -Rt<R; 
闻 :一 尼 十 让 Ogtgn; 
Tt Rt<R: 
估计 一 一 下 十 得 一 让 Ot 
这 
一 R+ 证 为 | 示 Rin 
rsd » 
= no 3 
图 39 


缕 证 明 的 是 : 对 于 取得 充分 大 的 R,j(a;T) = 1. 为 此 (第 七 章 , 6.6), 只 须 存在 着 起 点 是 
a 的 一 条 半 射 线 H, 与 环 路 fo07 的 像 Lo 只 相交 于 一 点 . 除了 当 同 时 有 Ja > x 及 Ra < -1 
之 外 , 取 半 射线 t 一 a 一 计 ,0 < t< +oo 作为 H (图 40). 因为 1 一 了 (m()) 是 严格 递增 的 
实 值 函数 ; t 一 f(yYs(t)) 有 虚 部 x, 并 且 有 实 部 < 一 1; 而 最 后 ,上 一 有 (Ya(t)) 的 实 部 至 多 等 
于 -中 二 erR, 所 以 只 须 证 明 曲 线 t 一 fa(b) 当 0 < t< x 时 与 H 不 相交 . 而 我 们 有 


f(y2(t)) = (R+ eR cost) +ilt+ er sint), 


并 且 由 于 函数 t 一 RR 十 escost 当 0 < 4< zt 时 是 严格 递减 的 ,t+ ensint 当 t 三 子 时 


等 于 3 十 RR, 只 须 证 明 : 当 这 函数 取 值 -1 时 , 对 于 t 的 相应 值 to, 及 充分 大 的 R (函数 
t+ eRsint 当 to < t < x 时 是 递减 的 ), 我 们 有 to 十 esinto > sup(Ja, mn)， 可 是 我 们 有 
costo 二 一 ( 尺 + 1)e~R, 因此 只 要 RR 充分 大 , 就 有 


V2 
cos 加 之 


sinto > 并 且 to 二 eRsinto 交 Se : 


2 R 


6 留 数 定理 对 解 方程 的 应 用 :199 ， 


前 述 论断 得 证 . 如 果 Ja > xt, 并 且 Ra < 一 1, 反 过 来 取 半 射线 上 一 a 十 让 0 和 < +oo 作 
为 卫 (图 40), 这 时 要 证 明 的 是 HH 只 与 曲线 t 一 f(Yz(t)) 相交 于 一 点 . 证 法 完全 与 以 上 相 
同 , 这 时 也 要 用 函数 + 一 下 + eR ecost 的 递减 性 . 
通过 深入 的 研究 , 可 以 把 (6.3.1) 中 取 定 a 所 得 方程 的 根 , 用 更 加 准确 的 方式 “定位 ”， 
并 且 这 样 可 求 得 与 根 任意 逼近 的 数值 ( 当 a 的 数值 取 定 时 ), 或 者 求 得 当 |a| 趋向 于 +oo 时 ， 
根 的 一 个 渐 近 展开 式 . 
(6.4) 在 许多 重要 情形 下 , 要 “ 隔 ” 一 -个 方程 的 根 , 可 把 这 方程 用 由 下 列 定理 求 出 的 
“近似 * 方程 来 代替 . 
(6.5) ( 重 舱 定理 ) 设 D C C 是 一 个 单 连通 开 集 , f,g 是 D 中 两 个 解析 函数 ,7 :I 一 DD 
是 包含 在 D 中 的 一 条 环 路 ,并且 (1) 不 包含 厂 的 任何 零点 ， 还 设 在 集 7(T) 上 ， 
lg(z)| < |f(z)|, 那么 Y(D 也 不 包含 /十 9 的 任何 零点 . 用 al ,ar (及 如，… ,bs) 表 
示 了 (及 +9) 的 零点 ; 设 它们 对 于 ? 的 指标 天 0. 我 们 就 有 


(6.5.1) Djilans Walan f) = Dibes 9) br f +9). 
h=l k=1 


上 面 第 一 个 论断 是 明显 的 , 因为 由 f(z) + g(z) = 0 可 导出 |f(z)| = |g(z)| 为 了 
证 明 第 二 个 论断 , 考虑 函数 = (f + 9)/7, 它 是 D 中 的 亚 纯 函 数 ; 我 们 有 


pVto) FF 


h 了 十 9 
并 且 由 (6.2.1), 只 须 证 明 : 如 果 芽 :I 一 C 是 环 路 t+ 一 h(Y()), 我 人 有 j(0;T) = 0. 而 
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函数 |g(y(t))/f(Y(t)| 在 工 中 确定 并 且 连 续 , 它 在 工 中 一 点 达到 它 的 极 大 值 ”( 预 篇 ， 
3.2), 从 而 我 们 有 |h(y(t)) -1 < r < 1; 因此 由 第 七 章 , 6.5, 而 且 圆 盘 |z -1| < 1 是 单 
连通 的 , 我 们 有 j(0;T) = 0 (第 七 章 , 4.4). 

最 常见 的 情形 是 在 (6.2.2) 的 条 件 下 应 用 和 鲁 风 定 理 . 这 定理 说 明 : f +g 在 A 中 
零点 按 重 数 计算 的 个 数 , 与 了 在 A 中 同样 计算 的 零点 的 个 数 相同 . 这 定理 的 好 处 是 
检验 假设 只 要 求知 道 lg| (以 及 |f|) 在 集 Y(D 上 而 不 是 在 整个 D 中 的 一 个 上 界 (及 
下 界 ). 

例 (6.6) 求 把 下 列 方程 的 根 “ 定 位 ”: 


(6.6.1) tanz = a(z — a), 
这 里 a 头 0, a 表示 复数 ; 上 列 方程 的 根 就 是 下 列 方程 左边 函数 的 零点 : 
(6.6.2) a(z— a)cosz— sinz= 0, 


把 它们 与 下 列 方程 左边 函数 的 零点 相 比 较 : 


(6.6.3) a(z—a)cosz=0. 
莘 
一 mr+inr 2 rain 
为 
”| 
-=m 可 ni 
和 
2 可/ 光 ; 
一 mr 一 inr mm 一 in 
inx 
图 41 


上 列 方 程 左边 函数 的 零点 是 已 知 的 , 即 点 z = a 与 cosz 的 零点 (2m 十 D3 (n 是 正 或 
负 整 数 ) 我 们 要 应 用 和 鲁 吹 定理 , 取 D = C, 取 ?+ 是 下 列 四 条 道路 相 衔接 而 成 的 “ 矩 
形 ”的 边界 ; 


TEL 一 TTE 十 让 一 FT 所 二 入 7TTL 
加 :一 mi 一刻 —nn<tenan, 
:一 一 PT 一 让 —nn<tenn, 


人 :一 一 FT 十 —nngte nn. 
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由 于 当 n 充分 大 时 ， ze 6] 在 ?0 上 任意 小, 可 看 出 具 要 证 明 在 4(1) 上 , 了 


数 tanz 以 一 个 与 nn 人 考虑 到 tan z 的 周期 性 , 和 i m3 的 取 法 以 及 第 
六 章 , 8.6.14 中 公式 tanz = 一 i, 于 是 只 要 证 明 下 列 引 


(6.6.4) 

事实 上 , 如 果 令 z = 了 ey |1+e*|>1-le*|=1—e >1-e. 

鲁 歇 定 理 表 明 : 只 要 n 充分 大 , 方程 (6.6.1) 恰好 有 2n + 1 个 根 满足 |Rz| < mm 及 

|3z| < n. 一 旦 得 到 了 这 结果 , 对 于 (6.6.1) 的 所 有 根 , 除去 有 限 个 以 外 , 可 以 改进 这 

一 结果 ( 当 a 及 a 固定 时 ). 事实 上 , 这 时 只 须 把 鲁 黄 定理 应 用 到 一 个 正方 形 Qu; 它 

的 心 是 (2n 十 1)3, 边 与 坐标 轴 平 行 并 且 等 于 满足 0 < 5 < 3 的 任 一 数 8; 在 Q 的 
边界 上 ， 由 于 周期 性 |tanz| 的 最 大 值 M(6) 与 n 无 关 ; 要 In| 充分 大 , 以 至 

M(5) 
lal (l2n+ 1|3 — lol) 


就 可 断定 方程 (6.6.2) 在 Qn 中 恰好 有 一 个 根 . 

注释 (6.7) 以 上 所 讲 的 一 些 方法 往往 可 以 不 仅 用 来 确定 方程 f(z) = 0 在 其 中 恰好 有 
一 单 根 的 开 集 A c D, 而 且 可 以 选取 A 充分 小 , 使 得 对 于 已 证 明 存 在 的 根 , 求 出 误 
差 任意 小 的 近似 数值 . 这 是 由 第 二 章 第 3 节 及 第 二 章 第 4 节 中 所 述 方法 推 得 的 ; 在 
这 些 讲述 中 , 当 把 区 间 [zo -czo 十 可 换 成 圆 盘 |z 一 zo| <c 时 , 所 得 结果 不 加 改变 地 
成 立 (证 明 也 相同 ). 事实 上 , 第 二 章 中 所 述 的 方法 只 是 根据 中 值 定理 , 而 如 我 们 在 第 
六 章 , 6.6 中 所 已 看 到 , 中 值 定理 可 以 推广 到 圆 盘 中 的 解析 函数 . 


-一 ITee 
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7. 解析 函数 的 反 演 : I 局 部 问题 


(7.1) 考虑 单 实 变数 z 的 一 个 实 值 函 数 , 它 在 一 个 区 间 1: lz 一 zol <r 中 连续 可 导 , 而 
且 导 数 Ptz) 在 1 中 保持 定 号 (于 是 f 在 I 中 严格 单调 ). 这 时 我 们 知道 ( 预 篇 , 3.3) 
对 于 端点 是 f(zo 一 7), f(zo +r) 的 区 间 J 中 的 任何 点 y, 方程 f(z) =y 在 1 中 有 一 
个 、 并 且 只 有 一 个 根 ; 如 果 把 这 个 根 记 作 h(y), 那么 函数 h 在 J 中 连续 可 导 , 并 且 在 
J 中 任何 点 yy 有 导数 1/'(h(y)). 现在 要 证 明 这 结果 可 以 推广 到 单 复 变数 解析 函数 ， 
(7.2) 设 是 在 开国 盘 DD : |z 一 20| < r 中 的 解析 函数 ,并且 f'(z0) 闫 0， 那么 存在 
着 一 个 开 圆 盘 D' : |z 一 20| < mW (而 且 7 世 7) 及 一 个 心 是 wo = J(z0) 的 开 圆 盘 
A : |w 一 wo| < p, 使 得 对 于 任何 也 < 和, 方程 f(z) = 二 出 有 一 个 并 且 只 有 一 个 根 
二 h(w) 属于 D'; 此 外 , 这 样 确定 的 函数 在 A 中 解析 , 并 且 对 于 任何 WE A， 


WW(w) = 1/f'(h(w)). 
由 于 f(z0) 关 0, 存在 着 充分 小 的 7' > 0, 使 得 对 于 > ED' :|z 一 zo| <7,|f(z) 一 
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Co)l > Call. ~ al， 在 D 中 确定 两 数 g(z) 如 下 : 它 在 z 关 zw 时 等 于 
ej' 在 2 = 加 时 等 于 1/J'(z0); 于 是 g(z) 在 D' 中 解析 , 从 而 可 把 方程 
f(z) = w 写成 下 列 形式 : 


(7.2.1) z—2z0— (wo—wo)g(z)= 


通过 对 z 及 的 平移 , 可 设 ww = wo = 0. 于 是 (7.2) 中 的 结论 可 由 下 列 更 精确 的 定 
理 导 出 ， 
(7.3) 设 g 是 在 包含 闭 圆 盘 D : |z| < r(r > 0) 的 一 个 开 集 中 的 解析 函数 ， 并 且 令 
M = sup |g(z)|. 那么 对 于 满足 |w| < 7r/M 的 任何 w, 方程 

|z|= 


位 未 地 z—wg(z2)=0 


在 开国 盘 六: |z| < + 中 有 一 个 、 并 且 只 有 一 个 根 z = h(w)， 这 函数 h 在 国 盘 
A :|wl <7r/M 中 解析 , 而 且 准 确 地 说 , 对 于 在 D 中 解析 的 任何 函数 下 , 我 们 有 在 人 
中 收 化 的 泰勒 展开 式 


2 n 
(713.2) Pl) = FO)+ DO (Bol) ;> 
这 展开 式 中 的 系数 是 相应 导数 在 z 二 0 的 值 . 特别 地 ， 
(7.3.3) h(w)= > 3 (天 (g(2))™ 时 
n=1 


(“ 拉 格 朗 日 反 演 公式 ")， 
如 果 jw| < r/M, 在 加 |z| 二 + 上 , 我 们 有 上 界 | 至 < 1， 从 而 根据 鲁 葡 定理 
(6.5), 方程 (7.3.1) 有 一 个 并 且 只 有 一 个 单 根 z = h(w) 满足 |h(w)| < >， 如 果 7 是 环 路 
4 一 reit(0 < + < 2x), 由 留 数 定理 得 到 下 列 公式 


QL — wg (2)F(z)dz. 
z— wg(2) 


(7.3.4) F(h(w) = 5 5s/ 
这 里 用 到 被 积 函数 在 单 极点 z = h(w) 处 留 数 的 表示 式 (4.4.4). 此 外 , 对 于 |z| =7, 可 写 出 
1 ~ w" (9(z))" 
2— walz) > zt 


由 于 | 起 < 1 上 列 级 数 是 正规 收 全 的 . 因此 我 们 有 (第 五 章 , 3.5) 


(7.3.5)  F(h(w))= 二 了 DC) “于 9 记 这 [ OAOI NO 
n= 3 Y 


n=0 
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另 一 方面 , 由 第 七 章 , 7.5.1 的 公式 得 
二 /ga 二 ( 呈 room 


5 人。 nr 现 \dzr 


2 
= 二 ( +n) ) ， 
同样 1 
eee) 


把 这 些 结果 代入 (7.3.5), 就 得 到 公式 (7.3.2). 
公式 (7.3.3) 中 要 计算 任意 阶 的 导数 . 一 般 说 来 它 更 具有 理论 意义 , 而 不 是 实用 意义 . 


8. 解析 函数 的 反 演 : I 整体 问题 


(8.1) 设 三 是 连通 开 集 D 中 的 解析 函数 ; 如 果 f 在 D 中 不 是 常数 , 集 f(D) 是 C 中 
的 开 集 . 如 果 还 设 f 是 单 射 , 我 们 有 在 D 中 f(z) 关 0, 存在 着 一 个 并 且 只 有 一 个 在 
f(D) 中 解析 的 函数 9, 对 于 任何 也 ED, 满足 Flg(u)) 一 w, 而 且 g'(w) 一 二 
设 zo € D, 并 且 令 wo = f(z0). 要 证 明 存在 着 一 个 数 p > 0, 使 得 对 于 满足 |w 一 wo| < p 

的 任何 ww, 方程 f(z) = 也 在 DD 中 至 少 有 一 个 根 . 既然 不 是 常数 ,对 于 一 个 整数 及 > 1, 可 

写 出 f(z) 一 f(zo) = (z 一 zo)*g(z), 这 里 g(z) 在 D 中 解析 , 并且 g(z0) 天 0 (第 六 章 ,7.3). 由 


于 9 是 连续 的 , 存在 着 一 个 > 0, 使 得 对 于 |= 一 zl < 我 们 有 |2C) 二 8) | < 和 ,从 而 
lg(z)| > Sao) 注意 方程 f(z) = w 也 可 写成 wz) = 0, 这 里 u(z) = (z 一 20)* 一 a 


令 v(z) = (z 一 zo)*, 并 且 用 和 鲁 睦 定 理 (6.5) 比较 方程 wz) = 0 及 v(z) = 0. 确定 数 p > 0， 
使 p< 了 rslg(zojh 那么 对 于 |s 一 20| = 及 |w 一 wol < 我 人 有 


lw — wol 2p 
GE-a)a * mlo(a < 


这 就 证 明了 在 贺 盘 |z 一 zo| < * 内, 按 根 的 重 数 计算 , 方程 u(z) = 0 及 方程 v(z) = 0 的 根 的 
个 数 相同 , 这 样 证 明了 (8.1) 中 第 一 个 论断 . 要 证 明 如 果 / 是 羊 射 , 在 D 内 我 们 有 f/(z) 天 0， 
用 反 证 法 ， 假 定 户 (zo) = 0, 因而 用 上 面 的 记号 , 我 们 有 大 > 2， 由 于 /' 在 D 中 不 恒 等 
于 堆 (否则 /应 当 是 常数 ), 根据 孤立 零点 原理 , 可 设 对 于 |z - zo| < 7, 并且 z 关 zo, 我 们 
用 (z) 关 0 然而 对 于 hw 一 wol < p 及 wi 关 0, 刚才 看 到 方程 f(z) = wi 有 大 个 根 
( 按 根 的 重 数 计算 ) 在 圆 盘 |z 一 zo| < r 中 . 因为 这 些 根 与 zo 不 同 , 所 以 对 于 其 中 每 个 根 ， 
f(z) 关 0; 从 而 每 个 根 都 是 单 根 , 并且 彼此 不 相等 , 与 了 在 D 中 是 单 射 的 假设 相 矛 盾 . 于 是 
立即 得 到 (8.1) 中 最 后 的 论断 : 这 是 因为 对 于 任何 w E /(D), 存在 着 唯一 一 数 g(w) ED 满 
足 f(g(w)) =w, 并 且 因 为 f(g(w)) 关 0, 由 (7.2), 9 在 点 w 是 解析 的 . 

(8.2) 因此 当 在 D 中 的 解析 函数 f 是 单 射 时 , 它 在 D 中 的 反 演 问题 已 经 解决 了 . 当 f 

不 是 单 射 时 , 就 有 w & f(D) 的 值 , 使 得 方程 f(z) = w 有 一 个 以 上 不 同 的 根 ; 因为 一 
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个 函数 在 每 点 只 能 有 唯一 一 个 值 , 我 们 设想 存在 着 一 个 以 上 在 f(D) 中 确定 的 解析 
函数 gi(w),ga(w),…, 使 得 f(gi1(w)) = ww, f(g2(w)) = w, 等 等 . 在 实 域 中 , 实际 上 有 
这 种 类 型 的 结果 : 例如 对 于 从 及 到 它 本 身 的 映射 了 := 一 z?, 我 们 有 f(R) = [0,+ool， 
并 且 实 际 上 有 两 个 在 f(R) 上 确定 的 连续 函数 是 f 的 “ 反 ” 函 数 . 
(8.3) 我 们 将 要 看 到 在 复 域 中 , 一 般 ( 当 在 D 中 的 解析 函数 /三 不 是 单 射 时 ) 不 可 能 确 
定 一 个 在 整个 f(D) 中 连续 的 函数 ww 一 g(w), 使 得 在 f(D) 中 , f(g(w)) = w; 于 是 了 
在 整个 集 f(D) 中 更 加 没有 “ 反 " 解 析 函 数 . 最 简单 的 例子 是 C 中 的 函数 f(z) = z2， 
它 已 经 显示 出 这 种 不 可 能 性 了 . 对 于 任何 w = re*, 这 里 7 > 0, 一 x < t < nn, 这 时 我 
们 有 /(C) = C, 方程 2 =w 有 两 个 根 z1 = VFewW2 及 z = 一 z= Vrei(n+§), 
用 反 证 法 , 假定 存在 着 在 C 中 连续 的 一 个 函数 g, 使 得 对 于 任何 w € C,，(g(w))? = 心 
特别 地 , 对 于 -x < 8 < x, 应 可 写 出 g(e”) = ete()， 这 里 yp 应 当 是 这 样 一 个 函数 : 在 
] 一 +z[ 中 每 点 ， 应 当 取 30.x + 9 之 中 的 一 个 值 ; ev(9 应 当 在 ] -未 中 连续 , 而 
且 在 点 工 及 -zt 趋 近 于 同一 极限 . 例如 假定 (0) = 0; 如 果 在 一 点 go 6 一 ,tl, 我 们 有 
(bp] = 0, 那么 在 心 是 0、 长 度 任意 小 的 一 个 区 间 中 , 也 必然 有 P(g) = 50, 因为 在 这 样 
的 区 间 中 .etso/2 一 er("+) 任意 接近 于 2e*%/2， 于 是 由 假设 , 差 ee(9 一 ei?(90) 必然 任意 
小 , 因此 把 预 篇 , 5.9 应 用 到 局 部 是 常数 的 函数 p(9) 一 30, 可 见 这 函数 在 ] 一 mx[ 中 必然 恒 
等 于 零 . 但 是 这 样 当 9 趋 近 于 元 0 趋 近 于 -工时 ,ete(9) 趋 近 于 证 而 ee(9) 趋 近 于 下 而 
由 假设 , 这 两 极限 应 当 相等 . 因此 我 们 得 到 一 个 矛盾 . 
(8.4) 如 果 我 们 要 说 函数 三: z 一 z? 的 “ 反 函数 ”, 必须 把 定义 域 加 以 限制 . 例如 可 进行 
如 下 : 设 Do 是 半 射 线 Lo = -BR+ 二 一 00,0] 在 C 中 的 余 集 , 即 满足 +>0,-xn<0< 
(不 含 等 式 ) 的 点 re 的 集 (图 42). 我 们 注意 : 对 于 任何 w € Do, 满足 下 列 条 件 的 + 
及 9 的 值 是 以 唯一 的 方式 确定 的 : re@ =w.r > 0, 并 且 -x <9<x. 如 果 也 = s 十 认 ， 
这 里 s 及 + 是 实数 , 我 们 有 + 二 (s? 二 如 计 ,并 且 0 = 2Arctan 一 一， 因此 可 以 


r+8 

令 go(w) = Vre%/2, 并 且 上 列 公式 表明 go 在 Do 中 连续 , 并 且 go(Do) 是 开 半 平面 
H ; Rz > 0. 由 于 f(H) = Do. 并且 f 是 到 H 的 单 射 , 可 见 go 是 Do 中 的 解析 函 
数 , 并 且 满足 f(go(ww)) =w (8.1); 我 们 也 有 f(golw)) = w, 并 且 我 们 说 两 个 解析 函 
数 go 及 -go 是 f 在 Do 中 的 反 函 数 的 两 个 分 支 . 我 们 注意 ; 只 要 给 出 这 两 函数 中 
的 一 个 在 Do 中 仅仅 一 点 处 的 值 , 就 可 完全 确定 这 一 函数 (因为 这 函数 除 符号 外 是 已 
知 的 )， 

集 Do 也 叫做 沿 着 负 半 实 轴 Lo = -及 + 划 开 的 平面 ， 注 意 在 -了 + 上 的 一 点 
一 56 < 0, 函数 go 没有 极限 : 当 t 通过 > 0 的 值 趋 近 于 她 中 的 0 时 , go( 一 sa 十 认 ) 趋 
近 于 极限 ivVs0, 而 go( 一 0 一座 趋 近 于 极限 一 iVs6. 
(8.5) 我 们 也 可 不 沿 着 负 实 轴 “ 割 开 ”平面 , 而 对 于 满足 0 < a < 27 的 任何 om 考虑 
半 射 线 L。= e*Lo ; r 一 reie(0 < 7 < 十 20) 的 余 集 De。 = e**Do (* 沿 着 La 割 开 
的 " 平面 ) 于 是 还 是 可 以 确定 f 在 Da 中 的 反 尔 数 的 两 个 “分 支 " ga 及 一 ga, 对 于 
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r > 0, 它们 满足 ga(re*) = go(re*); ga 及 一 go 在 “ 制 线 ?La 的 点 处 没有 确定 ; 交 
集 De 站 Do 是 两 个 没有 公共 点 的 开 集 的 并 集 , 即 由 两 条 半 射 线 Lo 及 La 所 确定 的 
两 个 “角形 域 "; 如 果 ga 与 go 在 两 个 角形 域 中 之 一 相 重合 , 它 与 -go 在 另 一 角形 域 
中 相 重合 , 因为 go (及 gs) 在 Lo (及 La) 的 每 一 边 趋 近 于 不 同 的 极限 , 更 一 般 地 可 
以 证 明 : 在 不 含 点 0 的 任何 单 连通 开 集 D 中 , 存在 着 两 个 解析 函数 9 及 -9, 满足 
(g(w))? =w. 在 解析 函数 论 中 , 要 说 到 了 : = 一 z? 的 反 函 数 的 一 个 “分 支 * g, 只 有 当 
下 列 两 点 确定 时 才 有 意义 : 1° 用 来 确定 函数 9 的 单 连 通 开 集 D; 2 9 在 D 中 一 点 处 
所 取 的 值 . 这 样 就 有 无 穷 个 ( 像 ga 那样 的 ) 函数 , 每 一 个 在 不 同 的 、 可 是 最 大 的 开 集 
中 确定 . 所 谓 最 大 , 就 是 表明 不 能 把 有 关 函 数 开拓 到 更 大 的 开 集中 ; 除 在 0 外 , 函数 
ge 在 Ds 的 边界 点 没有 极限 . 
(8.6) 这 种 情形 看 来 令 人 惊奇 ; 但 是 为 了 作出 弥补 , 不 能 如 同 许多 教 本 中 不 幸 所 为 , 说 
是 可 以 定义 函数 z 一 z2 的 所 谓 反 “多 值 函 数 ",. 认 为 这 种 所 谓 “函数 ” 在 每 个 不 等 于 
0 的 点 有 两 个 值 . 事实 上 , 这 种 定义 不 过 是 废话 , 因为 这 些 教 本 的 作者 避免 对 新 引进 
的 数学 量 给 出 一 点 点 计算 方法 . 这 样 当然 就 使 上 述 所 谓 “ 定 义 ” 完全 无 用 了 . 容易 看 
出 这 种 无 用 会 是 怎样 的 , 因为 认为 所 谓 “ 函 数 "Vz 有 两 个 没有 区 别 的 值 , 就 不 得 不 认 
为 Vz+2Vz 有 4 个 值 , VE+2Vz+4Vz 有 8 个 值 , 如 此 等 等 . 这 样 任何 计算 都 不 
可 能 了 . 

事实 上 , 有 解决 “多 值 函数 悖 论 的 一 种 理论 , 即 深刻 并 且 强 有 力 的 “ 黎 曼 曲面 
论 , 可 是 它 超过 了 本 书 的 水 平 . 
(8.7) 函数 f : z 一 z? 的 反 演 问题 可 以 表明 本 章 第 1 节 中 所 提 到 的 “解析 开拓 ” 问 
题 的 困难 . 考虑 Do 中 一 点 a = rein, 并 且 求 函数 go(2) 在 点 a 的 泰勒 级 数 的 收敛 贺 
盘 A, 注意 这 圆 盘 不 能 包含 点 z = 0, 因为 由 解析 开拓 原理 (第 六 章 , 7.3), 这 级 数 的 
和 在 A 中 满足 关系 式 (h(z))? = z, 因此 应 有 h(0) =0 及 2h(z)h'(z) = 1, 并 且 从 而 
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2h(0)h'(0) = 1; 这 显然 是 荒废 的 . 但 是 A 正好 是 这 样 的 圆 盘 |z 一 a| < 7, 它 的 边界 通 
过 点 0. 事实 上 , 函数 go 与 ga 在 a 的 一 个 邻 域 中 重合 , 并 且 go 在 上 列 圆 盘 中 解析 ， 
因此 由 第 七 章 , 7.3 即 得 所 需 结论 . 这 样 , 如 果 例如 我 们 有 3 < a < m 交集 Do 站 A 
不 是 连通 的 (图 42), 并 且 go 在 点 a 的 泰勒 级 数 的 和 h(z) 与 go 在 Do 门人 包含 在 
半 平 面 Jz > 0 中 一 部 分 重合 , 而 与 -go 在 Do 门 A 包含 在 半 平 面 3z < 0 中 一 部 分 
重合 , 点 z = 0 是 函数 h 的 一 个 奇 点 , 贺 |z -al = r 上 所 有 其 他 点 都 是 h 的 正则 点 ， 
但 是 虽然 表面 上 , z = 0 不 是 (2.1) 中 所 确定 意义 下 的 孤立 奇 点 ; 这 是 一 种 新 类 型 的 
奇 点 , 有 时 叫做 支点 . 
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(9.1) 在 函数 f: z 一 z? 的 研究 中 , 出 现 了 像 半 平面 H : Rz > 0 这 样 的 一 种 “最 大 ” 
开 集 , 使 得 在 HH 中 , f 是 单 射 ; 而 在 任何 更 大 的 开 集中 , f 不 是 单 射 . 我 们 要 证 明 对 于 
指数 函数 , 同样 有 这 种 最 大 开 集 ; 这 样 就 可 确定 它 的 “ 反 函数 ” 的“ 分支 ”. 

(9.2) 令 z= 二 z 十 亡 , 册 三 s 十 让 二 e? (z,y,s,t 是 实数 ); 因此 我 们 有 (第 六 章 , 8.5.1) 


9.2.1 s=e’cosy, t= esiny; 
y: 


由 于 ez* > 0, 由 此 可 得 


(9.2.2) 好 = Vt. 
当 w 在 CC 中 给 定时 , 只 要 w 关 0, 上 列 方程 有 唯一 解 : 
(9.2.3) T=logVs+t = loglwl:; 
一 旦 这 样 确定 了 z,y 就 是 下 列 方程 的 解 : 
= 二 ，siny = 了 
a 


这 组 方程 总 有 无 穷 个 解 , 其 中 有 一 个 并 且 只 有 一 个 解 满足 不 等 式 -x < yo < 7 所 有 
其 他 解 的 形状 是 yo + 2Kkr, 这 里 EZ. 如 果 令 yo = Amw (用 不 准确 的 语言 , 还 是 把 
这 数 叫做 w 的 辐 角 ), 对 于 ww 去 0, 我们 有 
(9.2.4) Amw = 2Arctan i; 

这 里 对 于 上 = 0,s < 0, 约定 取 Amw = x. 因此 我 们 看 出 : 对 于 给 定 的 w 取 0, 方程 
ez 二 w 的 解 是 复数 


(9.2.5) z=loglw| +i(Amw+2kn), keZ. 
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(9.3) 这 些 结果 特别 表明 : 两 数 f: z 一 ex 在 开 集 B :一 x < Jz < zt 中 是 单 射 . B 中 的 
直线 y= yo(-x < yo < n) 由 上 了 映射 成 的 像 是 开 半 射 线 ww = er?eiy(-o0 <z< +oo) 
(不 包含 点 0); 线段 x = ro,-xr < y < x 的 像 是 图 jw| = eze 除去 点 山 = 一 ez， 
因此 开 集 f(B) 是 (8.4) 中 所 确定 的 割 开 了 的 平面 Do. 应 用 (8.1), 可 见 函数 凯 一 
ioglul + iAmw 在 Do 中 解析 , 并 且 是 从 Do 到 “ 带 形 ” B 上 的 一 个 双 射 ; 把 它 记 作 
w 一 logw, 并 且说 它 是 Do 中 对 数 的 主要 分 支 , 因此 有 : 对 于 weDo 及 zeB， 


(9.3,1) elogw 一 山 ， log(e’)=z 
并 且 对 于 we Do， 
(9.3.2) logw = log|w| + iAmw. 


在 Do 中 连续 并 且 满 足 exw) =w 的 任何 其 他 函数 g 有 形状 gk(w) = log w+2kni， 
这 里 eZ; 这 是 因为 差 式 g(w) -logw 根据 (9.2.5) 必然 是 2ri 的 整数 倍 , 而 且 由 于 
上 列 差 式 在 Do 中 连续 , 并 且 由 于 Do 是 连通 的 ( 预 篇 , 5.9), 这 差 式 必然 是 常数 . 函 
数 gs 叫做 对 数 在 Do 中 的 分 支 ; 可 见 在 这 里 有 无 穷 个 分 支 ; 对 数 在 Do 中 的 一 个 分 
支 由 它 在 一 个 实数 点 = > 0 的 值 完全 确定 , 这 是 由 于 


gk(z) = logz + 2ki. 


在 一 点 -so < 0, 函数 logw 没有 极限 , 因为 当 t 在 人 R 中 通过 > 0 的 值 趋 近 于 0 
时 , Am (一 so 十 询 趋 近 于 x, Am (一 so 一座 趋 近 于 x. 当 w 趋 近 于 0 时 (从 Do 中 
趋 近 于 0 时 ), log lw| 趋向 于 +oo, 从 而 |log wl 也 是 这 样 . 因此 对 于 ez 的 * 反 函数 ”， 
集 Do 是 一 个 最 大 区 域 . 

我 们 注意 在 C - {0} 中 确定 的 函数 log Vs? 十 臣 是 拉 普 拉 斯 方程 (第 七 章 , 9.5.1) 
在 这 开 集 中 的 一 个 解 ; 可 是 在 C - {0} 中 , 不 存在 任何 解析 函数 以 log V5 十 从 作为 
它 的 实 部 . 这 是 因为 由 柯 西 条 件 , 一 个 这 样 的 函数 在 Do 中 应 当 有 形状 logw+C (C 
是 常数 ), 并 且 已 知 这 子 数 不 能 开拓 成 在 C - {0} 中 连续 的 函数 . 
(9.4) 由 (8.1), 在 Do 中 , 我 们 有 


(9.4.1) 让 (ogw) 二 5 
由 此 导出 函数 logw 在 点 w = 1 的 泰勒 级 数 是 
(9.4.2) jgti+ 双 一 = 本 十 二 CD 一 加 + 


与 (8.7) 中 的 同样 推理 表明 这 一 得 级 数 的 收敛 圆 盘 是 |z| < 1. 
如 果 meE Do, 我 们 也 有 w-! < Do, 这 是 因为 Am (w 1) = Am(zW) = 一 Am (w); 
由 此 导出 : 在 Do 中 , 我 们 有 


(9.4.3) log(w-!) = 一 logz- 
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反之 , 对 于 Do 中 的 wi,twz, 关系 式 


(9.4.4) Am (witw2) = Amwi + Amw» 
只 有 在 下 列 条 件 下 才 成 立 : 
(9.4.5) —x < Amw+Amw2 < 工 . 


当 上 列 关系 式 成 立时 , 我 们 有 

(9.4.6) log(wi1w2) = log wi + log wz. 

反 过 来 , 如 果 Am (wi) 二 Am (tw2) > (或 Am(wi) 二 Am(w2) < -7), 我 们 有 
log(wiwa) = log wi + log wa — 2inx 


(或 log(wiw2) = 1ogwi 十 logtwa 十 2in); 如 果 Am (wi) 十 Am (wz) = 士 r， log(witw2) 不 
能 确定 , 因为 wiw2 是 实数 , 并 且 < 0. 

(9.5) 代替 考虑 对 数 在 Do 中 的 分 支 , 对 于 满足 0 < a < 2 的 任何 a, 我 们 可 考虑 对 
数 在 割 开 了 的 平面 De。 = e**Do 中 的 分 支 ; 它们 是 函数 


gak(w) = ia + gr(e au) = ila + 2kn) +log(e *w). 
函数 gx 在 点 wo = re*(r > 0) 的 泰勒 级 数 是 
(9.5.1) gak(wo tz) = logr +ilo + 2kn)+ CD 去) ' 


n=l 
并 且 它 的 收敛 圆 盘 是 |z| < r = wol, 收敛 圆 上 的 唯一 奇 点 (也 叫做 “支点 " 或 “分歧 
点 ") 是 点 = = wo. 特别 地 , 在 点 wo = re ,这 里 -了 < a < 3 了, logw 的 泰和 级 数 在 
收 伍 贺 盘 A 中 任何 点 等 于 log(wo + zj); 反 过 来 , 当 了 < a <x (人 -<a<- ) 


时 , 在 Do 站 A 包含 在 半 平 面 Jw > 0 (或 Jw < 0) 的 部 分 中 , 这 级 数 的 和 是 log(wo+z); 
而 在 Do 门 A 包含 在 半 平 面 yw < 0 (或 Jw > 0) 的 部 分 中 , 是 log(wo 二 2) 十 2in (或 
log(wo 十 z) — 2in). 

(9.6) 有 了 对 数 的 主要 分 支 的 定义 , 已 给 任何 复数 X, 对 任何 ze Do, 就 可 用 下 列 公式 
确定 “和 次 ” 寡 函 数 

(9.6.1) z* 一 eXlogz 


采用 这 一 定义 , 无 论 和 及 py 是 任何 复数 , 我 们 有 : 对 于 ze Do， 


(9.6.2) zt 二 zz 及 (z*)* = zx (如 果 zeDo)， 
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并 且 特 别 地 , 对 于 z e B,z e C, (e*)* = e**. 由 于 根据 (9.3.1), z! = z, 对 于 任何 正 
或 负 整数 n, 函数 z 与 通常 意义 下 z 的 n 次 星相 同 . 在 Do 中 , 我 们 也 有 


(9.6.3) 双人 = M1; 
这 是 因为 由 (9.4.1) 及 (9.6.2), 我 们 有 
Ee es) < Bore > 2 一 和 2A-L， 
za 在 点 1 的 泰勒 级 数 是 
(9.6.4) G+ = (e+ (ate (O)er te 


我 们 立即 看 出 (9.3), 除了 当 和 是 ( 正 或 负 ) 整数 时 , 函数 z 在 实数 点 -zx < 0 
没有 极限 , 因此 Do 是 函数 zx 的 一 个 最 大 域 ; 反 过 来 , 对 于 整数 n > 0, z" 是 整 函 数 ， 
并 且 对 于 整数 n < 0,z" 在 点 0 有 一 独 个 |n| 阶 极点 . (8.7) 中 的 推理 表明 , 除了 当 入 
是 整数 > 0 时 , 级 数 (9.6.4) 的 收敛 圆 盘 是 |z| < 1, 并 且 一 1 是 收敛 圆 上 的 唯一 奇 点 . 

公式 


(9.6.5) (z122)* == 台 又 


只 有 当 xt < Amz1 + Amza < 工时 成 立 (参看 (9.4.4)); 否则 , 上 式 右边 要 乘 以 ezir 
或 e-2px. 此外, 如 果 在 (9.6.1) 中 把 log z 换 成 对 数 在 Do 中 的 其 他 “分 支 ", 就 得 到 
和 次 军 在 Do 中 的 其 他 分 支 , 即 丽 数 catxizx， 如果 》 不 是 有 理 数 , 所 有 这 些 函数 都 
不 相同 ; 反 过 来 , 如 果 和 = p/4, 这 里 p 及 4 是 互 素 的 整数 (9 > 0), zx 在 Do 中 恰好 
有 gq 个 不 同 的 “分 支 ", 可 写作 whz?/, 这 里 w = ezin/ 是 辆 角 > 0 的 “: 的 9 次 根 " 
中 , 有 最 小 辐 角 的 一 个 根 , h 取 从 0 到 9 - 1 的 所 有 整数 值 . 特别 地 , 对 于 p/g = 于 
又 可 找到 (8.4) 中 考虑 的 两 个 函数 g 及 -go. 当然 , 对 于 0 < a < 2 也 有 和 次 寡 在 
开 集 Ds 中 的 相应 “分支”. 

例 (9.6.6) 作为 实际 计算 的 例子 , 确定 复数 让 由 定义 , 这 是 数 etloei, 并 且 我 们 有 
logi= 络 ， 因此 六 = ee- 

(9.7) 我 们 毕竟 往往 会 遇 到 有 多 个 “支点 ”的 函数 ， 现 不 寻求 作出 一 般 理论 , 只 有 考 
虚 一 个 典型 的 例子 , 即 形状 如 下 的 乘积 


(9.7.1) 2%0(z— a (2 — ar)™, 


这 里 aj(1 < 7 < r) 是 互 不 相等 并 且 0 的 复数 , Xi 是 任何 复数 . 为 了 给 出 这 样 函数 
的 意义 , 必须 先 确 定 它 的 定义 域 . 如 果 


Qj = pje'™’(0 < a; < 2n), 
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我 们 取 沿 着 半 射 线 Lo 及 aj +La+o, (采用 (8.4) 中 的 记号 ) “ 割 开 的 ”平面 (图 43) 作 
为 例子 ; 然后 必须 把 乘积 (9.7.1) 中 每 个 因子 所 选 的 “分 支 " 在 平面 “ 割 开 ” 后 所 得 开 
集 D 中 一 点 处 确定 ; 于 是 这 乘积 就 是 D 中 确定 了 的 函数 , 并 且 作为 定义 函数 (9.7.1) 
就 是 这 函数 . 当然 我 们 也 可 把 某 些 因 子 (z 一 aj) 用 log(z - oj), 或 者 甚至 用 它们 的 
乘 宕 (log(z - oj))> 等 等 来 代替 . 


注释 (9.8) 设 f 是 在 “ 割 开 了 的 平面 * Do (8.4) 中 的 解析 函数 , 并 且 假 定 存在 着 一 个 在 C-{0} 
中 连续 的 函数 g, 它 与 有 在 Do 中 重合 {这 假设 也 可 表述 为 : 在 负 半 实 轴 上 的 每 点 -zx < 0， 
当 z 从 Do 中 趋 近 于 一 zx 时 , f(z) 有 极限 , 而 且 对 于 z > 0, 这 极限 是 一 z 的 连续 函数 ), 那 
么 g 在 C-{0} 中 解析 ( 换 句 话说 ,0 是 f 的 一 个 正则 点 或 孤立 奇 点 ,但 不 是 一 个 支点 ). 
上 述 结果 可 由 下 列 更 一 般 的 命题 导出 : 
(9.8.1) 设 P+， 及 忆 是 开 半 平面 Jz > 0,Jz <0, D 是 C 中 一 个 开 集 , 是 D 中 的 连续 复 
值 函 教 , 还 假定 有 在 两 开 集 D 门 P+,D 门 P_ 中 解析 ; 那么 了 在 D 中 解析 . 
问题 就 是 要 看 出 f 在 实数 点 zo e D 解析 . 考虑 心 是 zo 、 并 且 包 含 在 D 中 的 一 个 正方 
形 Q:|z 一 zol < a,ly| < a. 要 证 明 对 于 QNMP; 或 Q 门 P- 中 的 任何 内 点 z, 如 果 ?7 是 如 
同 (6.6) 中 那样 确定 的 “正方 形 Q 的 边界 ”, 我 们 有 


fdu 


(9.8.2) 2rif(z) = / 


但 是 上 式 右边 是 在 正方 形 Q 的 整个 内 部 解析 的 函数 (7.2); 因为 这 函数 在 Q 门 P+ 及 Q 门 P- 
中 与 有 重合 , 并 且 f 是 连续 的 , 所 以 (9.8.2) 的 两 边 在 Q 的 整个 内 部 相等 , 由 此 即 得 结论 . 
因此 还 只 需 证 明 (9.8.2). 假如 假定 7z > 0; 那么 柯 西 公式 表明 我 们 有 : 对 于 0 < h < Jz， 


2 = 并 有 0o= 人 各 和 


这 里 次 表示 顶点 是 zo 一 a 十 座 ,To 十 4 十 读 ,T0 十 Q 十 ia,T0 一 a 十 ia 的 呆 形 的 边界 ”, 
表示 与 上 和 矩形 关于 实数 轴 为 对 称 的 矩形 的 边界 (图 44). 把 上 列 两 公式 相 加 , 可 见 (9.8.2) 两 
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边 的 差 等 于 
[ (lett fe td )a 
a\Zot+ih+t—z zo—ih+t—z 


Eg (a 


T0 十 Q 十 许 一 2 TO 一 G 十 证 一 2 


一 h 


图 44 


由 函数 /在 Q 中 的 一 致 连续 性 ( 预 篇 , 5.6) 以 及 中 值 定理 , 立即 可 更 上 列 和 式 的 绝对 值 随 着 
六 成 为 任意 小 , 由 此 得 (9.8.2). 对 于 Jz < 0 情形 同样 作出 证 明 . 
(9.8.3) 特别 考虑 在 半 平 面 S : Rw < a 中 解析 的 函数 F(w), 设 它 在 S 中 满足 Flw 十 
2ir) = F(w)， 那么 如 果 A 是 圆 盘 |z| < e*, 就 存在 着 在 A -- {0} 中 的 一 个 解析 函数 满 
足 F(w) = G(e*). 事实 上 , 函数 F(logz) 在 A 门 Do 中 解析 , 并 且 由 假设 , 对 于 0 < ” < 
er,F(logr 一 ix) = Fllogr 十 证),， 从 而 这 函数 可 开拓 成 在 A 一 {0} 中 的 连续 函数 G(z); 对 
它 可 应 用 以 上 结果 . 
(9.8.4) 同样 , 考虑 在 贺 盘 A : |z| < a 中 解析 的 函数 F(z), 设 对 于 一 个 整数 m > 0, 我 
们 有 F(e 侍 z) = F(z)， 那 么 在 圆 盘 |z| < am 中 , 存在 着 一 个 解析 函数 G(z), 并 且 对 于 
|z| <a,F(z) = G(zm). 考虑 在 A 门 Do 中 的 函数 F(z'/™"), 论证 与 (9.8.3) 中 相同 . 
(9.9) 我 们 已 经 看 到 (第 六 章 , 8.7.6) 对 于 任何 复数 方 阵 4, 指数 映射 e4 是 可 逆 托 阵 . 
反 过 来 , 我 们 要 看 出 , 对 于 任何 复数 可 送 矩 阵 妃 , 至 少 有 一 个 矩阵 4, 满足 e4 = B (由 
于 e4+2nxil = e4, 应 当 有 无 穷 多 个 矩阵 具有 这 种 性 质 ). 为 此 , 考 虚 到 第 六 章 , 8.7.8， 
可 设 B 是 写成 若 尔 当 标准 型 的 ; 然后 应 用 第 六 章 , 8.7.10, 可 以 化 成 B 是 若 尔 当 第 阵 
XI 十 情形 , 在 这 里 
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由 于 B 是 可 道 的 , 由 假设 有 入 关 0, 因此 存在 着 ye C, 使 得 e+ = 和, 从 而 er! = XT; 由 
于 B= XI(I+ 和 -1N), 并 且 了 与 C 可 换 的 , 只 须 找到 一 个 矩阵 C, 使 得 ec = I++ 和 XIN 
(参看 第 六 章 , 8.7.5). 注意 我 们 有 Nm = 0; 我 们 要 看 到 , 把 寡 级 数 log(1 + z) (9.4.2) 
前 n 一 1 项 中 的 z 换 成 和 -!N 而 得 的 矩阵 

nA-("-l) 


i be 
C= W- Mt 


就 可 解答 这 一 问题. 显然 C" = 0, 因此 ec 一 I+ 十 C 二 当 C?+… 十 Foe 因 


(n— 
为 由 定义 , 对 于 |z| < li eeg0+a 二 1+z, 所 以 关系 式 ec = I+- WU 
赛 级 数 的 定理 (第 六 章 , 4.4) 得 出 . 这 定理 证 明 : 在 级 数 e* = a Rl 中 ， 用 1log(1+z) 


代替 z, 所 得 知 级 数 除 常 数 项 及 z 的 系数 等 于 1 外 ， 其 他 各 项 的 系数 都 是 0. 


10. 对 计算 积分 的 应 用 


(10.1) 作为 第 一 个 应 用 , 证 明 第 四 章 , 公式 (4.6.4): 对 于 满足 0 < 和 < 1 的 任何 实 
数 入 
+o0 
/ zlerdz = e¥ MiT(N), 
(10.1.1) A 
下 zx-le-izdzr = e- 3MiT(A). 
0 
例如 证 明 上 列 第 一 个 公式 , 在 沿 着 负 实 半 轴 Lo 割 开 的 平面 中 , 考虑 函数 f(z) = 
zx-lee; 对 于 z 的 (和 一 1) 次 寡 , 取 由 (9.6.1) 确定 的 “分 支 ", 于 是 对 于 实数 > > 0, 它 
等 于 寡 函 数 zx-! (在 实数 意义 下 ). 现 对 这 解析 函数 应 用 柯 西 定理 (第 七 章 , 5.2), 取 
下 列 互相 衔接 的 四 条 道路 m V Ya V Ysa V Ys 作为 环 路 人 


位 (时 二 二 对 于 地 雪上 世 站 轴 ) 
me 介 = Pet 对 于 0<t< 3 
3(t) = 一 让 对 于 -Rgt&-r, 
mi 的 =ret-0 对 于 0<t<3, 
这 里 0<r < 及 ( 图 45). 沿 着 Lo 割 开 的 平面 是 单 连通 的 , 因此 我 们 有 


1. d; ad d.; dz = 0. 
(10.1.2) freet {r+ tee+ {10 
由 定义 以 及 所 选取 的 了 的 分 支 , 我 们 有 
二 A—1 
ls dz = 一 下 
(10.1.3) flz)dz / Wm 
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y 


Na 


上 
2 


图 45 
并 且 对 于 z = iy, 这 里 及 y > 0， 由 定义 有 
z*-1 = eM-D)logz 一 e(A-D0ogy+ 语 ) = e(A—D) 刘 yA-1, 
因此 
R 
(10.1.4) / f(z)dz = -ei a 
ys r 


我 们 注意 由 定义 , 当 r 趋 近 于 0, 并 且 R 趋向 于 +ce 时 , (10.1.4) 的 右边 趋 近 于 
(10.1.1) 中 第 一 个 公式 的 变 了 号 的 右边 ; 于 是 还 只 需要 证 明 在 这 些 条 件 下 , 沿 yo 及 
?ma 的 积分 都 趋 近 于 0. 然而 我 们 有 


| 人 f(a)dz 


并 且 既 然 0 < 入 < 1, 由 车 尔 当 引 理 (5.3.2), 上 式 右边 随 着 1/R 趋 近 于 0; 同样 , 我 们 


/ fo 


它 随 着 > 趋 近 于 0. 我 们 可 同样 证 明 (10.1.1) 中 第 二 个 公式 , 但 这 时 积分 要 沿 着 与 y 
关于 实数 轴 对 称 的 环 路 
(10.2) 现在 给 出 计算 下 列 形状 的 积分 的 一 般 方法 


各 
总 人 RMe-Rsintat, 
0 


- 刘 TI 和 
< 人/ ersintgt < Te, 
0 2 . 


(10.2.1) 人 zx-~1Q(z)dz， 
o 


这 里 和 是 一 个 > 0 的 实数 , Q 是 (有 复 系数 的 ) 有 理 分 式 , 没有 实 极点 > 0, 并 且 满足 
Q(0) 关 0 以 及 ,lim z*IQ(z)| = 0 (后 一 条 件 等 于 说 : 如 果 Q = F/G, 这 里 了 及 G 是 多 项 
式 , 我 们 就 有 degF < degG - 入 ). 

这 次 我 们 要 在 沿 着 正 半 实 数 轴 L2x 割 开 的 平面 D2 中 考虑 函数 


f(z) = (-z)* Q(z). 
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作为 定义 , 在 Dz 中 取 (~-z)*-! = ex- Dieg(-”) (这 是 有 意义 的 , 由 于 一 ze Do, 并 且 对 数 
的 主要 分 支 在 Do 中 正好 是 确定 的 ). 函数 f 在 Dz 中 亚 纯 . 于 是 考虑 由 下 列 四 条 道路 互相 
衔接 Y1V Y2 V Ya V Ys 而 得 的 环 路 7 (图 46) 


M(t) = eiot 对 于 rstsg hh, 
2(t) = Re': 对 于 ast<2x-a, 
ma 人 = -eriet 对 于 -REtS—r, 
Tab = re 对 于 as<t<2r-a. 


由 于 y 包含 在 Dax 中 , 由 留 数 定理 (4.3), 我 们 有 
10.2.2 dd dd d: dz = 2ni Resa, f, 
(10.2.2) /8 s+ 70) s+ 10 s+ 10) :Re 


这 里 和 式 是 对 关于 环 路 7 指标 关 0 的 f 的 极点 作出 . (立即 可 见 Dzx 中 任何 点 关于 Y 有 等 
于 0 或 1 的 指标 ; 参看 第 六 章 , 2.2.3). 考虑 到 上 面 提 到 的 (一 z)*-， 的 定义 , 首先 可 看 出 : 当 
在 (10.2.2) 中 固定 及 尽 , 令 a 趋 近 于 0 时 , 沿 Yi 及 六 的 积分 分 别 趋 近 于 


R 和 R 
can 从 -1Q(t)dt 及 dh -1Q(t)dt. 


~ 


图 46 


另 一 方面 , 我 们 有 
2r 
< PY i ad 只 
/ f(a 小 fa < 人 miaeeoldt 


并 且 由 所 作假 设 , 当 RR 趋向 于 +oo, 并 且 r 趋 近 于 0 时 , 上 两 不 等 式 的 右边 趋 近 于 0. 
由 此 看 出 : 考虑 到 sin(( 和 - IJ)r) = 一 sin Ar, 取 极限 就 可 得 到 


+o0 
(10.2.3) 人 orQlnjd= 3 DD Resof, 
大 


2r 
< /mlaae Yar, 
[ 
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这 里 和 式 是 对 有 理 分 式 Q(z) 的 所 有 极点 作出 的 . 
1 


例如 取 Q(z) = TE 并 且 0< 入 <1. 这 时 Q(z) 只 有 一 个 极点 z = 一 1, 它 是 单 极点 ， 
并 且 因 此 f 在 这 点 有 留 数 1 (考虑 到 由 “分 支 ”z*-! 的 定义 , 1*-! = 1). 由 此 得 公式 : 对 于 
0<A<l, 
十 oo FA 一 上 x 
(10.2.4) 人 Ti 击 对 : 


11. 对 无 穷 乘积 的 应 用 


(11.1) 复数 的 “无 穷 乘积 " 概念 完全 与 级 数 的 概念 相仿 , 不 过 乘法 代替 了 加 法 . 已 给 
复数 序列 {an}, 从 这 序列 出 发 作出 “部 分 乘积 ” 


Di=a, P=0102, Pr 三 002… an 


如 果 序 列 {pn} 在 C 中 收敛 , 就 说 一 般 因子 是 an 的 无 穷 乘 积 收 仇 ; 序列 {pn} 的 极 
限 p 叫做 序列 {a,} 的 无 穷 磁 积 , 记 作 


(11.1.1) ?= [oe 


由 于 数 0 有 对 乘法 的 特别 性 质 , 从 而 无 穷 乘积 具有 几 种 特性 , 而 级 数 却 没有 相 
应 的 性 质 : 如 果 至 少 有 一 个 an 是 0, 从 某 一 阶 起 , 我 们 有 pn = 0, 并 且 无 论 序列 {an} 
中 其 他 项 是 怎样 的 , 序列 {pn} 收敛 于 0. 我 们 约定 (除非 明确 提出 相反 的 约定 ) 只 考 
虑 没有 一 项 是 零 的 序列 fan}, 并 且 只 有 当 了 = ,lim pn 不 是 零 时 , 才 把 无 穷 乘积 看 作 
收敛 (那么 我 们 说 乘积 在 严格 意义 下 收 化 )， 
(11.2) 在 上 述 约定 下 , 对 于 任何 n > 2, 可 以 写 出 os = pn/pn-1; 因此 如 果 无 穷 乘积 
在 严格 意义 下 收敛 (从 而 由 约定 , 收敛 于 了 #0), 我 们 有 ,lim an = 1; 通常 也 写 出 
an = 1 十 un, 并 且 如 果 无 穷 乘积 在 严格 意义 下 收敛, 我 们 有 ,lim un = 0. 当然 ,无穷 
乘积 收敛 的 这 一 必要 性 判别 法 不 是 充分 性 判别 法 . 

更 一 般 地 , 对 于 任何 整数 大 > 0,n > 2， 


anan+1… an+k = pnt+k/Pn—1. 


因此 如 果 {an} 的 无 穷 乘积 在 严格 意义 下 收敛 , 那么 存在 着 一 数 no, 使 得 对 于 7. > no， 
我 们 有 , 对 于 任何 上 > 0， 


(11.2.1) lananti'**onte 1| < 3 
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由 此 导出 , 对 于 n > no 及 任何 大 > 0, 用 (9.2.4) 中 的 记号 , 我 们 有 


(11.2.2) |Am (anan+1……an+k)| < 3 
并 且 
(11.2.3) Am (anant1' "an+k) = Aman + Amantl++ :+ Amantk. 


事实 上 , 关系 式 (11.2.2) 可 由 (11.2.1) 立即 推出 ; 另 一 方面 , 对 k 递 推 可 证 明 
(11.2.3), 而 这 些 关系 式 对 于 k = 0 是 明显 的 : 由 于 |Am (ananf1…:an+k_i)l < 3 并 
且 


’ 


|Am (an+k)| < 


开 

4 
我 们 有 |Am(anant1…antk-1) + Am (an+k)| < 3 并 且 关 系 式 (11.2.3) 因此 可 由 递 
推 假设 及 (9.4.4) 导出 . 
(11.3) 对 任何 整数 m > 1, 可 以 写 出 : 对 于 n>m 


Pn 一 pm(am+l an) 


并 且 因 此 (由 于 pm 夫 0) 要 使 序列 {pn} 收敛, 必须 而 且 只 须 序列 (omam+l …an)n>m 
收敛 , 并 且 我 们 有 


lim pn = pm-l lim (omam+1…-an). 
no0 n—o0 


换 句 话说 , 无 穷 乘积 的 严格 收敛 性 只 与 从 某 一 阶 起 的 (而且 阶 数 是 任意 的 ) 因子 an 
有 关 , 与 级 数 的 情形 相似 . 由 于 (11.2.1) 在 研究 (在 严格 意义 下 ) 收敛 的 无 穷 乘积 时 ， 


可 以 只 研究 对 于 任何 mw 满足 1 + wn = an, 而且 lun| < 了 的 无 穷 乘积 (在 考虑 无 穷 
乘积 的 因子 时 , 可 以 只 从 某 一 阶 开始 ). 由 于 (11.2.3) 及 (9.4.6), 可 以 写 出 


(11.3.1) logpn = logal 十 … 十 logan 十 2hirr. 

这 里 的 对 数 应 理解 为 (9.3) 中 所 确定 的 “主要 分 支 ", 并 且 整 数 h 对 于 n > no 是 党 

数 . 考虑 到 函数 log 及 exp 连续 , 可 见 说 无 穷 乘积 [ov 在 严格 意义 下 收敛 与 说 级 
nm=1 


数 5 logan 收 全 是 同一 件 事 , 并 且 我 们 有 


n=l 


(11.3.2) I an = exp 勾 oe, ) y 
n=1 n=1 


(11.4) 如 果 一 般 项 是 un 的 级 数 绝对 收 化 (并 且 对 于 任何 n,un 取 一 1), 那么 无 穷 切 积 
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Ta 十 Un) 收 化 . 


n=1 


只 须 证 明 一 般 项 是 log(1 + us) 的 级 数 收敛 ; 其 实 我 们 要 看 到 这 级 数 绝对 收 敌 ， 
事实 上 , 可 以 只 考虑 对 于 任何 mlun| < 3 情形 , 由 于 对 数 的 二 阶 导数 -1/(L+ 2)? 在 
回 盘 |z| < 二 中 的 绝对 值 有 上 界 4 于 是 根据 泰勒 公式 (第 六 章 , 66), 对 于 任何 
(11.4.1) |log(1 + wn)} < lun| + 2lunl? < 2lunl. 

我 们 可 以 说 当 一 般 项 是 ww 的 级 数 绝对 收 全 时 , 无 穷 乘积 J (1+un) 绝对 收 做， 

n=1 
要 注意 可 能 级 数 uw 收效 (但 不 绝对 收敛 ) 而 无 穷 乘积 了 [ (1 + ww) 不 收 化 ; 反 过 
n=1 n=1 

来 也 是 这 样 (习题 28). 


(11.5) 设 {un} 是 在 开 集 D C C 中 的 一 个 解析 函数 序列 ， 并 且 假定 对 于 任何 闭 图 
瘟 A C D, 一 般 项 是 un(z) 的 级 数 在 A 中 正规 收敛 (第 五 章 , 2.6)， 那 么 无 穷 乘 积 


f(z)= ][ (tun(z)) 是 在 D 中 的 解析 澡 数 ; 它 在 卫 中 的 零点 是 每 个 因子 1+un(2) 
n= y 

的 零点 , 在 一 个 零点 处 的 阶 w(a; f) 是 一 些 阶 w(a;1 + un) ( 除 对 有 限 个 nn 的 值 外 ， 

它们 都 是 零 ) 的 和 . 此 外 , 考虑 不 包含 三 的 任何 零点 的 任何 闭 圆 盘 A C Di 一 般 项 是 


以 (2) 的 级 数 在 人 中 一 致 收 北 ,并且 我 们 有 : 对 于 任何 zE Ai 
1+un(z) 


(11.5.1) 各 -i 


T+ a 


出 假设 , 对 于 任何 团圆 盘 A < D, 有 一 个 收敛 正 项 级 数 an, 使 得 对 于 任何 


n=1 
z € A, lun(z)| < on. 如 果 选 取 no, 使 得 对 于 n> no,an < 上 那么 由 不 等 式 (11.4.1) 
可 得 : 对 于 任何 z € A 及 任何 n > mo,jlog(1+ un(z))| < 2an, 从 而 可 见 一 般 项 是 
logGL+on() ) (这 里 n> no) 的 级 数 在 A 中 正规 收敛 . 因此 对 于 任何 z e A, 无 穷 乘积 


II (1+un(z))=exp i log(l-+Hun(z)) ) 收敛 (在 严格 意义 下 , 从 而 关 0). 由 第 五 章 ， 


n=no N=m 


2.6, 这 一 无 穷 乘积 是 A 中 的 一 个 解析 函数 序列 的 一 致 极限 ， 从 而 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 收 
敛 定理 (第 七 章 , 10.5), 它 在 A 中 解析 , 并 且 把 它 乘 以 有 限 乘 积 和 (1 十 un(z)) 而 得 


中 与 (11.1) 中 做 的 约定 不 同 , 这 里 容许 出 现 这 种 情形 : 对 于 某 些 = & D, 我 们 有 , 对 于 ” 的 某 些 
值 , un(z) = 一 1; 这 时 我 们 说 无 穷 乘 积 在 这 些 点 收敛 于 零 . 
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的 1lQ+une)) 也 在 A 中 解析 . 如果 还 假设 对 于 任何 整数 ,在 A 中 ,1+un(z) #0， 


那么 在 A 中 1 林 是 解析 函数 , 并且 对 于 n > no, 它们 是 在 A 中 确定 的 解析 
函数 Jos(1 + ww) 的 导数 ; 这 些 导数 所 构成 的 级 数 -一致 收 全 可 由 第 七 误 10.1 导出 
此 外 , 如 果 对 于 任何 整数 N, 令 gn (2) = HI 1+ un( 及 ) 在 A 中 收 化 于 f(z), 因此 由 
第 七 章 , 10.1, 序列 (9w(z)/gw(z)) 在 A 中 收 全 于 了 (z)/f(z). (11.5) 证 完 . 
我 们 注意 在 (11.5) 中 条 件 下 , 部 分 乘积 序列 全 (1+ un(z)) 在 整个 间 国 胡 A cD 


n=1 
中 一 致 收敛 于 f(z). 这 是 因为 用 同样 的 记号 , 可 以 写 出 


2). 
N 
I (1 + un(z)) = Haru I ru (2)), 


而 且 上 式 右 边 第 一 个 因子 在 A 中 有 界 . 
习 题 
1) 设 是 圆 环 S:0<r<|z|<r, 这 里 r+ <1<r, 并 日 设 
j= 六 守 11+ 
ee | 
是 它 的 洛 朗 级 数 . 如 果 r < p < 1, 证 明 我 们 有 
Wi 2 {seesin? Dag, 
2p" 十 a_n 二 anp2n = 2 人 yoete)eos 
o 


由 此 导出 : 如 果 在 S 中 , Rf(z) > 0, 我 们 有 : 对 于 n>1,Ran < TI 一 mr 直 ; 并且 考 虑 f(e'*z) 
及 f(p/z), 断定 我 们 有 


2 
lan| < 及 对 于 n>1,la-n| < Tn 


2 
1—p" 
2) 考虑 寡 级 数 

J(z) = 1 十 22 十 下 十 碍 十 -十 


它 的 收敛 半径 是 1. 证 明 我 们 有 


jf(z) =z2+j(z2) 二 22 十 到 十 jz = , 


习 题 .219 - 


证 明 圆 |z| = 1 所 有 点 都 是 函数 f 的 奇 点 (应 用 第 六 章 , 习题 17b)). 
3) 设 D 是 一 个 连通 开 集 , 它 包 含 -个 圆 盘 的 外 集 |z| > R. 设 了 是 D 中 的 解析 函数 ， 
并 且 满 足 
lm f(1/z) = 
证 明 对 于 包含 在 |z| > RR 中 的 任何 环 路 3, 我 们 有 : 对 于 任何 > < D, 但 不 属于 环 路 的 像 ， 


f EE = 2 Yet zn) -0;0)/e). 


(注意 对 于 任 一 个 R' > R, 在 |z| > R 中 与 阅 盘 外 部 |z| > R' 所 包含 的 一 个 环 路 同 伦 .) 

4) 设 aa 十 ciz 十 … 十 cn 和 十 .… 是 有 有 限 收敛 半径 R>0 的 一 个 血 级 数 . 

a) 设 D 是 包含 闭 圆 盘 |z| < RR 的 一 个 开 集 ， 上 列 函数 的 和 是 D 中 一 个 亚 纯 函 数 f 在 
jz| < 及 中 的 限制 . 如 果 f 只 有 一 个 m 阶 极点 在 加 |z| = RR 上 , 证 明 我 们 有 : 对 于 一 个 常数 
A 及 一 个 忆 >R 

cn = An™ lg" +o(R™™"). 
(考虑 三 在 点 zo 的 奇异 部 分 u(z) 及 差 式 f(z) 一 u(z).) 

b) 更 一 般 地 , 如 果 在 圆 |z| = RR 上 , z1,… ,zr 是 f 的 不 同 极点 , 它们 的 最 大 阶 是 m, 那 

么 我 们 有 


cn=n™! (S45") +o(n™ 2R") = On" 1R-"), 
5 


这 里 Ai 是 常数 关 0. 出 此 导出 : 不 可 能 存 无 穷 个 由 十 工 个 相 接连 的 整数 nx,nx 二 1,… ， 
nk 十 r 组 成 的 序列 , 对 于 每 一 个 序列 中 所 有 整数 , cn = 0 (级 数 中 有 “无 穷 组 接连 缺 "十 1 
项 ”) (应 用 范 德 蒙 德行 列 式 ) 如 果 > = 上 我 人 有 ,lim_ 二 


四 设 f(z) = co+ciz 二 -… 二 cnz" 十 … 是 收敛 半径 已 = 1 的 军 级 数 ;如 果 cn = oln”!)， 
并 且 a > 0, 证 明 当 r 从 < 1 趋 近 于 1 时 , 我 们 有 Jim(1 —r)*f(re®) =0 对 于 0<g<2r 


Cn 
= 1 


一 致 成 立 (注意 (| ~ ans- 0) 由 此 特别 导出 : 如 果 Jimn cn = 0, 那么 在 |z| = 1 上， 


了 不 可 能 有 奇 点 是 极点 . 

6) 设 f(z) = ao 十 a1z 十 … 十 anz" 十 .…… 是 有 收敛 半径 RR 的 实 系 数 筹 级 数 ; 设 在 贺 
lz| = R 上 , f 仅 有 的 两 个 奇 点 是 两 个 极点 Re'* 及 Re 而 且 0 < a < x 证 明 如 果 Vn 
是 序列 {ay]josjisn 变 号 的 次 数 , 我 们 有 

a 


i 
lim — = =. 
nn 天 


7) 把 留 数 定理 应 用 到 积分 / EE 这 里 a 天 上 并 且 7 是 环 路 二 Rett, 由 


一 a)(z 一 上 
此 证 明 刘 维 尔 定理 . 
8) 用 留 数 法 计算 下 列 形状 的 积分 : 


2 
A R(cos0, sin 8)d0, 
0o 
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这 里 R(w,v) 是 有 理 分 式 ; 对 于 任何 值 w = cosb,v = sin 0, 并 且 0 < 9 < 2r, 分 母 不 是 零 . 
例 : 


2 
do 
对 于 a>b>0, G0 = ty 


9) 证 明 我 们 有 


FE +o0 oin3 
sinz n sin Zz, _ 3n 
人 呈 人 Er 


+o0 
六 er sin(asin bz) OE = 于 ee-D (a>0,5>0) 
, 


( 沿 着 图 47 中 的 环 路 积分 ). 


10) 证 明 我 们 有 


广 cos6 站 2 
ecose cos(nb 一 sing)db = i (整数 n > 0). 
0 


11) a) 证 明 如 果 入 > 0, 并 且 a 是 实数 , 那么 我 们 有 


/ er? cos(2Xaz)dz = Vi 
-om 


( 沿 着 顶点 是 土 及 土 尽 + ia 的 矩形 , 作 e- xs” 的 积分 ). 
b) 证 明 对 于 a > 0,b > 0, 我 们 有 


洗 。 ia2t2 一 2ibtdt 一 爸 o 各， 
由 此 得 


12) 证 明 对 于 实数 a, 我 们 有 


+eo gi +o0 ne™e 
台 az 肥 = 工 二 班 ， / zcosaz jir 一 Ge 
册 shz 网 
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( 取 积分 沿 着 顶点 是 士 中 及 +R 十 2ni 的 矩形 , 并 用 小 的 半圆 避 开 点 0 及 2ri). 
13) 计算 积分 (这 里 t> 0,c> 0) 


1 feriee eztdz 1 Yi tdz 


rn rs : 
2 Ztl’ ri i zi 


c-ioo 


14) 设 f 是 贺 盘 D : |z| < RR 中 的 解析 函数 . 设 zo = roeie 是 满足 ro < 尽 并 且 关 0 
的 一 点 , 令 f(z0) = poe™0; 对 于 及 中 邻近 bo 的 0, 以 及 z = roe™”, 可 以 写 出 /(z) = pe™*， 
并 且 p > 0, w 在 区 间 jwo 一 mr wo 十 zt[ 中 . 证 明 我 们 有 


do _ 2 {f(a 
本 -=z(:f) 
例子 f(z) = 2 表明 : 在 D 中 可 以 有 R (#8) > 0, 而 了 不 是 单 射 ， 证 明 如 果 
了 在 D 中 是 单 射 ,而 且 此 外 如 果 在 D 中 , 对 于 = 天 0 及 (> 三 人 ) > 0, 那么 我 们 必然 有 
7 


f(0) = 0, 而 且 f(D) 是 关于 0 的 星 形 集 (对 于 0 < r < ,把 (6.1) 应 用 于 环 路 t 一 re”). 
15) 证 明 : 设 a, 8 是 两 个 实数 夫 0. 如 果 n 是 偶数 , 多 项 式 


ztaz™ +p 


在 半 平 面 RRz > 0 中 零点 的 个 数 等 于 n; 如 果 n 是 奇数 , 它 在 及 z > 0 中 零点 的 个 数 当 a > 0 
时 等 于 n 一 1, 当 a < 0 时 等 于 n+1. (把 (6.1) 应 用 到 由 半圆 1 Re* (-3 <t<3) 和 
它 的 直径 
二 一 -it(-RS<tSR) 
所 形成 的 环 路 , 这 里 R 是 充分 大 的 ; 应 用 习题 14 中 公式 (*)). 
16) 证 明 对 于 整数 n > 1, 方程 sinz 一 z = 0 在 带 形 2nr < Rz < (2n 十 1jx 中 有 两 个 根 ， 
而 在 带 形 (2n 一 1)x < Rz < 2nx 中 没有 根 , 此 外 , 存在 着 一 数 上 > 0, 使 得 对 于 充分 大 的 m, 方 


logn 


程 有 一 个 并 且 只 有 一 个 根 z+ 记 满足 下 列 条 件 : |z - (2nr + 了) < ky-log(4nn)| < 


由 (把 (6.2) 中 的 方法 应 用 到 生 形 nr < Rs < (2n 二 Dr,a< 9z < 有 的 边界 ,这 里 a 


及 有 是 适当 的 正 数 ; 然后 应 用 牛顿 法 .) 
17) a) 考虑 方程 
和 
= —wsinz= 0. 
证 明 对 于 满足 0<r < 于 的 任何 7, 并 且 对 于 lw| < 去 十 = 这 方程 有 一 个 并 且 只 有 一 个 


根 z= h(w) 满足 be 如 果 p 二 1.19.… 是 方程 


的 大 于 0 的 根 , 由 此 导出 : h(w) 在 圆 盘 |w| < (oz 一 1)3 = 0.6627.… 中 解析 
b) 如 果 令 f(z) = (z 一 到 /sinz; 并 且 如 果 zo 是 方程 P(z) = 0 的 一 根 , 证 明 在 一 
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个 心 是 0 并 且 包 含 点 wo = f(zo) 的 一 个 圆 盘 中 解析 . 证 明 存在 着 一 个 这 样 的 根 zo, 使 得 
jwo| = (p? 一 1 并 且 由 此 导出 h(w) 在 点 w= 0 的 泰勒 级 数 的 收 化 半径 是 (p? 一 1)3. 
18) 设 太 是 加 盘 |z| < RR 中 的 解析 函数 , 对 于 满足 0 < r < R 的 任何 r, 证 明 ; 如 果 对 
于 |z| =7,f(z) 关 0, 那么 f(z) 所 有 属于 图 盘 |z| < r 的 零点 的 个 数 至 多 等 于 及 ( 8) 
对 于 |z| = r 的 上 确 界 . 
19) 证 明 有 实 系数 aj,b; 的 三 角 多 项 式 


am COS MO + bm sin m0 + am+i cos(m + 1)0 + bm+1sin(m + 1)0 + 


十 an CoOs nb + bn sin ng 
在 区 间 0 < 9 < 2r 中 至 少 有 2m 个 不 同 的 实 根 . (把 (6.1) 应 用 到 多 项 式 
(am — ibm)z™ + (am+1 — ibm+1)z™+! 十 ,十 (an — ibn)z".) 
20) 设 
ao 十 al cosb 十 azcos26 十 … 十 ancosng 
是 一 三 角 多 项 式 , 这 里 0 < ao < al < ,… < an. 证 明 这 多 项 式 在 区 间 0 < 9 < 2n 中 有 2n 


个 不 同 的 根 . (用 解 习题 19 同样 的 方法 , 并 用 第 二 章 , 习题 10.) 
21) 设 和 是 实数 , 并 且 > 1. 证 明 方程 


A—-z—-e “=0 


只 有 一 个 根 (必然 是 实数 ) 满足 Rz > 0. 
22) 设 f() 是 在 区 间 0 < t < 1 中 两 次 连续 可 导 的 实 值 函 数 . 考虑 整 函数 


F(z) = / " f(t) sin stdt. 


a) 证 明 如 果 |f(1)| > |f(9)l, 那么 F 有 无 穷 个 实数 零点 及 有 限 个 非 实数 零点 . 
b) 证 明 如 果 |f(1)| < |f(0)|, 那么 F 有 无 穷 个 非 实数 零点 及 有 限 个 实数 零点 (用 两 次 分 
部 积分 比较 F 的 零点 及 
f(0) — f(1) cosz 
的 零点 ). 
23) 证 明 对 于 充分 大 的 N, 整 函数 


oo 2 3 
2 ay! 


wa 
在 因 盘 |z| < Na 中 恰好 有 Na 个 零点 (把 军 级 数 与 它 的 一 项 ty 相 比 较 ). 

24) a) 证 明 方程 ze-* = vw 在 了 岂 = 0 的 邻 域内 有 解析 解 z = h(w), 这 解 在 = 0 有 泰 
勒 级 数 


nw" 


5 
ha) = 加 十 2 十， 二 4 


nl 


此 外 , 对 于 任何 复 常数 a, 我 们 有 


eoh(w) = 1 + 一 eet 


tt (a+m" mn 
I 二 No) -三 人 
这 些 级 数 有 收敛 半径 1/e (应 用 (7.3.2)). 
b) 证 明 级 数 
Fe DD oatn)™ CD Tne-ns 


对 于 z > 0 正规 收敛 ; 它 的 和 对 于 0<z < 1 等 于 eo?, 而 对 于 z > 1 等 于 er”', 这 里 z' 是 
0 与 1 之 间 的 实数 , 并 且 满 足 z'e*” = ze” 
25) 计算 积分 
1 p17?(1 — z)P zt-PG 一 zj 
人 I A Ys sip) 
( 沿 着 图 48 中 的 环 路 取 函 数 的 适当 分 支 的 积分 ). 


图 48 


26) 计算 积分 
+ee log2zdz + logzdz 
| BR, | rh 

(应 用 图 47 中 的 环 路 ). 

27) 对 于 a > 0, 整数 n > 0, 计算 积分 

ei dz 3 dr 

/ (moogr) (nt) J (+a)(logr) + dn) 

(对 于 log z 的 适当 分 支 , 考虑 函数 


1 1 四 1 1 ) 
zr +a \logz— (n+1)in logz— (2n— 1ix logz+ (2n — 1)in 
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1 ( 1 1 于 
Rim jer mrt er -nam+ +t i ) ， 
并 且 用 图 47 或 图 48 中 环 路 .) 
28) 无 乘积 (1+ 全 中” ) 收 策 于 0, 可 是 一 般 项 是 区 的 级 数 收复 


加 Vi 
b) 无 穷 乘 积 (1 + un) 在 严格 意义 下 收敛, 这 里 wan_， 一 - 声 "- = 去 + 上 可 
A 


是 一 般 项 是 un 的 级 数 不 收 和合. 
29) 设 a1,… ,ar 是 整数 > 0. 考虑 用 非 负 整数 作出 的 方程 


aazl 十 aa272 十 … 十 arzr =n. 
用 4 表示 这 方程 的 解 (zi, rz, … ,zr) 的 个 数 . 
a) 证 明知 级 数 》， Anz” 在 圆 盘 |z| < 1 中 收敛 , 并 且 它 的 和 是 有 理 函 数 


和 
人 
人 zz 一 2) 


b) 证 明 如 果 al,… ,ar 各 数 的 最 大 公约 数 是 1, 我 们 有 


(9 


村 起 
i 
CTiaa ar™ 


{应 用 习题 4a)). 

c) 证 明 方 程 z + 2y + 3z = n 由 大 于 或 等 于 0 的 整数 所 构成 解 (z,y, z) 的 个 数 , 是 与 
+ 最 邻近 的 整数 (把 相应 的 有 理 函数 (*) 分 解 成 简单 分 式 ). 

30) 无 穷 乘积 Ta +z") 及 Ha 一 z2" 1) 当 |z| < 1 时 在 严格 意义 下 收敛. 证 明 我 
们 有 本 和 


I +2"). He- z2n-0) = 工 
(如 果 F(z) 是 上 趟 在 册 的 卫 数 注意 大 = F(z).) 
31) 当 |q| < 时 , 无穷 乘积 FLz) = 并 0 - oz) 对 任何 ze C 在 严格 意义 下 收 化 ,从 
而 是 一 整 函 数 . 应 用 函数 方程 F(z) = (1 oct), 计算 宕 级 数 展开 式 
F(z) = a0+aiz+"+anz" + 


的 系数 . 同样 计算 下 列 竺 级 数 展开 式 的 系数 : 


a 
5 =bo+biz+… 二 +bnz 十 


习 题 225 - 


从 计算 an 导出 : 当 t 趋向 于 +oo 时 , 我 们 有 
F(- 日 ~ 4 ge+D/2tzdz 


这 里 4 是 一 常数 产 0, 并 且 用 拉 普 拉 斯 法 计算 上 列 积分 
32) 当 a > 9. > 0 丙 数 取 什 么 信 时 ,积分 ”各 dr 收 全 并且 等 于 什么 数值 
33) 设 wi < wa < … < wr 是 实数 , Aj(1 < j < r) 是 闫 0 的 复数 . 考虑 函数 F(z) = 
Dh etss) 


j=1 


a) 证 明 存 在 着 一 数 c > 0, 使 得 F(z) 的 所 有 零点 包含 在 带 形 |Rz| < c 中 . 
b) 设 a 是 一 实数 . 证 明 如 果 N(t) 是 F(z) 在 带 形 a < Jz < a +t 中 零点 的 个 数 , 我 们 
有 
| ee | <r-l 


(用 (6.1) 中 方法 )- 
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1. 鞍点 法 
在 第 四 章 中 , 我 们 研究 过 在 t= +oo 的 邻 域 中 有 下 列 形状 


(1.1) I() = / " g(r)et qr 


的 单 实 变数 t 的 函数 ; 曾经 研究 过 的 情形 是 : 9 是 实 值 函 数 , 而 h 是 或 者 取 实 数值 (第 
六 章 , 2), 或 者 取 纯 虚数 值 (第 六 章 , 4) 的 函数 . 我 们 要 看 到 , 当 9 及 h 是 任何 复数 值 
函数 时 , 对 9 及 h 作 补 充 假设 , 就 可 着 手 研 究 I(t). 设 有 沿 着 道路 工 的 积分 


(1.2) 10 = [ gt)e* ae, 
L 


这 里 工 包含 在 开 集 Dc C 中 , 并 且 g 及 hh 在 D 中 解析 (g 及 h 不 再 有 (1.1) 中 那样 
的 含义 ). 现 只 考虑 (1.2) 通过 变数 代 换 而 得 到 的 积分 (1.1) (第 七 章 , 2.1.1). 还 设 D 
是 单 连通 的 , 那么 对 于 在 D 中 与 L 有 相同 起 点 和 终点 的 任何 道路 L, 由 第 七 章 , 5.2， 
我 们 有 (1.2) 中 的 


(1.3) 1) = jf g(z)ethGdz。 
和 


上 上 列 积分 的 值 与 端点 给 定 的 道路 L' 的 选取 “无 关 ”. 鞍点 法 的 想法 是 利用 这 种 
无 关 性 , 选取 道路 使 得 可 对 所 得 积分 应 用 拉 普 拉 斯 法 (由 于 h 取 复 数值 , 要 略 作 改 
变 ). 准确 地 说 , 我 们 有 le*)| = etRW(), 而 工 的 “有利 的 ”选取 是 要 使 Rh(z) 在 
L 上 唯一 一 点 达到 它 的 最 大 值 . 可 能 要 把 道路 L' 分 成 互相 衔接 的 两 条 道路 , 除 符号 


1. 鞍点 法 * 227， 


外 , 可 设 使 及 (h(z)) 达到 极 大 的 点 是 工 的 起 点 , 由 平移 , 可 只 考虑 起 点 是 z = 0 的 情 
形 . 
(1.4) TD) 对 9 及 上 h 的 假设 . 

既然 已 设 h 及 g 在 z=0 解析 , 因此 在 这 点 的 邻 域内 , 我 们 有 (第 六 章 , 6.7) 


(1.4.1) g(z) ~ Az™, h(z)=a+cz™+O(2™+!), 


这 里 n 是 整数 > 0,m 是 整数 > 1,a,c 及 4 是 复数 , 而 且 4 承 0,c = peie 大 0 (显然 
可 以 只 考虑 有 h 不 是 常数 情形 ). 数 czm 的 辐 角 在 这 里 起 着 主要 的 作用 , 因为 这 数 的 实 
部 的 符号 、 从 而 R(h(z) - a) 在 z = 0 的 邻 域 中 的 符号 都 是 由 它 确定 的 . 准确 地 说 ， 
设 So 是 由 满足 >0 及 


无 一 录 开 
和 二 


(1.4.2) 一 二 科 2 


中 | 


的 点 z = ue 所 形成 的 “ 遍 形 "由 于 czm = pumettetne), 在 So 中 , 我 人 有 了 < 
mb ++a < 滁 , 从 而 在 这 扇形 中 ,R(cs") < 0. 在 mm 一 1 个 其 他 遍 形 Se = es Sotl < 


k< m 一 1) 中 , 也 是 这 样 , 从 而 在 m 个 扇形 S = e 和 二 So(0 <k< m 一 1) 中 ,我 们 
有 及 (czm) > 0 (图 49). 如 果 对 于 满足 0< 上 < m 一 1 的 整数 ,9 取 


w= K+-o 


(1.4.3) 


各 值 中 的 一 值 , 于 是 可 写 出 


(1.4.4) h(ze™) =a— pz™F(z), 
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这 里 下 在 点 z = 0 解析 , 并 且 F(0) = 1 函数 z(F(z))/m (这 里 二 次 等 的 分 支 是 
第 八 章 , 9.6 中 所 确定 的 主要 分 支 ) 因此 在 一 个 开 圆 盘 Ao : |z| < Ro 中 解析 , 并 且 可 
设 Ro 充分 小 , 使 得 这 函数 所 确定 的 映射 是 从 Ao 到 包含 0 的 一 个 单 连通 开 集 U 上 
的 双 射 (第 八 章 , 8.1); 此 外 , 从 U 到 Ao 上 的 逆 双 射 w 一 G(w) 也 是 解析 的 , 并 且 
G(0) = 0,G'(0) = 1 (第 八 章 , 8.1). 设 r > 0 使 得 圆 盘 V : lw| < > 包含 在 U 中 , 忌 满 
足 0< RR< Ro, 并 且 映 射 z 一 z(F(z))W™ 使 圆 盘 A : |z| < R 的 像 已 含 在 圆 盘 V 中 . 
如 果 对 于 0<s< RR, 令 


s(F(s))1/" =P(s) 二 iQ(s) (P 及 Q 是 实 值 函 数 )， 
还 可 设 R 取得 充分 小 , 使 得 我 们 有 
IQ(R)| < IP(R)ltan 于 


(既然 P'(0) = 1 并 且 Q'(0) = 0). 在 下 面 设 R 及 > 两 数 满足 上 列 条 件 . 
(1.5) ID 对 道路 的 假设 . 一 上 来 就 考虑 没有 终点 的 道路 是 合适 的 (第 七 章 , 10.3); 


(1.5.1) 7:R+ = [0,+eco[ 一 D， 
通常 道路 的 情形 是 一 种 特殊 情形 . 设 对 于 满足 0 < < m 一 1 的 一 个 整数 k, 这 条 道 
路 满足 下 列 条 件 (图 49): 


1° 存在 着 一 数 so > 0, 使 得 我 们 有 
37(0) =0; 对 于 0<s< so,ly(s)| < R;|y(s0)| = R, 
点 p 二 7Y(s0) 在 扇形 Sk 中 . 

20 存在 着 一 数 J > 0, 使 得 如 果 N, 是 满足 RR(h(z)) < RR(q) 一 上 的 点 z 所 构成 
的 集 , 我 们 有 : 对 于 s > so,T7(s) € Nj, 而 且 使 得 联结 点 卫 与 点 9 = Beiw 的 贺 弦 入 也 
包含 在 Ni 中 . 

于 是 我 们 有 下 列 结 果 : 
(1.6) (对 于 同一 整数 及 ) 假设 (1.4) 及 (1.5) 成 立 , 还 设 反常 积分 


/ ga)lew oy (slas 
收 笃 ,那么 我 们 有 (在 第 六 章 , 7.6 中 意义 下 的 ) 主要 部 分 


(1.6.1) J ger 二 和 (a (pt) -St entt (nt di, 
D 


显然 可 在 积分 中 加 上 因子 e"5 从 而 为 了 简单 起 见 , 可 设 a = 0, 用 与 第 四 章 , 2.3 中 同样 
的 推理 , 可 证 明 我 们 有 


(1.62) bole < Be on 
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十 em 
这 里 B= 了 lg(n(s))leRaeeD)ly(s)lds. 由 于 (1.6.2) 的 右边 与 (1.6.1) 右边 的 绝对 值 
相 比 是 可 忽略 的 , 可 以 只 证 明 (1.6.2) 的 右边 是 
1/ glz)e* dz 
mo 


的 主要 部 分 , 这 里 yo : [0, so] 一 A 是 道路 Y 的 限制 . 由 柯 西 定理 , 用 第 七 章 , 3.2 中 的 记号 ， 
我 们 也 有 


9 th(#) th(#) 
(1.6.3) 上 g(a)e = 人 de d+ { slo)e Ws 
并 且 由 对 弧 和 的 假设 (1.5, 2°), (1.6.3) 右边 第 二 个 积分 的 绝对 值 小 于 (1.6.2) 的 右边 , 这 里 


我 们 把 B 换 成 下 列 常 数 : 
ha)|. 


元 

Ram a lg(z)e 
因此 还 只 要 估计 (1.6.3) 右边 第 一 个 积分 . 然而 用 (1.4) 中 的 记号 , 可 写 出 

f aera = { gt)e" dw, 
o 8 
这 里 gi(w) = eg(G(w)e™)G’(w), 并 且 8 : [0, 及 一 V 是 起 点 为 0、 终点 为 wo 的 道路 
s— s(F(s))™ = P(s) +iQ(s). 

再 在 U 中 应 用 柯 西 的 定理 , 我 们 有 
(1.6.4) oh gi(w)e-etu™ dw = 人 "je er wt [ gi(w)ee™ dw, 
这 里 o 是 起 点 为 wo 终点 为 7 的 线段 (图 50). 根据 R 及 7 的 选取 , 在 o 上 任何 点 , 我 们 
有 Raom > 次 mi， 因此 


(1.6.5) 


1 gw)e eu gul < Me 
这 里 M = sup gr(w), 并 且 k= parr. 最 后 可 见 要 计算 下 列 积分 的 主要 部 分 : 


(1.6.6) A "(wje em diw, 
0 


并 且 由 于 在 0 的 邻 域内 , gi(w) ~ 4unet"+Dtw, 我 们 就 达到 了 (分 别 考虑 (1.6.6) 的 实 部 及 

虚 部 ) 可 用 拉 普 拉 斯 法 处 理 的 情形 (第 四 章 , 2.3). 证 完 . 
(1.7) 现 回 到 原先 提出 的 积分 (1.2). “鞍点 法 ”的 困难 在 于 怎样 选取 道路 L': 必须 选 
取 二 使 得 可 对 积分 (1.3) 应 用 (1.6), 或 者 可 把 积分 (1.3) 分 解 成 另外 两 个 积分 , 对 它 
们 可 应 用 (1.6). 有 两 种 可 能 性 : 

1° 在 D 中 存在 着 连接 L 的 两 端点 的 一 条 道路 L', 使 得 RR(h(z)) 在 一 个 端点 上 
达到 它 在 L' 上 的 最 大 值 .“ 正 常 " 情形 是 在 (1.4.1) 中 , 我 们 有 m= 1,n = 0. 
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图 50 


2° 不 存在 包含 在 D 中 的 道路 L' 具有 上 述 性 质 , 在 这 种 情形 下 , 只 有 对 于 Rh(z) 
在 L' 上 取 最 大 值 的 点 zo,m > 2 成 立时 , 换 句 话 说 , 即 zo 满足 方程 


(1.7.1) h'(z0) =0 


时 , 才 可 能 应 用 (1.6). 

事实 上 , 在 相反 情况 下 (m = 1), 应 用 (1.6) 把 (1.3) 分 解 所 得 两 个 积分 的 主要 
部 分 是 反 号 的 , 从 而 不 能 得 到 关于 (1.3) 的 任何 结论 . 于 是 对 于 m = 1 只 有 一 个 肩 形 
Su 在 z 满足 (1.7.1) 情形 , 由 于 同样 的 理由 , (1.6) 中 对 两 个 部 分 积分 的 映射 必须 在 
不 同 的 扇形 S 作出 (用 形象 化 的 语言 说 , 道路 L' 必须 “达到 ”点 zo, 并 且 从 zo 出 
发 * 到 不 同 的 扇形 St). 

于 是 “正常 的 " 情形 是 n=0 及 m = 2 情形 , 换 句 话说 ， 


(1.7.2) h’(z0) #0. 


(1.8) 为 了 确定 L', 通常 必须 对 于 参数 的 实数 值 , 研究 曲线 R(h(z)) = (空间 R3 
中 , 方程 
Zz3 = R(h(z1 + iz2)) 


所 表示 曲面 2 的 “水 平 曲线 "). (1.7) 中 情形 1° 是 这 种 情形 : 用 wi 及 wo > ui 表示 
R(h(z)) 在 工 的 端点 处 的 值 , D 中 满足 ui < R(h(z)) < wz 的 = 所 形成 的 开 集 是 连通 
的 (图 51). 如 果 不 是 这 样 , 必须 从 确定 方程 (1.7.1) 的 解 zo 开始 . 条 件 (1.7.2) 还 成 
立 的 “正常 * 情形 是 曲面 允 在 点 z 呈现 出 一 个 "斯 口 ” 的 情形 (图 52), 于 是 水 平 曲 
线 

R(h(z)) = R(h(z0)) 
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图 51 图 到 


在 点 zo 有 两 个 “分 支 ”, 它们 的 切线 夹 成 两 个 记 形 So 及 S1. 方程 
I(h(z)) = I(h(z0)) 


的 曲线 也 在 zo 的 邻 域内 表示 两 个 “分 支 ", 它们 的 切线 是 水 平 曲线 R(h(z)) = RR(h(z0)) 
两 切线 夹 角 的 平分 线 ; 这 两 “分 支 " 是 曲线 马 的 最 大 斜率 线 , 其 中 一 条 是 峰 线 L+, 完 
全 在 满足 RR(h(z)) > R(h(z0)) 的 点 z 所 构成 的 集中 , 另 一 条 是 谷 线 L_, 完全 在 满足 
R(h(z)) < R(h(zo)) 的 点 = 所 构成 的 集中 (两 “ 谷 ” 在 均 口 处 联结 起 来 )， 鞍点 法 的 
结果 可 概述 如 下 : 把 积分 (1.3) 用 洛 谷 线 工 _ 在 场 口 如 处 切线 上 一 短 段 的 积分 来 代 
替 , 并 且 把 积分 中 g 及 hh 用 它们 的 展开 式 (1.4.1) 来 代替 . 这 当然 要 设 可 把 原来 的 道 
路 工 用 通过 雹 口 并 且 满 足 条 件 (1.5) 一 条 道路 L' 来 代替 . 考虑 到 积分 (1.3) 已 被 分 
解 成 另外 两 个 积分 , 于 是 它 的 主要 部 分 (“正常 ”情形 n= 0,m = 2 由 下 列 公式 (第 
四 章 , 2.5.1) 的 推广 ) 给 出 : 


(1.8.1) /me meee, 


这 里 已 令 
(1.8.2) h"(z0) = |h’ (zo)le™®. 


(1.8.1) 的 符号 与 在 谷 线 工 上 的 “走向 ”有 关 , 而 选取 的 走向 必须 是 从 包含 L' 的 起 
点 的 “ 谷 ” 走 向 包含 它 的 终点 的 “ 谷 ”. 

注释 (1.9) 如 果 方 程 (1.7.1) 在 D 中 有 多 个 解 , 事先 已 确 知 (至 多 ) 只 有 一 个 解 是 适 
用 的 ( 即 可 用 满足 (1.5) 中 所 有 条 件 并 且 通 过 zo 的 一 条 道路 L' 连接 工 的 端点 ), 除 
非 RR(h(z)) 在 其 中 两 个 “ 寺 口 ” 处 不 取 同 一 值 (否则 应 有 两 个 不 等 价 的 主要 部 分 , 这 
是 荒 廖 的 ); "其 口 ” 的 选取 可 能 是 一 个 难题 . 

(1.10) 当 在 积分 (1.2) 中 , 工 是 一 条 “没有 终点 的 道路 " 时 (第 七 章 , 10.3), 不 能 突然 把 
工 用 男 一 条 “没有 终点 的 道路 " 来 代替 , 而 不 证 实 这 种 不 能 由 柯 西 定理 直接 导出 的 运 
算 ; 通常 必须 从 常用 的 道路 出 发 , 取 极 限 , 而 对 常用 的 道路 就 可 应 用 柯 西 定理 ( 见 下 
面 例 (2.1) 及 (2.2)). 
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(1.11) 鞍点 法 可 推广 到 9 及 h 在 D 中 有 孤立 奇 点 情形 (第 八 章 , 2.1); 于 是 在 (1.3) 
的 右边 必须 加 上 由 g(z)e*3 的 奇 点 的 留 数 所 产生 之 项 (第 八 章 , 4.3). 


(1.12) 我 们 往往 可 把 鞍点 法 或 类 似 推理 方法 应 用 到 更 一 般 形式 积分 edz 的 渐 
近 研 究 . 要 探索 道路 L 的 “变形 ”, 使 变形 后 的 道路 通过 方程 
x3 = R(h(t, ri + ir2)) 


所 表示 曲面 的 “其 口 ", 这 时 的 “其 口 ” 可 能 与 + 有 关 ; 通过 变数 代 换 有 时 可 以 化 到 
“其 口 ” 是 固定 的 情形 (参看 (2.2)). 


2. 鞍点 法 应 用 的 实例 
(2.1) 取 
(2.1.1) Tb = Vi ettDs- dz. 


这 积分 对 于 任何 t > 0 绝对 收敛 (第 四 章 , 9.1). 这 是 因为 


3 3 
le (+0)| 一 Be) -eta12. 


在 这 里 没有 终点 的 道路 工 是 正 半 实 轴 叉 :. 先 证 明 只 要 
0 < 9 < 东 就 可 用 任意 一 条 半 射线 L's 一 Ys(0 < 
s < +oo) 来 代替 L. 为 此 , 只 须 对 下 列 互相 衔接 的 三 条 
道路 所 构成 的 环 路 (图 53) 

人 Ox<ssgR; 

人 :8 一 Re™, Ogsgoy; 

yq:s— ev(R—s), OgsgR 


应 用 柯 西 定理 , 由 于 er((1+9*-*) 是 一 整 函数 , 沿 这 环 路 的 积分 是 0， 另 一 方面 , 对 于 0 < 
s < yp, 我 们 有 


|exp((1 +i)Re™ — Re3*)| = exp(R(coss ~ sin s) — R? cos3s)， 
并 且 立 即 可 见 只 要 RR 充分 大 , 就 有 ; 对 于 0 < s < 人 一 二 cos3w， 
R. exp(R(coss— sins)— R?cos3s) < ee 
因此 当 RR 一 +e 时 ， fs (+9 gz 趋 近 于 0. 上 述 论断 得 证 . 


如 果 我 们 应 用 鞍点 法 , 在 这 里 有 g(z) = 1,h(z) = (1 +iz 一 2 从 而 h'(z) = 1+4 一 
3z2,h"(z) = 一 6z; 于 是 有 两 个 “ 雳 11" 土 zo, 这 里 


(2.1.2) 0 三 21/43-1/2 ein/8, 


2. 鞍点 法 应 用 的 实例 + 233 - 


由 以 上 所 述 , 要 计算 (2.1.1), 可 以 把 L = 及 + 用 通过 雹 口 zo 的 半 射 线 L' : s 一 
se™/8(0 < s < +oo) 来 代替 , 这 里 是 在 (“正常 ") 条 件 nn = 0,m = 2 下 , 并 且 我 们 有 
a= 算 , 因 此 w= 一 药 . 此 外 , 沿 着 工 , 我 们 有 


R(z) = h(se™/s) = cats(2M25 — 83), 


并 且 可 立即 证 明 对 于 0 < s < +oo0,R(h(se™/) 在 唯一 一 点 so = 2M43-12 达到 它 的 极 
大 值 . L' 满足 (1.5) 中 条 件 ; 此 外 , h 在 zo 的 邻 域 中 的 泰勒 展开 式 是 h(zo + 4) = h(z0) 一 
3zou? + o(u?), 并 且 过 zo 的 谷 线 在 zo 的 切线 与 实 轴 平行 . 由 (1.8) 中 所 给 出 的 法 则 , 积分 
(2.1.1) 的 主要 部 分 等 于 e*(*0)J(t) 的 主要 部 分 , 而 


(2.1.3) J(D) = fis 


这 里 r > 0, 并 且 已 令 
(2.1.4) f(z) = exp( 一 (2V83M4ein/1ez)?). 
与 上 面相 同 的 论证 可 证 明 我 们 有 f sar = / f(z)dz, 这 里 L” 是 半 射 线 & 一 
L i 
erea/lsu(0 < wu < +o0). 于 是 最 后 得 到 


(2.1.5) i Ei/169—1/89-1/47 /30-1/2 exp(2"/43-3/2e3/84). 


(2.2) 浆 里 不 等 式 . 设 工 是 对 -co < s < +oc 确定 的 一 条 没有 终点 的 道路 
s 一 r(s)eie(9)， 


并 且 满 足下 列 条 件 : 
1° ,im 7(s) = +oo， 并 且 在 +oo 的 邻 域 中 , 我 们 有 


2r 2r 工 
F<v)<s+e 


2 lim_7(s) = +o0, 并 且 在 -oo 的 令 域 中 , 我 们 有 


-等 -F<v(s) < -3 
(图 54). 首先 我 们 要 证 明 : 对 于 任何 实数 1 > 0, 艾 里 积分 (参看 第 七 章 , 10.3) 


i (22 = 去 | 2,_ 1 "< 
(2.2.1) Ai ) = zi Bp #2 3* | 
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存在 , 并 且 在 道路 L 满足 上 述 条 件 下 , 这 积分 与 工 无 关 , 为 此 , 考虑 由 下 列 两 条 半 射 
线 相 衔 接 而 成 的 没有 终点 的 道路 Lo: 


8 — ge2i/3 (0 < s < +co)， 
§——se 2%/3 (一 co <s<0). 


i (e- 扫 ) A (- 认 )， 显然 
积分 小 BE (2 a #2) dz 存在 , 以 通常 的 方式 应 用 柯 西 定理 (图 54), 上 述 论断 是 


由 于 对 任何 复 常数 a, 在 +ce 的 邻 域内 ， 


下 列 事实 的 推 沦 :对 于 及 >0 及 乍 <9< 竺 + 于 ,我 人 有 < 


exp(t2 Rei? 一 sd) 


exp (2Reos 至 ) 并 且 当 忆 趋 向 于 +oe 时 ,Rexp (Reos 至 ] 赵 近 于 0 (参看 第 


八 章 , 5.3.2)， 
我 们 要 在 t 趋向 于 +oo 时 , 对 艾 里 积分 应 用 鞍点 法 . 作 变 数 代 换 z = tw, 我 们 
有 


这 = 去 / A 
(2.2.2) Ai(t)= 3 My 大 | 也 3 dw. 


这 里 太 工 显然 满足 前 面 的 条 件 1° 及 2*， 上 列 积分 是 (1.2) 型 的 , 这 里 g(w) = 
1,h(w) = 也 一 Bu; 有 两 个 二 日 w = 土 1, 即 jr(w) = 1 一 w? =0 的 根 ; 由 于 hr”(w) = 
-2u 我 们 是 在 (1.7.2) 表示 的 “正常 ”情形 下 . 要 证 明 取 雹 口 wo = 1, 就 可 应 用 对 
点 法 . 如 果 令 w =z 十 记 (z,y 表示 实数 ), 我 们 有 


Ih(w) =y 人 -+3y) 


3- 欧 拉 展开 式 “235… 


并 且 可 立即 证 明 过 wo 的 峰 线 是 实 轴 , 谷 线 是 双 曲 线 
Ulta =0 


与 z < 0 相应 的 分 支 ; 这 双 曲 线 的 渐 近 线 是 组 成 Lo 的 两 条 半 射 线 . 因此 可 取 谷 线 L 
本 身 作为 二 1!L 来 计算 积分 (2.2.2) (应 注意 在 应 用 鞍点 法 时 , 这 样 做 是 很 特殊 的 ). 于 
是 用 (1.8) 中 给 出 的 法 则 时 , 要 把 L' 用 对 于 > > 0 的 道路 


um—l+iu (-r<ugr) 


来 代替 , 把 h(-1+iu) 用 它 的 泰勒 展开 式 的 前 两 项 -3 一 如 来 代替 ; 我 们 得 到 积分 


—2t2/3 fr 
te ev 
-A 


由 此 最 后 得 主要 部 分 


—2t3/3 
i Ai(P) 一 和 一 
(2.2.3) (2) 2 


注释 (2.3) 当 我 们 在 公式 (2.2.3) 中 把 t 换 成 tew (t 仍然 趋向 于 +co) 时 , 只 要 有 
lu| < 包 , 所 得 公式 仍然 是 准确 的 . 这 一 结果 用 与 上 面 差不多 一 样 的 推理 就 可 证 明 . 


3.” 欧 拉 展 开 式 


(3.1) 如 果 f 是 C 中 的 亚 纯 函 数 (第 八 章 , 3.5), {an}nz1 是 它 的 极点 的 (有 限 或 无 穷 ) 
序列 , 其 排列 使 得 有 
lan| < lantil; 

如 果 序 列 {an} 是 无 穷 的 , 我 们 有 ,lim lan| = +oo. 我 们 要 讲述 柯 西 提出 的 一 种 方 
法 , 在 一 些 重要 的 情况 下 , 对 于 非 极点 an 的 任何 z, 可 把 f(z) 用 收敛 的 级 数 展开 式 
表示 . 这 样 就 推广 了 有 理 分 式 的 “简单 分 式 展开 式 ”. 

考虑 趋 近 于 +oo 的 一 个 实数 增 序 列 {rv}jv>o, 其 中 各 数 都 不 等 于 所 有 的 绝对 值 
|on|, 用 Tv 表示 按 正 向 绕 过 一 次 的 圆 


Tv :6 一 re (0< bx<2m). 


由 留 数 定理 (第 八 章 , 4.3), 对 于 每 个 v, 


2 
(3.1.1) > Reso,f= 翅 人 f(z)dz = 支 / F,(0)a0, 


laxrl<r, 
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这 里 已 令 
(3.1.2) Fu(0) = rf (rve™)e™. 


如 果 当 趋向 于 +oo 时 ,积分 去 / “Fu(g)dg 有 极限 4, 因而 可 见 一 般 项 是 
0 


DD Resof 


Tv<jlak|<rv+l 


的 级 数 收 敛 , 并 且 我 们 有 


(3.1.3) 这 | > me 


v=0 Nrv<lan|<rv+i 
特别 : 
(3.2) 用 (3.1) 中 的 记号 , 设 函 数 三 是 奇 函数 , 并 且 存在 着 一 数 M > 0, 使 得 对 于 任何 
整数 及 任何 9, |f(rve3)| < M. 那么 对 于 不 等 于 极点 an(n > 1) 的 任何 z EC, 我 
们 有 
(3.2.D) -oo- 立 ( 并 Reso. (多 让 


v=0 Nrv<lax|l<rv+i 


这 里 上 式 右 边 的 级 数 收 伊 . 
事实 上 , 把 (3.1) 应 用 于 亚 纯 函 数 g(z) = 了 2 ; 这 函数 有 极点 an(n > 1) 及 有 


留 数 f(z) 的 单 极点 z. 由 于 太 是 奇 函 数 ， 这 时 我 们 有 
/ Fy(0)do = A ee 
0 0 


Tuei 一 了 


i0) i0 一 
[rte J [a EI—T red+r 色 


ig)ei8 
=2 rvf (rve®)ed0 


122 一 2 


并 且 对 于 满足 jz| < rw 的 任何 v, 我 们 有 


2r Tu|z| 
I/ Pd < 2 MB fap 


这 里 当 v 趋向 于 +oo 时 , 上 式 右边 趋 近 于 0, 由 此 得 (3.2) 中 的 结论 . 
(3.3) 把 (3.2) 应 用 于 亚 纯 函数 f(z) = cot z; 它 是 奇 函数 , 并 且 以 点 nr(n e Z) 作为 
单 极点 , 在 这 里 取 rw = (2v 十 D3 由 于 f 的 周期 性 , 于 是 由 第 八 章 , 6.6.4 可 导出 : 


3 欧 拉 展 开 式 237 . 


(3.2) 中 条 件 成 立 . 事实 上 , 在 由 


所 开 
0g<Rzgn, | 中 > 7 lz—7|> 7 I3z| <1 


所 确定 的 有 界 闭 集 Ro 中 (图 55), f(z) 连续 . 如 果 Mo 是 |f(z)| 在 Ro 中 的 上 确 界 ， 
那么 对 于 任何 整数 he Z, 在 Ro + kn 中 , 我 们 也 有 |f(z + kn)| < Mo. 于 是 由 第 八 
章 , 6.6.4, 存在 着 一 数 M > 0, 使 得 如 果 对 于 任何 整数 ne Z, 关系 式 |z 一 nn| > 3 成 
立 , 就 可 导出 |cotz| < M. 由 于 无 论 n 及 v 是 什么 整数 , 对 于 满足 |z| = (2v + D3 
的 任何 > 我 们 有 | 一 nn| > 于 , 由 此 可 得 结论 ， 


把 公式 第 八 章 , 4.4.4 应 用 到 函数 二 一, 就 得 到 在 每 点 nz 的 留 数 


(z 一 Z)sinz 
1 


等 于 ET 因此 我 们 有 cot z 的 欧 拉 展开 式 
器 
(3.3.1) Ce a Dr 


(3.4) 从 余 切 的 欧 拉 展开 式 可 导出 正弦 的 欧 拉 展开 式 . 但 这 次 是 把 sin z 展开 成 无 穷 
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乘积 (第 八 章 , 11): 
(3.4.1) sinz=Zz II Q- 总 )， 


这 里 无 穷 乘积 在 任何 闭 圆 盘 |z| < R 中 一 致 收效 (第 八 章 , 11.6). 事实 上 , 由 第 八 章 ， 
11.5 以 及 一 般 项 是 z2/n2n2? Re lz|gR A 一 事实 可 导出 无 穷 


乘积 的 一 致 收敛 性 由 于 1 - -5 二 5 的 对 数 导数 是 二 -25 7， 根据 第 八 章 ,11.5， 
如 果 h(z) 是 (3.4.1) 的 有 边 所 表示 的 整数 ,对 于 不 等 于 ww 这些 数 的 z 我 们 有 


由 此 立即 导出 : h(z)/ sinz 对 于 z 关 mr 有 导数 0, 因此 是 常数 . 又 因 另 一 方面 ， 
Ag jin snz 


lim 一 一 
0 Zz 0 Zz 


1, 


于 是 得 公式 (3.4.1). 
(3.5) 对 于 级 数 (3.3.1), 在 一 个 极点 z = nz 的 邻 域 中 , 显然 没有 一 致 收敛 性 . 对 于 满 
足 0<7r< 瓦 的 任 一 对 数 , 在 由 |z| < R 及 对 任何 n,1z 一 nn| > 7 所 确定 的 闭 集 忆 中 ， 


级 数 正 规 收敛 . 事实 上 , 对 于 


< 


2 nan| 、 nani— R2’ 


在 EE 中 解析 ; 并 且 存 在 an, 使 得 对 于 这 些 


此 外 , 当 nx < R 时 , 每 个 函数 = 


| < on- 和 


4. 复 域 中 的 伽 马 函数 
对 于 任何 实数 z > 0, 欧 拉 公 式 (第 四 章 , 3.5.1) 也 可 写成 


1 ,ZZ(z+1).…(z+n) 
G3) TD tn 


= 起 JI 人 十 SEG 


换 句 话说 ， 可 用 无 穷 素 积 表示 出 来 . 然而 这 乘积 中 的 每 个 因子 是 对 任何 > EC 


所 确定 的 整 函数 


(4.2) 1+am(z = (1+z) exp (Ges 


4。 复 域 中 的 伽 马 函 数 .239 ， 


在 > 是 实数 z 时 的 值 . 我 们 要 看 出 无 穷 乘积 Ho 十 un(z)) 在 任何 圆 盘 |z| < R 中 一 


区 收 人 (第 八 章 , 11.6); 为 此 , 只 须 证 明 一 般 项 是 un (2) 的 级 数 在 这 加 关中 正规 站 
(第 八 章 , 11.5), 然而 把 泰勒 公式 (第 六 章 , 6.6.6) 应 用 到 对 |=| < 1 解析 的 函数 


log 人 十 z) 十 zlog a 
可 证 明 对 于 |z| < 3, 我 们 有 


n2|” 


| 


log (1 十 2) +zlog 二 


然后 把 泰勒 公式 应 用 到 函数 e*, 对 于 |=| < 3, 我 们 得 到 


lun(z)| = |exp (los (@ 十 2) +zlog = i) 一 ) < 2e3 
因此 对 于 任何 复数 z, 作为 定义 , 令 
2 z(z+ D(z+m) _ lim z(z++ 1): G+) 

(3) T(z) ”no (n+ 1)2n! A nz -nl 

现 证 明 这 定义 的 一 个 等 价 的 形式 是 

1 = 三 EAE 

(4.4) ED Use - 
( 魏 尔 斯 特 拉 斯 公式 ), 这 里 y 是 欧 拉 常 数 (第 三 章 , 11.12.2). 

事实 上 , 我 们 有 


ITe Zz lo 0 
名 E 
一 e 2 | lo 1 jo 2 … 十 1 n 和 生计 局 
这 全 en om 二 TI 2 


1 1 
= (s+$+e togln+D))). 


由 定义 , 当 n 趋向 于 -+oo 时 , 上 面 最 后 一 式 趋 近 于 em. 因此 由 无 穷 乘积 的 定义 就 得 
到 公式 (4.4). 
此 外 , 和 上 面 一 样 , 对 于 || < 1, 我 们 有 


有 
nl’ 


|og (1+z 2)-2|<2 
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于 是 如 果 令 1+ wm(z) = (1 十 三 ) e-", 那么 一 般 项 是 vn(z) 的 级 数 也 在 任何 贺 盘 
|z| < 中 正规 收敛 . 


(4.5) 于 是 由 (4.3) 或 (4.4) 所 确定 的 函数 去 是 一 整 函数 ,以 点 z = -n(n 是 整 


数 > 0) 为 单 零点 , 并 且 T(z) = T(z). 因此 它 的 倒 函 数 T(z) 在 C 中 亚 纯 , 并 且 以 点 
z = 一 n 为 单 极点 . 直接 由 (4.3), 或 者 由 解析 开拓 原理 (第 六 章 , 7.3), 可 知 这 样 开拓 
出 的 函数 T(z) 还 是 满足 函数 方程 


(4.5.1) T(z +1) = 2zT(z). 


另 一 方面 , 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 公式 (4.4) 及 第 八 章 , 11.5.1 导出 : 对 于 不 等 于 所 有 点 
一 n 的 任何 z, 我 们 有 


T(z) _ lS % 
(5.2) T(z) 本 和 > n(z+n)’ 


n=1 


这 级 数 在 不 含 所 有 极点 -n 的 任何 闭 圆 盘 中 正规 收敛 . 特别 地 , 既然 
1 /1 1 
py 


n=1 
对 于 z=1, 我们 有 
(4.5.3) TD = -7. 


(4.6) 对 于 z EC, 我 们 有 
1 


FT x 


(4.6.1) 
(( 欧 拉 ) 互补 公式 ). 
事实 上 , 由 (4.3), (4.6.1) 的 左边 是 有 限 的 . 在 


z(z+1):…(z+n)(l—z)(2—z)...(n+1— 2z) 
nz+1-z (nl)2 


n+1—z 22 2 WW 
a 二 
2 人 5) 人 22 n2 


中 令 n 趋向 于 +oo, 于 是 由 sinz 的 欧 拉 展开 式 (3.4.1) 可 得 (4.6.1). 
特别 地 , 对 于 任何 实数 上 我 们 有 


(4.6.2) |rGb| = Vi 


及 


(4.6.3) Fr 人 十 | 三 /a 


4。 复 域 中 的 伽 马 函 数 . 克 。 


这 些 结果 可 立即 由 互补 公式 得 到 , 只 须 注意 到 由 (4.5.1), 我 们 有 


T(1—it)= -itT(-it) = -itT(id) 


-8 ) -0 
(4.7) 对 于 任何 整数 p > 1, 我 们 有 
(4.7.1) r 9| r (于 ) a (2) = (2n) pi-zT(z) 
( 勒 让 德 - 高 斯 公式 ). 
既然 (于) -2T (二 )， 只 须 计算 下 式 


fg@=T( 于 1)r( 于 2 


(3 
了 
由 (4.3), 1/f(z) 是 下 式 当 m 趋向 于 +oo 时 的 极限 : 
“0 
a rg 1)Phn 和 十 汪 2+…+ 于 2， 
ol 


上 式 也 可 写成 


(z+1)(z+2)-.-…(z+ (n+ 1)p) 
(nl)Pp(rtDpnzt+™ 


并 且 特 别 有 
1 i (Cn + Dp)! 
(4.7.3) FO = Jim, fn 
因此 1(0)/f(z) 是 下 式 的 极限 : 
z+)(z+2).(z2+(n+l)p) _1 (SS) z(z+1)(z+2).… (z+ (n+1)p) 
nz((n + 1)p)! 2z n ((n+ Dp)*((n + 1)p)! 


归 估 ( 世 二 罗 )】 趋 近 于 产 ,可 看 出 由 (4.3), 我 们 有 


f(0) pp: 1 
WY yi 


还 只 须 用 公式 (4.7.3) 估计 f(0), 这 只 要 直接 应 用 斯 特 林 公式 (第 四 章 , 3.8.2). 
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(4.8) 最 后 对 任何 z e C, 用 沿 没有 终点 道路 的 积分 作出 起 的 表示 式 . 设 是 包 


含 在 Do ( 沿 负 半 实 轴 割 开 的 平面 ) 中 、 对 于 -oo <t< +oo 由 上 一 r(bet9t 确定 的 
一 条 没有 终点 的 道路 (图 56) , 并 且 对 于 6 > 0, 它 还 满足 下 列 条 件 : 

1° im。r() = +eo; 在 +oo 的 邻 域 中 ,3 +6 < p(t) < 机 

2° lim 7(t) = +oo， 在 -oo 的 邻 域 中 , -x < y(t) < -3 = 站 

我 们 要 看 出 : 对 于 任何 ze C, 就 有 


1 1. 
.8.1 rt ~*evdu. 
(4.8.1) T(z) 到 人 + evdu. 


在 对 工 所 作 的 条 件 下 , 上 式 右边 的 积分 
当然 存在 ( 汉 克 尔 积分 ); 对 u- 我 们 取 的 是 
这 函数 的 主要 分 支 (第 八 章 , 9.6). 计算 与 艾 
里 积分 (2.2) 的 类 似 计算 很 接近 , 这 里 只 指 
出 计算 的 主要 步骤 . 考虑 没有 终点 的 特别 道 
路 Har (图 56), 并 且 在 单 连通 开 集 Do 中 
应 用 柯 西 定理 , 可 证 (4.8.1) 中 的 积分 是 确 
定 的 , 并 且 等 于 沿 着 Ha 取 的 同一 积分 . 为 
此 , 只 须 注意 对 于 = Re 及 了 +5<0< 


于 _6, 我 们 有 上 界 : lu-*er| < Roe ens 
这 里 5 与 v 无 关 . 然后 令 a 趋 近 于 0, 求 得 沿 Ho,r 的 积分 等 于 


J ea 一 二 人 te tdt+ qe t-*etdt, 
这 里 是 道路 + 一 ret, xn<t<xt. 现 设 R(1 一 z) >0. 那么 沿 7 的 积分 随 着 * 趋 近 
于 0 并且 1 se-tdt 趋 近 于 T(1 有 (第 七 章 , 10.4.1); 因此 由 互补 公式 (4.6.1)， 
我 们 得 到 下 式 


图 56 


2isinrzF(l 一 z) = 咎 


作为 积分 大 u-zevdu 的 值 . 可 是 (4.8.1) 的 右边 是 z 的 整 函数 (第 七 章 , 10.4); 由 解 
L 
析 开 拓 原 理 , 等 式 (4.8.1) 对 任何 xz EC 成 立 . 


5. 伯 努 利 数 与 多 项 式 


在 C 中 是 亚 纯 的 , 并 且 以 方程 e-1 = 0 的 根 2mri 为 极点 ,由 于 


(5.1) 函数 


1 
.= 


5。， 伯 努 利 数 与 多 项 式 + 243 . 


ez 一 1 的 导数 没有 零点 , 上 述 极点 显然 是 单 极点 . 我 们 还 可 写 出 


K 1 1 1@* 生 二 
Wk Cs 
而 全 二 是 寺 酉 数 , 因此 它 在 = - 0 的 邻 城中 的 洛 朗 展开 式 只 合 奇 次 宕 项 . -> 上 在 


点 z=0 的 留 数 是 1, 于 是 它 的 洛 朗 展 开 式 (由 第 七 章 , 7.3, 这 展开 式 在 0 < |z| < 2x 
时 收敛) 有 下 列 形状 


Es 
并 且 作 为 定义 , Bs 叫做 第 n 个 伯 努 利 数 . 这 些 数 是 有 理 数 , 证 明 如 下 : 我 们 可 写 出 
1 1 
-1 zw) 
这 里 Wy .| z2 Ne 
Wa 

于 是 在 震级 数 

一 一 一 1 二 z 十 邓 十 十 如 十 

1 一 区 
中 , 把 z 用 u(z) 来 代替 , 就 得 到 二 的 泰勒 级 数 展开 式 (第 六 章 , 1.1), 它 的 系数 
也 是 -在 s = 0 的 洛 朗 展开 式 的 系数 而 在 一 = 的 展开 式 中 , s" 的 系数 是 


= 总 一 1 
对 于 < mu (wu(z))* 中 zr 的 系数 的 和 . 因此 伯 努 利 数 是 有 理 数 , 通过 计算 可 得 前 八 
个 伯 努 利 数 :; 


1 1 1 1 

六 汤 还 十。 a 

i Bi 6 B> 30， Bs 五 ， 了 0 
A | 
0 


在 数学 中 , 从 代数 数论 到 微分 拓扑 , 这 些 数 的 分 子 都 起 着 重要 的 作用 . 下 面 要 证 明 它 
们 都 > 0, 并 且 求 得 当 n 趋向 +eo 时 Bn 的 主要 部 分 . 
(5.2) 对 于 任何 复数 >, 函数 -< 与 一- 有 相同 的 极点 , 并 且 它 在 0 的 邻 域 中 


ez 一 】 [ze 


的 洛 妆 展 开 式 可 由 展开 式 (5.1.2) 与 er* = 5 全 相 乘 而 得 , 于 是 对 于 |z| < 2 以 
及 任何 ze C, 我们 有 


n=0 


ee 1 ,pn(7) n_1 
(5.2.1) rs 


这 里 对 任何 整数 n> 1, nr(z) 是 多 项 式 


(5:2.2) pn(z)=2"— em 十 (az 一 (DB 十 (az 一 + 
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和 式 直到 最 后 一 个 寡 > 0 为 止 . 在 (5.2.1) 中 把 z 换 成 z + 1, 由 恒等式 


ez(z+1) ws ezz 
CT ez 一 1 
可 以 导出 关系 式 
(5.2.3) Jpn(z 十 1) 一 pn(z) = mzn 
(第 六 章 , 3.4). 在 (5.2.1) 中 把 z 换 成 1 - z, 同样 从 恒等式 
ez(1-z) e-z 
BT 
可 导出 关系 式 
(5.2.4) en(1 一 Z) = (-1)"pn(z). 


对 zx=0, 比较 (5.1.2) 及 (5.2.1), 我 们 有 
2kt1(0) 一 0 及 wak(0) = (—1)*+1Bk. 


多 项 式 pn(z) 叫做 伯 努 利多 项 式 . 由 这 些 多 项 式 的 表示 式 (5.2.1), 当 在 其 中 用 1 代 
替 z, 并 且 用 到 (5.2.3), 就 得 到 


2m 2m nf 2n 
(5.2.5) 0=1-n+ Cm we tt 全 ja 


由 此 得 到 的 递 推 关系 式 可 用 来 计算 伯 努 利 数 . 
(5.3) 由 公式 (5.2.1) 也 可 导出 : 对 于 n> 1， 


rn(z) _ pe” 
(5.3.1) = Renter 
并 且 由 留 数 定理 , 还 可 得 
enr(z) _ 1 ezzdz 
(53 nl 2n), z"(e:—1)’ 


上 式 对 任何 环 路 7 :t 一 re*(0 < t < 2r) 成 立 , 这 里 0 < 7 < 2r. 如 果 应 用 莱 布 尼 茨 
公式 对 (5.3.2) 右边 的 积分 求 关于 z 的 导数 , 就 对 n > 2 得 到 恒等式 


(5.3.3) wh(z) = mpn-1(Z)- 
6. 伯 努 利多 项 式 的 三 角 展 开 式 
; 对 于 任何 re C, 这 是 C 中 的 z 的 亚 纯 函 


对 于 大 > 1, 令 fk(z,7) = i 


6. 伯 努 利多 项 式 的 三 角 展 开 式 .245 ， 


数 , 它 在 点 0 有 上 十 1 阶 极点 ; 对 于 有 理 整 数 n, 并 且 In| > 1, 它 的 每 一 点 2mxri 为 单 
极点 . 对 任何 整数 ”> 1, 令 m = (2v - 1)x. 我 们 要 对 及 (z,z) 及 环 路 


Tv :0 一 rvei (0<bg 和 2m) 
应 用 留 数 定理 . 考虑 到 公式 (5.3.1) 及 第 八 章 , 4.4.4, 我 们 得 到 
V1 7 ec2nriz ee 一 2nriz 2m 二 久 
(6.1) 和 ( Gn + 全 三 过 人/ rufr(rve', x)ei?d0. 


由 此 要 导出 下 列 命题 : 
(6.2) 设 z 是 满足 0 和 z 世 1 的 实数 . 那么 对 任何 大 > 1, 我 们 有 


(6.2.1) wak(z) = (—1)*+12(2k)! Sy i 
n=l 


et 
(6.2.2) Poeri lo) = CD 2k + 1)! Der 
上 列 级 数 对 0 < z < 1 正规 收效 . 对 于 0< 工 < 我 们 也 有 


Sin 2nnT 


(6.2.3) 工 一 = watz) = = 


nx 


这 里 右边 的 级 数 在 任何 区 间 [os1 -a ( 三 3) 中 一 致 收 化 ， 并 且 这 里 部 分 和 
委 


9 5 弄 2nrtz 的 绝对 值 一 致 以 一 个 与 N 及 z(0 和 xz 妆 1) 无 关 的 数 4 为 上 界 ， 
n=1 
对 于 大 > 1 级 数 (6.2.1) 及 (6.2.2) 正规 收敛 是 显然 的 , 因此 为 了 证 明 上 列 第 一 个 结论 ， 
只 须 证 明 对 于 满足 0< z < 1 的 任何 z 及 大 > 2, 当 v 趋向 于 +oo 时 , (6.1) 右边 的 积分 趋 
近 于 0. 然而 如 果 z = s 十 让, 由 于 关系 式 z> 0 及 1 一 z>0, 当 ss<0 时 ,我 们 有 
1 
py | 


当 s>0 时 , 则 有 


—a(1—z) 


zz 


二 二 
ee 


ee 
ee:—1 
与 (3.3) 中 同样 的 推理 可 证 明 : 有 一 数 M 与 v 无 关 , 使 得 对 于 |z| = mw -| 
此 对 于 任何 v> 1 及 任何 大 > 1, 无 论 zelo,]] 及 be[0,2z] 是 什么 数 , 我 们 有 


| 有 
[Ed 


M 
(6.2.4) Irufre(rve™,z)| < FE 


由 此 即 得 结论 (第 五 章 , 3.4). 
同样 的 推理 可 证 明 级 数 (6.2.3) 的 所 有 部 分 和 在 [0,1] 中 一 致 以 数 M 十 二 为 界 . 
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最 后 证 明 对 于 a < z < 1 - ay (6.2.3) 一 致 收敛 于 wi(z)， 已 给 。 > 0, 先 确定 一 数 
6 > 0, 使 得 4M6 < e. 于 是 由 (6.2.4) 对 于 上 = 1, 可 见 我 们 有 


+6 
A rufi(rve™®, z)e™ dO 
#6 a 


对 +5 
<5 及 | ji rflrve®, z)erdg| < 下 


另 一 方面 ,对 于 于 +5<b< 于 -5 及 a<z<1-a, 我 们 有 


les™e"| = 0 Ce-arvaing, 
—z(1—z) 
因此 对 于 及 的 这 些 值 , Inui(rve”,z)| < Me- = 
同样 证 明 ; 对 0 和 9 入 工 一 5 与 至 +5Sg< 2m 以 及 agszs1-a, 1 


了 
因此 我 们 有 : 只 要 v 充分 大 ， 


e+ Mer-orvsn5 < ye 


由 pirvele sajeteag 
2x Jo bi 


证 完 . 
(6.3) 由 公式 (6.2.1), 特别 对 于 > = 0, 并 且 考 虑 到 (5.2.2), 我 们 就 得 到 伯 努 利 数 的 欧 
拉 公式 
2(2k)! 

(6.3.1) Br = ep 去 nk” 
由 此 看 出, 这 些 数 都 > 0; 此 外 , 由 于 有 

1l > ds 1 

去 </ 撩 =- 
可 见 当 赵 向 于 +oo 时 , 了 2- 滤 趋 近 于 1 并 且 由 斯 特 林 公式 (第 四 章 , 3.9.2), 求 得 

n=1 


Bx 的 主要 部 分 : 
2k+ 二 
(6.3.2) Bk ~ 4VT sag {Em 


上 式 右边 是 趋向 于 +eo 很 快 的 函数 . 

(6.4) (6.2.1) 及 (6.2.2) 的 右边 是 玉 中 的 连续 函数 , 并 且 是 有 周期 1 的 周期 函数 ; 这 
些 函 数 在 区 间 [0,1] 中 分 别 与 wak 及 pzk+1 重合 , 把 它们 记 作 gzk 及 Bok+1(k > 1). 
由 (5.1.2) 及 (5.2.1), 我 们 有 


(6.4.1) Bak(0) = (—1)*+1B, 
从 而 对 任何 rz < 及 , 由 (6.2.1)， 


(6.4.2) |zak(z)| < Br. 
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另 一 方面 , 我 们 有 
(6.4.3) GP2k+1(0) = Gok+l @ =0, 


并 且 由 于 (5.3.3) 及 (5.2.4), 利用 中 值 定理 , 从 (6.4.2) 出 发 , 就 可 得 到 对 任何 re 下 
成 立 的 不 等 式 


《6.4 | 加 | G + 3) Bx. 


(6.5) (6.2.3) 右边 的 级 数 也 对 任何 rz < 民 收敛 , 并 且 是 有 周期 1 的 周期 函数 ， 可 
是 它 的 和 在 点 = = ne Z 是 0, 并 且 对 0 < > < 1 等 于 一 当 把 这 一 级 数 和 
记 作 B1(z), 因此 它 在 及 中 是 分 段 连 续 函 数 , 但 在 点 ne Z 不 连续 , 并 且 有 关系 式 
i WG = (no) = 到 这 就 意味 着 级 数 (6.2.3) 不 可 能 在 含 一 点 
n eZ 的 任何 区 间 中 一 致 收敛 (第 五 章 , 3.1) (参看 习题 3.4). 

由 以 上 所 述 并 由 (5.3.3), 可 见 对 于 大 > 3, 函数 Bi 在 及 中 连续 可 导 , 并 且 我 们 


有 
(6.5) Bh(z) = kk-1(z). 


除去 在 点 ne Z 外 , 函数 $2 有 连续 的 导数 , 并 且 等 于 251. 对 于 < 4, 图 57 给 出 
了 函数 5 的 图 形 . 


图 57 
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7. 欧 拉 -- 麦克 劳 林 公式 
(7.1) 设 两 实数 ,8 及 两 有 理 整 数 m,n 满足 下 列 条 件 . 
mm 一 1<a 和 mm < 和 SB<m+1. 


那么 对 于 在 区 间 [os 68] 中 连续 的 任何 复 值 函数 f, 如 果 它 还 是 在 [QB] 中 分 段 连续 函 
数 六 的 原 函 数 ， 我们 就 有 
(7.1.1) flm)+ fm+1)+. + f(n) 
有 8B 
= sa -mono) + 8) 0) + { ra 

事实 上 , 用 整数 点 m, m+1,.… ,n 分 解 区 间 [a 6], 在 所 得 每 个 区 间 中 , 考虑 到 p1 
是 常数 , 并 且 等 于 1, 计算 分 段 连续 函数 Pi(z)P(z) 的 积分 ; 如 果 m < 上 < +1 < 
由 分 部 积分 公式 得 


k+l 1 k+1 
fara Bt d+) fa 
天 大 
f ara tm) plot) = {fa 
7 B 
f mr = B19) 00) + 3 { ft 
如 我 们 分 别 考虑 mm = am > a (及 n= Bn < 有 情形 时 所 看 到 的 ; 作 这 些 积分 的 和 ， 


即 得 (7.1.1). 
特别 地 , 对 于 a = m < n= 有 ,我 们 得 到 
(7.1.2) fm)+ om+1) 十 … 十 Fn) 


= a+ Sem + tm) + [pra 


(7.2) 现 设 f 在 [a, 8] 中 有 分 段 连续 的 (2r 十 1) 阶 导 数 . 考虑 到 (6.5.1), 并 且 就 九 递 
推 , 我 们 有 , 对 于 1 < h < 27， 


8 
(7.2.1) 让 / Bh(OF OD)at = Th i PA) B) — Gnti(o)f (0)) 


-jt Phtr1(t)f +N (dt, 
由 此 组 合 这 些 公式 的 左边 与 右边 以 及 (7.1.1) 就 得 到 关系 式 


(7.2.2) fl(m) +f(m+1)+.+f(n) 
8 村 直 5 (kh-D(B) — Bp (a) ft) 
s) Flt)dt + ee > )f E+W (a) 


+ Rorti; 
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这 里 


a 
(7.2.3) Raor+l = iy/ Par1(t)f E+ (dt. 


由 于 (6.4.1) 及 (6.4.3), 我 们 对 a = m < n= 8 情形 , 从 这 里 特别 得 到 欧 拉 - 麦 
克 劳 林 求 和 公式 


(7.2.4) fm NS :十 Fn) 
= rar Bm) + /+ Dm) = Pm) + 


以 及 余 项 的 估计 


了 


(7.2.5) |Rr| < 人 Fer+D(bldtb 


上 列 估计 是 把 中 值 公式 应 用 到 (7.2.3), 并 且 考 虑 到 估计 式 (6.4.4) 求 得 的 . 如 果 应 用 
(6.3.1), 就 得 到 


(7.2.6) [Rr| < 二 二 元 [ea 人 “Fer+Dbla 


(7.3) 设 对 z > 0 确定 的 函数 g 取 实 值 、 无 穷 可 导 , 还 设 它 的 所 有 导数 gm 是 单调 
的 , 并 且 在 +oo 的 邻 域 中 ， 


(7.3.1) ga+D(z) = ollg™ (2))). 
由 欧 拉 - 麦克 劳 林 公式 , 还 可 一 下 子 推出 和 式 
(7.3.2) G(n) =9(0)+9(G) 十 … 十 gm) 


当 m 趋向 于 +oo 时 有 任意 精确 度 的 渐 近 展开 式 . 
先 设 有 整数 7 使 得 


lg (z)| 


随 着 > 趋向 于 +oo. 于 是 可 写 出 


(7.3.3) g(1) 二 9g(2) 十 … 十 g(n) = fs (t)at+ io + 全 gm 
+ (DV + olge™ on) 


上 式 右边 每 一 项 与 前 面 一 项 相 比 是 可 忽略 的 . 
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如 果 相 反 地 , 有 一 整数 a < 7, 使 得 |g(2*-5(z)]| 趋向 于 +co, 而 g(2+0(z) 趋 近 
于 0, 那么 可 写 出 


(7.3.4) 


g(1) + g(2) +*…*+ g(n) 
nn a 
=/ sat jo) + D1 ee) 


10+ DD Hm) + ol We)), 
h=g+1 


上 式 中 C 是 常数 (一 般 关 0), 并 且 上 式 右边 每 一 项 与 前 面 一 项 相 比 是 可 忽略 的 、 


关于 


论 (这 时 


g(z) 趋 近 于 0, 而 一 般 项 是 g(n) 的 级 数 发 散 或 收敛 的 情形 , 可 同样 进行 讨 
必须 在 (7.2.4) 中 令 n 趋向 于 +oo, 使 得 有 级 数 的 余 项 的 展开 式 ). 然后 把 所 


得 表示 式 中 每 一 项 用 关于 & 的 渐 近 展开 式 来 代替 (第 三 章 , 6). 


例 (7.4) 


取 g(z) = exp(z!/^), 这 里 和 > 1; 这 是 属于 9 的 所 有 导数 趋向 于 +co 情况 . 


考虑 到 展开 式 


u 
(7.4.1) / tletdt =u er — (A— lu ?er 
1 


+ (1)*(A—1)-…(A—k+ 1)u ter + o(u ter), 


由 (7.3.3), 例如 设 < 了 我 们 得 到 含 6 项 的 展开 式 


(7.4.2) 


exp(1A) 十 el 十 …- 十 exp(nlA) 


去 UX 1- 支 而 里 -3 
exp(n'/”) [> 过 2 + Tax x" 7 


— A(A— Ln- 二 nt 3 +0 (nz- "| 


(7.5) 取 g(z) = ze, 这 里 a > 0. 如 果 9 是 满足 下 列 不 等 式 的 一 个 整数 


29—-1<a<2g+1, 


这 是 属于 可 应 用 (7.3.4) 的 情形 . 由 此 得 展开 式 


~ a+l 


1° +2°...+n® 


atl bi 
时 z+ DC- We ' 六 ee -1 1D):..(a—2h+2)n til+C 


小 让 2 oa —1). (0 —2h+2)n Ht +o(ne +!), 
ht 人 


这 里 C 是 一 常数 . 
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在 这 里 我 们 注意 : 当 a = 是 一 整数 > 1 时 , 由 (5.2.3), 我 们 有 准确 的 公式 


(7.5.2) 长 十 2k 十.… 十 人 一 Penn tl) pk+1(0)). 


(7.6) logT(z) 的 渐 近 展开 式 . 在 下 面 , 我 们 约定 对 于 实数 z > 0, 令 log(-z) = logz+ 


放 由 本 的 无 穷 乘积 表示 式 (4.2) 可 以 证 明 : 如 果 z 是 实数 > 0,z 是 Do ( 沿 负 实 
半 轴 割 开 的 平面 ) 中 任 一 复数 , 那么 一 般 项 是 


log(z 十 m) 一 log(z 十 m) 十 (z 一 7)log 2 


的 级 数 收敛 , 并 且 有 和 
logT(z) 一 logT(z) + 2kin, 


这 里 是 一 整数 . 对 于 t 是 实数 > 0, 令 f(t) = log(z 十 改 一 log(z 十 四 对 了 应 用 欧 
拉 - 麦克 劳 林 求 和 公式 , 就 得 到 


(7.6.1) f(0) + f(1)+:…+ f(n) 
= [fat S00) + /0m) 


+2C 国生 全 BU) 0) + Toln), 


这 里 

(7.6.2) [Tp)| < ws 人 Jf Orr date. 

然而 f(n) 以 及 所 有 导数 Fo(n) 随 着 1/n 趋 近 于 0. 另 一 方面 , 我 们 有 

[vet +t)dt = (z+n)(log(z+1)~1)—z(logz— 1), 
0 
由 此 得 
ra =(z—Z7z)logn+h(z,z)+O (2) ¥ 
lo n 


这 里 与 n 无 关 , 从 而 考虑 到 开始 作 的 说 明 , 可 见 当 nn 趋向 于 +eo 时 (p 是 固定 的 )， 
Ta(z) 有 一 极限 Rp(z,z), 并 且 可 写 出 


(7.6.3) logT(z) — g(z) = logT(z) — g(7) + Rp(7, 2) + 2kin, 
这 里 已 令 


于 p (—1)*-1B, 
(7.6.4) 90) = slog# -+— 3l082+ 2, 5h0h — em 
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设 z>4 及 ulz)= sup(Rz,1Jz|) > 4, 估计 Rp(z,z) 的 上 界 . 由 于 


J = -Dim— 1) (Eo Gr) 


只 须 估计 交 如 果 Rz > 4, 我 们 有 jz 十 > 4+ 由 此 得 


lz 请 


人 at 本 人 这 1 
oo +tr hh (Attm (m—1)Am-! 


并 且 如 果 |9z| > 4, 我 们 有 |z 十 t| > (42 ++(s 十 t)? 六 ,这 里 s = Rz, 由 此 得 


+o0 +oc +oe 
人 mr/ wr rh 人 

于 是 断定 有 一 -个 只 与 p 有 关 的 常数 Cr, 使 得 在 上 面 的 条 件 下 , 我 们 有 |Rp(zx,z)| < 
名 

有 了 这 -结果 , 又 由 斯 特 林 公式 已 知 , 当 z 趋向 于 +oo 时 , logT(z) 一 g(z) 趋 近 
3 log2n. 因此 当 w(z) 趋向 于 +oo 时 , 我 们 有 斯 特 林 展开 式 , 其 中 la 是 与 > 有 关 
的 整数 : 
(7.6.5) logT(z) = te nt 


CB I 1 
证 pe +O 


和 
py) | 
这 公式 可 用 来 推广 第 四 章 3.8 中 的 公式 到 参 变数 是 复数 的 情形 . 特别 对 于 任何 
复数 z, 我 们 有 
Va 


(7.6.6) z(z+1):…(z+n)~ De 
以 及 
(7.6.7) Lt 


T(n) 
同样 , 如 果 z 是 复数 , 不 是 整数 > 0, 我 们 有 


2 WN nh i 212 Wl te 
(7.6.8) 人 = de el 


最 后 ， Ry 
议 TB 才 对 
(7.6.9) =logz— -> 人 2 Zan 丰 信 (ves) 
要 证 明 对 于 实数 z, (7.6.9) 左 有 卫 边 的 差 起 近 于 0, 必须 在 这 里 应 用 公式 


人 Fe =logT(z +1)— logT(z) = logz. 


8. 伟 里 时 级 数 与 用 三 角 多 项 式 的 通 近 “253. 


8. 傅 里 叶 级 数 与 用 三 角 多 项 式 的 逼近 


(8.1) 有 限 个 指数 函数 ei"m* (m 是 s 或 负 整数 , z 是 实 变数 ) 的 任何 ( 复 系数 ) 线性 组 
合 , 即 形 如 


(8.1.1) B= Ye 


的 函数 , 叫做 实 变数 z 的 三 角 多 项 式 , 这 里 cm se C,-N < m < N. 对 于 固定 的 N， 
(8.1.1) 叫做 次 数 < N 的 三 角 多 项 式 . 
把 eim* 分 成 实 部 和 虚 部 , 同样 可 说 三 角 多 项 式 是 有 下 列 形 状 的 函数 


N 
(8.1.2) TI» (am cos mz + bm sinmz), 


m=0 
这 里 am 及 bm 是 由 下 式 给 出 的 复数 : 


十 去 而， 一 入 em 一 到 而 对 于 奈 二 市 
ao 一 co， bo=0. 


{8.1.3) | 


(8.2) 三 角 多 项 式 是 有 周期 2 的 周期 连续 函数 . 此 外 , 系数 cm 的 值 由 P(z) 的 值 完 全 
确定 ( 换 句 话说 , 三角 多 项 式 只 有 在 它 的 系数 都 是 零 时 才 可 能 恒 等 于 零 ). 事实 上 , 由 


2 2 
关系 式 : 在 m0 时 ，/ eriat=0 及 [ 直 二 2 可 得 公式 : 对 于 -NS ms N， 
[9 0 


1 2x A 
.2. 二 二 了 (te 一 dt 
(8.2.1) om = 去/ Ps 


有 了 ml>N, 人 “p(t)e-imtdt = 0 此 外 在 这 些 公式 中 , 由 被 积 函数 的 周期 性 , 可 
0 


把 区 间 [0,2x] 换 成 任何 区 间 [a,a + 2zx]. 由 (8.2.1), 如 果 三 角 多 项 式 P(z) 的 值 都 是 
实数 , 我 们 有 c_m = am, 并 且 从 而 系数 am 及 bm 也 是 实数 ; 逆 命 题 是 明显 的 ， 

(8.3) 现在 更 一 般 地 考虑 在 [0, 2zx] 中 分 段 连续 的 复 值 周期 函数 J, 它 有 周期 2r (从 
而 由 周期 性 , 它 在 及 中 分 段 连续 ). 注意 在 [0,2x] 中 分 段 连续 的 任何 复 值 函数 9 在 
]0, 2xf 中 可 看 作 是 周期 为 2x 的 一 个 分 段 连续 函数 的 限制 , 不 过 要 改变 9 在 点 0 
及 2r 的 值 , 使 得 g(0) = g(27n); 然后 对 于 任何 整数 keZ 及 0< zg<2n, 取 


f(z + 2k7n) = g(7), 


注意 只 有 当 9 在 [0, 2z] 中 连续 , 并 且 使 得 g(0) = g(27) 时 , 9 才 是 一 个 连续 周期 函数 
在 [0,2x] 中 的 限制 . 
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有 了 以 上 说 明 并 采用 上 面 的 记号 , 对 于 任何 整数 m € Z, 我 们 把 复数 
(8.3.1) B= 去 广 f(b)e-™mtat 


叫做 f (或 g) 的 传 里 叶 系 数 ; 一 般 说 来 , 有 无 穷 个 这 种 系数 地 0; 注意 如 果 改 变 f 在 
[o, 2m] 中 有 限 个 点 处 的 值 , 这 些 系数 不 改变 . 还 令 


1 /2 
Gm = 0nd-m= i/ f(t) cosmtat 
(8.3.2) 了 对 于 整数 m > 0; 


1 12x 
bm = icm 一 c-m) = 2/ f(t)sinmtdt 
0 


2r 
(8.3.3) == 去 人 f(Das 


因而 如 果 f 取 实 数值 , aw 及 bm 都 是 实数 . 当然 在 上 列 公式 中 区 间 [0,2] 可 用 任何 
区 间 [a,a + 2n] 来 代替 . 
与 在 (8.1) 中 所 述 类 似 , 我 们 自然 地 把 三 角 多 项 式 


N 
(8.3.4) Bh) SY ats 
m=—N 
与 了 联系 起 来 , 这 里 取 f 的 傅 里 时 系数 作为 cm. 我 们 把 Py 叫做 f 的 傅 里 叶 多 项 
式 ; 它们 也 是 f 的 传 里 叶 级 数 


(8.3.5) a0+ D(amcosmz + bmsin mr) 


了 一 1 
的 部 分 和 . 我 们 可 能 希望 级 数 (8.3.5) 收敛 (至 少 是 简单 收敛 ) 于 f; 可 是 有 连续 周期 
函数 的 实例 告诉 我 们 , 它 的 傅 里 叶 级 数 在 某 些 点 发 散 (习题 30). 下 面 要 对 分 段 连续 
函数 给 出 傅 里 叶 级 数 收 敛 以 及 一 致 收敛 的 判别 法 . 
(8.4) 设 / 是 有 周期 2x 的 周期 函数 , 并 且 是 分 段 连续 的 .如 果 可 把 [0,2mj 分 成 有 
限 个 区 间 [ov bj, 使 得 在 每 个 开 区 间 ja, 8[ 中 , f 连续 , 并 且 是 ]a, Bl 中 分 段 连 续 函 
数 f' 的 原 函 数 ( 预 篇 , 4.3 及 第 三 章 , 9.7), 我 们 就 简称 f 是 分 段 可 导 的 ; 还 设 积分 


8 
/ Pbldt 是 确定 的 ( 它 可 能 是 反常 积分 (第 三 章 , 9.7)). 确定 了 这 种 术语 , 有 判别 
法 如 下 : 
(8.5) 设 /是 有 周期 2r 的 复 值 周期 函数 , 并 且 它 在 及 中 分 段 连 续 及 分 段 可 导 (8.4). 
那么 了 的 传 里 叶 级 数 (8.3.5) 对 任何 ze 民 收 全 ,并 且 有 和 3(f (mt) + fe)). 此 外 ， 
在 不 包含 三 的 不 连续 点 的 任何 闭 区 间 中 , 这 级 数 一 致 收 化 , 并 且 部 分 和 Pw(z) 的 绝 
对 值 以 与 N 及 工 无 关 的 一 数 M 作为 上 界 @. 

全 译 者 注 , 这 定理 的 证 明 似乎 比 传统 的 证 明 更 复杂 . 


8。 傅 里 叶 级 数 与 用 三 角 多 项 式 的 有 逼近 “255 . 


A) 先 设 了 连续 (并 且 分 段 可 导 ). 那么 由 假设 , 积分 广 (去 加 3) (bat 绝对 
收 全 ,从 而 (第 三 章 , 9.8) 可 应 用 分 部 积分 公式 , 得 到 


(8.5.) We (去 - 习 YOu= (去 -Ac 站 = 二 人 fat 
又 因为 了 是 连续 及 周期 的 , 由 此 得 到 
(8.5.2) f(0) = 去 由 fat+ (去 和 3) dt 


在 上 式 中 , 用 函数 t 一 f(t 二 x) (对 于 任何 >E R) 代替 函数 + 一 f(t), 由 f 的 周 
期 性 , 得 到 


2r 27 
(8.5.3) f(z) = 去 人 a+ [ (去 a 3) f(t + zm)dt. 
然而 对 于 0 < 上 < 2x, 已 知 我 们 有 
n=1 
上 式 在 任何 区 间 [a,2x 一 oj(0 < a < 2z) 中 一 致 收敛 , 并 且 部 分 和 
可 sinnt 
Sn(t)=— EE Pe 


的 绝对 值 以 与 N 及 t 无 关 的 一 数 4 为 上 界 (6.2). 我 们 要 由 此 导出 : 对 于 > € R， 
2 
(8.5.5) / (去 = 3) f(t+z)dt=— A dG 二 动 本 
上 列 级 数 在 及 中 一 致 收 剑 , 并 且 部 分 和 
必 /sinrt E Se i 
= pe+aat= 人 Sw(t)f (t+ x)at 


的 绝对 值 以 与 N 及 z 无 关 的 一 数 为 上 界 . 最 后 这 一 事实 可 由 中 值 定理 立即 推出 , 这 
是 因为 由 周期 性 , 并 且 考虑 到 关于 f" 的 假设 , 可 得 


2 2r 
Qn < Af Wetala=A | Wo 


由 关于 f' 的 假设 还 可 导出 : 任 给 e > 0, 存在 着 一 数 5 > 0, 使 得 对 任何 ze 民 ， 我 们 
有 (第 三 章 , 9.6) 


6 2r 
人 f(t+ olat < 6, / If'(t+ a)ldt < e. 
0 2m 一 5 
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这 样 选取 了 5 后 , 可 以 找到 No, 使 得 当 N > No 时 , 对 于 区 间 区 2 一 可 中 的 任何 
我 们 有 靶 二 sn)| <e. 由 此 可 得 : 对 于 N > No 及 任何 = 及 我们 有 


‘27 
(去 -$2) feta- Qn 
6 2 
< (Arn eralat+ aty {Fer alat 
0 2r 一 5 
2 一 5 
+ 人/ If'(t+ z)ldt 
2 
<e(a4+D+/ le， 


这 样 就 证 明了 当 N 趋向 于 +oo 时 , Qw(z) 趋 近 于 (8.5.3) 中 第 二 个 积分 . 
由 于 f 连续 , 作 分 部 积分 , 对 于 n > 1, 可 得 


sinnt 


2 i 2 2 
/ Se i | = 3/ cosntf (t+ z)dt 
ys o To 


TN 


1 72 
二 -2/ cosn(t — xz)f(t)adt = —(an cosnz + bn sinnz), 
0 


2 
又 由 于 去 7 一 ao, 于 是 把 (8.5.3) 中 第 二 个 积分 用 由 (8.5.5) 求 得 的 值 来 代 


替 , 就 从 (8.5.3) 的 右边 得 到 了 f 的 傅 里 叶 级 数 . 
B) 现 转 到 只 设 f 分 段 连续 (并 且 分 段 可 导 ) 的 一 般 情 形 , 并 且 设 zi < za < … < 
zr 是 f 在 [0,27] 中 的 不 连续 点 . 对 于 满足 1 <k < 7 的 任何 k, 令 


(8.5.6) Mx = f(Tk+) — f(zx—) 


(函数 7 在 点 zi 的 “上 唉 "). 那么 显然 函数 g(z) = f(z) - 》、 ki 人 a) (6.4) 


中 的 记号 ) 在 及 中 是 连续 的 , 周期 的 , 并 且 是 分 段 可 导 的 . 于 是 可 对 它 应 用 A) 中 的 
结果 , 此 外 , 可 立即 证 明 (8.5.4) 的 右边 是 画 数 pitt) 的 伟 里 叶 级 数 ,并且 可 由 (6.2) 
中 所 述 及 下 列 关系 式 得 到 结论 : 


PH)= -Pio-)= - 
(8.6) 我 们 已 经 指出 : 如 果 只 设 函 数 f 在 R 中 是 周期 的 (有 周期 2r) 及 连续 的 , f 的 
傅 里 叶 级 数 不 一 定 在 任何 点 收敛 . 也 可 能 出 现 这 种 情况 : 传 里 叶 级 数 收敛 , 可 是 它 的 
部 分 和 在 及 中 都 不 是 一 致 有 界 的 (习题 30). 
然而 可 以 用 三 角 多 项 式 在 民 中 一 臻 逼近 f. 换 句 话说 , 对 于 周期 连续 函数 , 有 与 
魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 相 类 似 的 一 个 结果 : 
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(8.7) 设 了 是 及 中 的 周期 连续 函数 , 有 周期 2x, 那么 对 于 任意 的 > 0, 存在 着 一 个 
三 角 多 项 式 P, 使 得 对 于 任何 ze 民 ， 


(8.7.1) Hz) 一 P(z| < 6. 

事实 上 , 用 第 五 章 , 4.4 中 的 记号 , 考虑 函数 f= 1 * pn, 这 里 选取 的 “正规 化 ” 
函数 p 是 无 穷 可 导 的 ; 于 是 我 们 知道 f 是 无 穷 可 导 的 (第 五 章 , 4.6), 并 且 由 定义 
(第 五 章 , 4.4.4), 所 是 周期 的 , 有 周期 2x. 然后 (第 五 章 , 4.5) 可 找到 充分 大 的 m 使 
得 在 [o, 2 可 中 , |7(z) 一 及 (z)| < 到 因而 由 周期 性 , 这 一 不 等 式 在 R 中 到 处 成 立 , 可 
是 我 们 可 对 函数 所 应 用 (8.5), 从 而 所 的 传 里 时 级 数 有 一 部 分 和 了, 使 得 对 于 任何 
z ER,|fi(z) -PCz)| < 3 显然 三 角 多 项 式 P 就 是 问题 的 解 
(8.8) 我 们 往往 考虑 在 R 中 分 段 连续 、 并 且 有 任意 周期 7 > 0 的 周期 函数 ; 如 果 f 
是 这 样 的 函数 , 令 g(z) = f (下 )， 就 得 到 一 个 分 段 连续 、 并 且 有 周期 2r 的 周期 函 
数 9. 我 们 把 9 的 傅 里 时 系数 叫做 6 的 传 里 叶 系 数 ; 由 (8.3.1), 它们 可 写作 


(8.8.1) on = 二 太志 exp (Ce) 


对 于 有 任意 周期 7 的 函数 , 可 立即 转述 前 面 的 所 有 定义 及 所 有 结果 . 

傅 里 叶 级 数 在 物理 及 力学 的 应 用 中 的 意义 是 重大 的 ，eimt 类 型 的 “简单 ”周期 
函数 特别 易于 使 用 , 由 此 产生 了 用 “简单 ”函数 或 用 有 限 个 “简单 ”函数 的 线性 组 合 
来 逼近 任何 周期 函数 (大 量 自然 现象 要 涉及 这 种 函数 ) 的 想法 .函数 f 的 这 种 逼近 
表示 式 , 作为 “简单 ”周期 函数 的 “ 释 加 ”, 也 叫做 f 的 “调和 分 析 ”( 对 于 m > 1, 函 
数 emit 有 时 叫做 ef 的 “调和 ”), 它 与 往往 可 与 实验 阐明 的 自然 现象 对 应 . 


9. 平均 平方 逼近 与 傅 里 叶 级 数 


(9.1) 在 第 五 章 所 引进 把 一 个 函数 的 “逼近 ”用 另 一 函数 作出 的 想法 , 引出 了 与 已 研究 
过 的 “一 致 通 近 " 概念 不 相同 的 一 些 逼近 概念 . 这 里 只 考虑 在 及 中 有 界 区 间 I= [加 
中 确定 的 分 段 连 续 复 值 函 数 ， 对 于 这 样 的 两 个 函数 f 及 g, 不 把 第 五 章 , 1.3 中 确定 
的 数 d(f,g) 作为 这 两 函数 的 “差距 ", 而 是 选取 数 


b 
(91.1) df9 = { HO ste. 


当 f 及 g 取 实 数值 时 , 这 个 数 有 简单 的 几何 意义 : 它 是 了 及 9 的 图 形 所 围 出 的 “ 面 
积 ” (图 58)， 注 意 这 个 数值 与 4 及 9 在 它们 的 不 连续 点 处 的 值 无 关 , 这 就 表明 由 
它 导 出 的 “逼近 ”概念 与 一 致 逼 近 大 不 相同 . 可 是 即使 对 于 连续 函数 了 及 g,di(f,9) 
可 能 很 小 , 而 d(f,g) 都 不 是 这 样 . 例如 对 于 第 五 章 , 2.3.1 中 所 确定 的 函数 gn, 我 们 
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有 d(0,gn) = 1, 而 di(0,gn) = 1/2n. 就 图 形 样式 , 可 以 
说 如 果 di(J,g) 是 “小 的 ”, f 及 g 的 值 可 能 很 不 相同 , 而 
这 只 可 能 在 “小 的 ” 区间 中 出 现 ; 并 且 f 及 9 的 值 相差 
分 “ 大 ”, 出 现 这 种 现象 的 区 间 就 会 愈 “小 ”. 为 了 表明 这 
种 “补偿 " 我 们 把 以 “差距 " di(f,g) 为 基础 的 逼 近 概念 
叫做 “平均 通 近 ”. 

(9.2) 在 公式 (9.1.1) 中 , 可 以 把 |f(t) - g()| 用 |f(t) - 
g(t)l? 来 代替 , 这 里 p 是 一 个 固定 的 正 数 ; 为 了 种 种 理由 ， 
我 们 宁可 取 数 


b i/p 
(9.2.1) dp(f,9) = ( /人 W100 -spa) 


作为 了 与 g 的 “差距 *. 这 数 有 齐 次 的 性 质 : 如 果 把 及 9 乘 以 相同 的 常数 c,d,(f,g) 
就 会 乘 以 lo 

注意 对 于 所 有 这 些 “差距 *， 用 连续 函数 可 以 
任意 明 近 在 中 分 段 连续 的 函数 (与 一 至 逼近 的 
情况 不 同 (第 五 章 ,3.1))， 事实 上 , 如果 ol < 
aa < .… < ur 是 分 段 连续 函数 / 的 不 连续 点 ， 
并 且 如 果 把 这 样 的 连续 函数 叫做 f; 它 在 区 间 
-二 w+ 让 全 = 1,2,…,n 是 充分 大 的 正 


数 ) 以 外 等 于 /, 而 在 这 些 区 间 中 的 形式 是 + 一 
ot 十 8 (图 59), 那么 可 看 出 


| ~ fa(O| < 2M, 
这 里 M 表示 |/(D)| 在 工 中 的 上 确 界 ; 由 此 立即 导出 我 们 有 
df, fn) < 2M(2r/n) ee, 
上 式 右边 随 着 1/n 任意 小 . 
我 们 其 至 可 取 记 , 合 得 (a) = 太 的 = 0， 为 此 , 只 须 在 区 间 |w,o+ 二 | 及 
P 2 中 , 把 换 成 一 个 适当 的 平移 线性 函数 + 一 at + 及 


(9.3) 当 p =2 时 , 用 “差距 ” (9.2.1) 作 计算 特别 简单 . 在 这 种 情形 . 我 们 就 说 “平方 
差距 "及 “平均 平方 逼近 ”. 下 面 证 明 对 于 平方 差距 , 傅 里 时 多 项 式 有 一 种 重要 的 极 
值 性 质 : 

(9.4) 设 是 I= [0,2zx] 中 的 分 段 连续 函数 , 并 且 设 


了 A 
o= 去 人 f(teimtat 
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是 它 的 傅 里 叶 系数 . 在 所 有 次 数 < NN 的 三 角 多 项 式 中 , j 的 傅 里 叶 多 项 式 PN(t) 是 
使 平方 差距 do(f,Q) 达到 最 小 值 的 唯一 三 角 多 项 式 , 并 且 我 们 有 


(9.4.1) (dz(f, Pw))? = 9 HOPa -an Henle. 


m=—N 


N 
事实 上 , 对 于 次 数 < NN 的 任何 三 角 多 项 式 Q(t) = dme”™*, 可 以 写 出 


m=~—N 


If 一 QFP= (fg 一 QI- SG) 


N 


=|f(P— De feim: — Ddnf(t)e t+ bp > dmndneitm—n)t, 
= m=—Nn=— 
由 定义 (8.3.1), 通过 积分 得 到 
(da(f, Q))? = WP 2 (Gndm + cmdm) + 2 dm)?, 
上 式 也 可 写成 


(a2(f, Q)) -三 WFP 2 len + an Dolon do 


= (dz(f, PN))?* + 2x 闻 |em — dml?. 
一 和 


由 此 即 证 明 上 述 命题 . 
由 这 命题 及 (8.7) 得 


(9.5) 对 于 在 [0, 2 可 中 分 段 连 续 的 任何 函数 让 级 数 》, |cm|? 收 化， 并 且 我 们 有 


绊 |op = 工 /17(DPas (由 塞 巨 尔 关系 式 
(9.5.1) m= 去 妆 If(D)[at ( 帕 塞 瓦尔 关系 式 ). 
事实 上 , 首先 由 (9.4.1), 对 于 任何 整数 N, 得 到 不 等 式 


N 1 2r 
(9.5.2) 到 和 去 人 |f (OJ?at. 


这 就 证 明了 (9.5.1) 左边 的 级 数 收敛 . 另 一 方面 , 对 于 任何 > 0, 存在 着 有 周期 2r 
的 一 个 周期 连续 函数 g, 使 得 dz(f,g) < e (9.2). 然后 , 由 (8.7), 有 一 三 角 多 项 式 Q， 
在 [0,2z] 中 满足 lg(z) - Q(z)| < a, 由 此 通过 积分 得 d2(g, Q) < V3ne, 并 且 最 后 由 闵 
可 夫 斯 基 不 等 式 (第 一 章 , 4.6) 得 


da(f,Q) < el1l + V2n). 
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然而 由 (9.4.1) 如 果 Q 的 次 数 < N, 我 们 有 d2(f,Pn) < d2(f,Q), 并 且 这 样 就 证 明了 
可 使 (9.5.2) 两 边 的 差 任意 小 . (9.5.1) 得 证 . 
当 函 数 f 取 实 值 时 , 用 (8.3.2) 中 的 记号 , 公式 (9.5.1) 可 写成 


(9.5.3 za + (a2 +40) = ea 
:5.3) + Dt) = OF 

由 (9.5) 可 导出 下 列 推论 , 它 表 明知 道 了 一 个 分 段 连续 函数 的 傅 里 叶 系 数 就 主要 
地 决定 了 它 : 
(9.6) 如 果 了 及 9 是 [0,2n 中 的 分 段 连 续 函 数 , 并 且 有 相同 的 传 里 叶 系数 ,那么 除了 
在 了 或 9 的 不 连续 点 处 外 , f(t) = g(t). 

考虑 差 式 /一 g, 就 立即 化 到 9 = 0 情形 , 因此 在 (9.5.1) 中 , 由 假设 , 系数 cm 都 


等 了 堆 . 由 关系 式 人 “17(bjPat = 0 可 导出 : 除了 在 的 不 连续 点 处 外 , f(!) = 0 (第 
0 
一 章 ,3.1). 


10. 傅 里 叶 系数 与 正规 性 质 
(10.1) 由 (9.5) 得 : 对 于 [0,2j 中 的 任何 分 段 连续 函数 f, 它 的 两 个 方向 无 穷 的 傅 
于 cc 
里 叶 系 数 序列 {cm}mez 会 使 无 穷 级 数 》 , |cml? 收 黎 , 并 且 特别 我 们 有 ,lim_cm = 
,lim_c_m = 0. 现在 要 看 到 , 储 里 叶 系数 序列 收 化 于 0 的 违 度 是 与 函数 的 “正规 
性 质 * 紧密 联系 着 的 : 大 体 上 , 函数 越 是 可 导 , 傅 里 叶 系 数 趋 近 于 0 越 快 , 并 且 反 过 
来 也 是 这 样 


(10.2) 对 于 任何 函数 f, 如 果 它 是 有 周期 2 的 连续 周期 函 教 , 并 且 是 一 个 分 段 连续 
浮 数 f' 的 原 函 数 ， 那么 我 们 有 im mem 三 dm, mc-m 二 0, 并 且 更 准确 地 , 级 数 


mlenp 收 化 . 
”事实 上 , 由 分 部 积分 , 我 们 有 : 对 于 m0 


1 
2nim 


1 2 —imt a | —imt 六 1 imt a 
m= 人 We ma | + Wea 


并 且 由 此 得 : 如 果 ec 是 f' 的 有 指标 mm 的 傅 里 叶 系数 , 由 f 的 周期 性 , 就 有 
(10,2.1) hh, = imem: 


于 是 只 须 对 函数 fr 应 用 (9.5). 
由 递 推 得 : 
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(10.3) 如 果 周 期 连续 函数 是 上 次 连续 可 导 的 ,级 数 ep 收敛 ,并 且 特 别 有 : 
当 m 趋向 于 土 oo 时 ,cm = o(1/m*). 如 

十 oo 
(10.4) 上 面 的 命题 没有 逆 命题 : 例如 一 个 连续 函数 可 使 级 数 》 ,|mcmj? 收敛 , 而 f 


却 不 是 到 处 可 导 的 . 这 问题 与 一 个 更 一 般 的 问题 有 联系 : 已 给 (在 两 个 方向 ) 无 穷 的 
一 个 序列 {cmjmez, 是 否 存在 着 分 段 连 续 的 、 或 在 民 中 连续 的 、 或 人 次 连续 可 导 的 
一 个 周期 函数 f, 以 {cm} 作为 它 的 传 里 叶 系数 序列 ? 我 们 不 知道 回答 这 问题 的 必要 
与 充分 条 件 , 而 非 同 语 反复 . 现在 只 给 出 部 分 回答 上 述 问题 的 简单 的 充分 条 件 ， 


十 oo 十 co 
(10.5) 如 果 级 数 》 ,|cm| (或 》 mslcm|) 收 伊 ,那么 序列 {cm} 是 民 中 一 个 连续 (或 


大 次 连续 可 导 ) 函数 了 的 传 里 叶 系 数 序 列 , 并 且 f (或 f 的 前 上 个 导数 中 每 一 个 ) 的 
傅 里 叶 级 数 正规 收 化 于 f (或 所 考虑 的 有 的 导数 ). 


十 co 
事实 上 , 由 于 lememit| = |eml, 级 数 》 cme™ 在 及 中 正规 收敛 , 并 且 它 的 和 
2 
f(0 是 -周期 连续 函数 (第 五 章 , 3.1). 在 /的 传 里 叶 系数 二 / f(te-intat 的 计 
ao 


算 中 , 可 把 f(t) 用 级 数 er 来 代替 , 并 且 逐 项 积分 (第 五 章 , 3.4). 于 是 得 到 
二 oo 
cn 的 值 , 并 且 在 设 级 数 》` |cm| 收敛 时 证 明了 命题 . 


十 oo 十 oo 
如 果 设 级 数 》 mlem| 收敛 , 由 于 对 于 m 关 0,lem| < mlem|, 可 见 级 数 》 "|cml 


也 收 伍 ， 由 以 上 论证 , 函数 g(t) = Simenemtt 是 周期 连续 的 , 并 且 由 第 五 章 , 3.4， 


我 们 有 
1 -7(0)= /vod 
0 


+oo 
从 而 9() = 户 的 ， 当 级 数 ”mh|cn| 收敛 时 , 可 就 大 递 推 同样 进行 论证 . 

我 们 要 仔细 注意 一 个 “三角 级 数 ”(8.3.5) 可 能 对 任何 z E RR 收 伍 , 可 是 它 的 和 
/不 连续 (甚至 无 界 )} 例如 可 能 /在 开 区 间 ]0,27| 中 连续 , 但 在 区 间 两 端点 趋向 于 
+oo 或 -oo, 并 且 (反常 ) 积 分 / Fe-emadt 不 收 全 ,以 至 我们 甚至 不 能 谈 及 的 

0 


傅 里 叶 系 数 . 
对 于 (10.4) 中 提出 的 问题 , 只 有 就 解析 孟 数 得 到 了 完全 令 人 满意 的 答案 : 
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(10.6) 要 使 得 在 开 带 形 |Jz| < r 中 , 有 一 个 周期 是 2x 的 解析 函数 , 它 在 及 中 的 限 
制 有 傅 里 叶 系数 {cmjmez, 必须 而 且 只 须 对 于 任何 p Ee]0,7l, 我 们 有 : 当 m 趋向 于 
+oo 时 , cm = O(e-imlo). 
事实 上 , 设 f 是 在 开 带 形 |7z| < > 中 有 周期 2r 的 解析 周期 函数 ， 那 么 对 于 

0 < p < ” 把 柯 西 定理 应 用 到 由 

ti 一 上 (0O<t<2m， 

t 一 2r 十 让 (0<t< p), 

t—=2r+ip—t (0<t< 2n), 

t 一 ip 一 让 (0g<t<p) 


互相 衔接 而 成 的 矩形 (图 60), 由 于 f 的 周期 性 , 就 得 到 公式 


i , 
ee i te "dt 
mB fotoe 


图 60 


由 此 可 见 , 当 mm 趋向 于 -ce 时 , cm = O(e™?). 考虑 与 上 列 矩形 关于 实 轴 为 对 称 的 
矩形 , 同样 证 明 当 m 趋向 于 +oc 时 , 我 们 有 cm = O(e-mp). 

相反 地 , 设 对 于 0 < p < r, 当 m 趋向 于 二 ce 时 , 我 们 有 cm = O(e-Iml). 于 是 
w 及 1/w 的 寡 级 数 


nvr 及 enw™ 
分 基 对 于 wl < 及 lol > ce 收 艇 从而” 
(10:6.1) glw) = bb + Don" 
是 加 环 e-? < lw| < ep 中 的 解析 函数 , 上 式 右边 是 洛 朗 展开 式 (第 作 章 , 2). 由 于 级 
数 加 on| 显然 收敛 序列 {cmjmez 是 西数 f(z) = gz) 的 傅 里 叶 系数 序列 . 此 外 ， 


附录 龙 格 现象 * 263 - 


由 假设 (10.6.1) 的 右边 对 e-" < lw| < er 收敛, 因此 函数 g(ez) 对 于 |3z| < > 是 解析 
的 . 

注释 (10.7) 设 了 是 及 中 取 实 值 、 分 段 连续 的 周期 函数 , 并 且 有 周期 2x; 考虑 它 的 傅 
里 时 级 数 (8.3.5) (我 们 记得 : 即使 f 是 连续 的 , (8.3.5) 也 不 一 定 在 任何 点 收敛 ). 我 


们 知道 (10.1), 系数 an 及 bv, 随 着 1/m 趋 近 于 0, 因此 知 级 数 》、 (on ibm)z" 


m=0 


对 于 |z| < 1 收敛 , 如 果 还 有 级 数 》 (|am| + bm|) 收敛 , 那么 上 面 的 短 级 数 甚至 对 
m=0 


于 |z| = 1 收敛 , 并 且 它 的 和 F(z) 对 于 |z| < 1 连续 , 对 于 |z| < 1 解析 , 并 且 满 足 
了 (9) = R(F(e”)). 可 是 当 我 们 只 设 f 是 连续 周期 函数 , 一 般 不 存在 具有 上 述 性 质 的 
函数 F(z). 


附录 龙 格 现象 


为 了 “逼近 ”在 RR 的 有 界 闭 区 间 I = [c, 引 中 确定 的 连续 复 值 函数 f, 一 种 很 流行 的 方 
法 在 于 考虑 I 中 的 ni 个 点 al < az < .… < an (最 通常 取 mn 个 等 距 点 , 并 取 al = aan = 
以 及 由 条 件 


( Pn(ai) = f(a;) 对 于 1 和 和 mm 


确定 的 次 数 < n 一 1 的 “插值 多 项 式 ” Pu(z)- 
如 果 用 wn(z) 表示 n 次 多 项 式 


(2) an(z) = (7— 01) (2—a2) "(2 — an), 


容易 证 明 (第 八 章 , 4.4.4): 解答 上 述 问 题 的 唯一 的 次 数 < n 一 1 的 多 项 式 可 由 拉 格 朗 日 插值 
公式 给 出 : 
ojunGo) 

四 Rs et Gojoe) 
(这 多 项 式 事实 上 是 问题 的 一 个 解 ,并且 两 个 解 的 差 必然 是 wn(z) 的 信 数 , 而 两 个 解 的 差 是 
次 数 < n 一 1 的 多 项 式 , 因此 是 0). 

人 们 倾向 (特别 是 在 对 物理 的 应 用 中 ) 不 加 证 明 而 认为: 当今 n 趋向 于 +oo 时 , Pa (z) 
在 [a, 可 中 一 至 收效 于 f(z). 然而 设 开 集 D CC 包含 实 轴 上 区 间 即使 对 于 D 中 确定 的 
解析 函数 ,上述 认定 也 可 能 不 正确 ( 龙 格 现象) 

事实 上 , 对 于 a > 0, 取 


(4) f(z)= Fs 
这 是 C 中 的 一 个 亚 纯 函 数 ,有 单 极点 二 ai， 设 7 : t 一 Re*, 这 时 0 < t < 2n, 还 有 
忆 > |z|, R > a 而 且 对 于 1<j<n,R> |oj|. 考虑 积分 


fz)wn(z)dz 
mi J, (2 — Tz)wn(z)’ 
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这 里 z 不 等 于 a; 及 二 ai 显然 这 积分 的 绝对 值 以 4/ Rn"+2 为 上 界 , 这 里 4 是 一 常数 . 被 
积 函数 g(z) = -2)wn(z) 在 极点 的 留 数 是 f(z), 并 且 在 每 个 极点 ui 它 等 于 


(z 一 zj)un(z) 


f(aj)un(s) 
[TXT 
最 后 , 我 们 有 
Resat(g) = 327) Res_oi(g9) = en 人 


2ai(ai — zs)wn (oi)’ 23ai(ai + T)wn(—ai) 


我 们 要 限于 考虑 这 种 情形 : [a, = [一 1, +1],n = 2m 是 偶数 , 并 且 取 点 土 (2k 十 1)/2m 
(这 里 0 和 k < m 一 1) 作为 a;. 于 是 我 们 有 


RR 


应 用 留 数 定理 , 令 R 趋向 于 +oo, 并 考虑 (3), 得 到 公式 


下 wn(T) 
22 十 o2 wn (ai) 


(6) jz) 一 Pn(z) = 


用 这 公式 可 证 明 : 当 a 取得 充分 小 时 , 差 式 f(1) - Pa(1) 在 nn 趋向 于 +oo 时 不 趋 近 于 0. 
事实 上 , 我 们 有 : 由 斯 特 林 公式 ， 


1 3 5 A4m—1 - 
0 m0- 丰 臣 起 一 入“A(). 
另 一 方面 , 我 们 有 : 由 (5)， 
J (2K 十 1)2 
log lwn (oi)| = log (+ ), 
weal= 世 (® EE ) 


并 且 用 欧 拉 - 麦克 劳 林 公式 容易 证 明 我 们 有 
(8) lwn(ai)| ~ c.B” (c 是 常数 去 0)， 


这 里 
logB =/ log(a? + #2)dt = log(1 + a?) -2 十 2aArctan ， 于 
0 


当 a 趋 近 于 0 时 , 上 式 趋 近 于 -2, 因此 存在 着 a > 0, 使 得 log 6 < log 9, =log2—1. 
于 是 由 公式 (6), (7) 及 (8) 得 


WO -Pal~e (车) 为数 坟 0) 


从 而 上 列 差 式 的 绝对 值 趋向 于 +o0. 
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习 题 

1) 用 园 点 法 证 明 当 4 趋向 于 +eo 时 , 我 们 有 
to f pis \t (x(2— V3)/t) /2e- Vit 
[. (Gi $4) w QVI a) 

2) 用 粮 点 法 证 明 当 n 趋向 于 +oo 时 , 我 们 有 


十 oo e 证 i n NE 
三 Gr (}) Er 


((1.7.1) 有 两 个 根 , 但 只 有 一 个 适用 ). 

3) 设 An = {1,2,… ,n}; 考虑 集 Cn C 归 ( 吧 (An)), 这 里 嫂 ( 吕 (An)) 是 由 把 An 分 成 
非 空子 集 的 分 划 所 形成 的 , 用 dn 表示 其 中 元 素 个 数 . 

a) 证 明 我 们 有 di = 1, 并 且 约定 令 do = 1, 对 于 n > 0, 我 们 有 递 推 关系 式 


as 人 ar 人 


(对 于 每 个 ,考虑 An+1 的 这 些 分 划 : 其 中 有 一 元 素 是 An+1 的 一 个 子 集 , 含 上 十 1 个 元 素 ， 
并 且 包 含 ni 十 1). 
b) 由 a) 导出 我 们 有 : 对 于 任何 z € C， 


eple -= 了 委 z， 


n=0 
从 而 . 


2eni 
这 里 是 满足 j(0; 7) = 1 的 一 个 环 路 . 
c) 证 明 应 用 鞍点 法 导致 考虑 均 口 z = u, 这 里 v 是 方程 rez = n 十 1 的 实 根 . 先 证 明 我 
们 有 


dn= 各 /ceo 
” 


utioo 
/ exp(e’)z "ldz= [ exp(e”)z "dz. 
令 z= wu 十 iy, 这 里 ye 民 , 然后 证 明 这 积分 等 价 于 
iexp(e™ — ue™ logu) 人 exple“(e™ — 1))dy, 
并 且 对 这 积分 应 用 鞍点 法 , 最 后 得 到 
而 xi (ee 也 一 3) 
"a? 9 


然后 应 用 v 的 渐 近 展开 式 , 得 
log dn ~ nlogn. 


4) 对 于 充分 大 的 n, 整 函 数 
sinz 一 azcosz (a 是 复数 天 1) 
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在 开 圆 盘 |z| < nz 中 有 2n + 1 个 单 零点 0 及 士 NM(1 < j < n). 证 明 公式 


a (=- 总) 


a 

(应 用 作 sin z 的 欧 拉 乘 积 展开 式 时 所 用 的 同样 方法 ) 
5) 设 F(z) 是 满足 下 式 的 一 个 整 函 数 : 

[F(A < Cero™, 


这 里 C 及 p 是 常数 > 0. 证 明 我 们 有 
nn 

EN 二 本 3) 

(3 ss > (pz — nn)? 


sinpz = 油 


(用 第 3 节 中 的 方法 ). 由 此 导出 : 如 果 下 还 是 奇 的 , 我 们 有 
1 
党 未 党 十 苞 
a 
p 


了 | 
(z) = Ts 
(e+ 3) mm— p22 


3pzcospz A 


6) 用 第 3 节 中 的 方法 , 证 明 下 列 恒等式 : 


sinaz 人 na 
至 二 1 
3 
(-xgag7) 
T Cosaz n_COSNQ 
运 1 
2z sinnz 让 二 Se —n2’ 


1 1 a 
D+ 0<w 
Da 3 3a 有 <a0<b, 


= x 1 它 n 
-1)" 三 二 za 一 yn 
2 让 "ee 


7) 证 明 公式 


(a 是 实数 天 0). 


TT z(1—z)\ _ _sinnz 
I 人 十 允 启 ) = 元 0 可 

8) 设 a1,… ,ak,b，… ,bk 是 2k 个 复数 , 但 不 是 0 或 正 整数 , 证 明 要 使 无 穷 采 积 
7 (nn — ai)(n— a2):::(n — axk) 


I bn db) (n bx) 


绝对 收敛, 必须 而 且 只 须 我 们 有 


al 十 + bx. 


十 KE 一 四 十 … 


如 果 这 条 件 成 立 , 证 明 上 列 乘 积 等 于 


和 1 
9) 设 a,b 是 满足 Ra > 0, Rb > 0,R(o+b) > 1 的 两 个 复数 . 证 明 我 们 有 
dt __7n .TIT(atb-1) 
oo (1+it)e(1—it)?s 2+-2 TT(a)r(b) “ 


10) 设 f 是 带 形 a < RRz < B 中 的 一 个 解析 函数 ,并且 设 m 及 nn 是 满足 a<m<n<pB 
的 两 表 数 , 如 果 令 = = s+ 让 (s,t 是 实数 ), 写 出 g(s, 人 ) = 去 (1(s 十 询 一 J(s 一 翅 ). 
a) 设 对 于 ac<s< B， 


ime “f(s+il) = 
一 致 成 立 . 证 明 我 们 有 
fn) + fm + D+ tT) = fast $m) + fn) 


oo 
g(t) — gq(m,t) 
+2 人 i dt. 


(对 函数 xf(z) cot rz 应 用 留 数 定理 , 沿 顶点 是 m + iN, n 土 iN 的 怎 形 积分 , 通过 小 的 半圆 
避 开 m 及 n; 然后 令 N 趋向 于 +oo). 
b) 设 大 是 一 整数 > 0, 并 且 设 对 于 a < s< 8 


lim e™2t+dalt f(s +it)=0 


2 
一 臻 成立 还 设 a < 0. 证 明 
SO) + SD Ft D = S00) -10) + /fla 
0 


ff" +% (gln,t) ~ ql0,t)e—™*™ 
二 22 (/ (Jeos2rheds】 +2/ i 


(用 与 上 面 同样 方法 证 明 , 写 出 


一 2kxiz 


一 2x 一 4riz 一 2kriz 
ga ee ). 


rp i 
11) 从 习题 10a) 导出 : 我 们 有 


1 +o0 Arctan 二 +o0 Arctan™ 
gm- (n+§) len-nt1-2/ Sta +2 人 es 


用 斯 特 林 公式 , 由 此 导出 


1 
ea 一 1 ] 3 
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对 于 欧 拉 常数 Y, 同样 证 明 公式 


1 a dt 
7=3+2/ TR 
12) 设 p,n 是 两 整数 > 1, 并 且 互 素 . 
a) 证 明 如 果 p 及 n 是 奇数 , 我 们 有 


(把 上 换 成 n 一). 
b) 设 p 及 m 不 都 是 奇数 . 应 用 习题 10b), 证 明 我 们 有 
ni 


时 pl pn +o0 本 ,2nt _ (4p—2)nt 
Dees* =/ Folsjds+25 / Fds+i 站 (一 一) dt, 
0 h=10 0 


k=0 


Pat 22 


这 里 已 令 Fh(z) =e"* cos 2hmz. 
e) 应 用 柯 西 定理 , 证 明 我 们 有 


+ jt Ey ee 
Rd 
和 。 。 


应 用 第 八 章 , 习题 11b), 由 此 导出 我 们 有 
n pol pn 
[/ Ft 2 让 Fa(s)ds 


Eee 


特别 地 , 对 于 p = 2 及 奇数 n, 我 们 有 高 斯 和 式 : 


nl 后 
2mth2 1—i 
BE 

i=1 
h=0 


十 oo 
13) 应 用 第 四 章 , 习题 13 给 出 的 欧 拉 常 数 7 的 表示 式 以 及 公式 了 pr =/ oe 
由 公式 (4.5.2) 导出 对 于 RRz > 0 成 立 的 下 式 : 


14) 由 斯 特 林 展 开 式 导 出 : 对 于 z = s 十 认 , 当 上 趋向 于 +oo 时 , 我 们 有 


Ts 十 询 = e'¥(s—#)e- tt" #0 008t-D) (1 + wu(s,t)), 
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这 里 当 s 在 及 中 任何 有 界 区 间 中 变动 时 , u(s,t) 随 着 1/t 一 致 趋 近 于 0. 
15) 设 上 是 一 个 固定 的 实数 地 0. 证 明 当 s 趋向 于 +eo 时 , 我 们 有 


IT(-s +it)| ~ Erde 十 sin? zs) 下 
(应 用 互补 的 关系 式 ). 
16) 从 欧 拉 常数 的 积分 表示 式 


= 
* o 对 t 


(第 五 章 , 习题 13) 出 发 , 用 柯 西 定理 证 明 


J :| dt 11 一 cost to cost 
= —cost = 2 ly 
本 / (Ha oo 中 人 dt jf dt 


t t 


17) 设 b 是 一 正 实数 ; 用 Rn 表示 由 下 式 确定 的 矩形 : 


a 1 
-n-3<Rz<-nt+3, lIz|<b. 


对 于 任何 复数 w, 证 明 当 n 充分 大 时 , 方程 TI 
定理 及 互补 关系 式 )- 
18) 令 


2 二名 在 R 中 恰好 有 一 个 零点 (应 用 重 于 


即 在 整个 C 中 收敛 的 一 个 寡 级 数 . 
a) 应 用 汉 克 尔 积分 (4.8.1) 及 变数 代 换 wu = e", 证 明 我 们 有 


(4) i / i 


这 里 Y 是 由 下 列 两 条 道路 相 衔接 而 成 的 道路 : 
mt 一 T+i 0<t<p， 
Tit—ott+if, nt<+o0. 
b) 对 (*) 中 出 现 的 积分 应 用 鞍点 法 , 导致 考虑 方程 


(x*) ze” 二 一 n(n 是 整数 > 1) 


的 根 . 对 于 满足 0 < y < x 的 z = z 十 iy, 研究 ze* 的 实 部 及 虚 部 , 证 明 在 带 形 0 < y < 
中 , 方程 (**) 恰好 有 一 个 根 p(n) = a(n) + iB(n). 求 |ze*| 的 上 界 , 证 明 只 要 m 充分 大 , 就 
有 


logn — loglogn < a(n) < logn. 
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在 (**) 中 令 z = (1 十 也 )log( 一 n) (对 于 负 实数 的 对 数 , 用 (7.6) 中 的 约定 ), 证 明 可 对 给 出 
的 方程 应 用 拉 格 朗 日 反 演 公 式 , 并 且 由 此 导出 渐 近 展开 式 


loglogn log logn 
a(n) = logn ~— loglogn+ 一 一 一 Jon +0( (es ) ¥ 


PS 1 
a = 二 全 和 +0 (tm) 

昌 为 了 应 用 鞍点 法 , 选取 8 = 8(n), 使 得 只 要 n 充分 大 , 道路 7 经 过 ptn) 为 了 估计 
沿 六 的 积分 , 用 点 


a(n) tn 


分 解 积分 区 间 x < 上 < +eo, 并 且 应 用 对 f(z) = e? + mlog z 的 直到 三 阶 导数 在 92 上 的 估 
计 . 由 此 得 到 cn 的 主要 部 分 : 


oa~y Pg np(n)re n/m). 
19) 设 zs 是 方程 P(z) = 0 在 区 间 


]—™—n+1 


中 的 根 . 证 明 我 们 有 3 
nt (my) 
(应 用 公式 (4.5.2) 及 互补 关系 式 ). 由 此 导出 
T(zn)~ 人 ie logn. 


20) 设 g(z) 是 半 平面 尺 z > co 中 的 解析 西数 ， 还 设 存在 着 满足 0 < a < x 的 一 
数 a, 对 于 它 下 列 条 件 成 立 : 对 于 任何 c > co 及 任何 <。 > 0, 存在 着 如 > 0, 使 得 对 于 
+> to, 一 < 9< 闻 ,我 们 有 


lg(c + te)| < ele+et. 


a) 设 mm 是 一 整数 > co ( 正 或 负 ), 并 且 设 c 是 满足 m 一 1 < c < mm 的 一 个 实数 . 证 明 
存在 着 一 个 数 ro > 0, 使 得 对 于 满足 -ro < z < 0 的 实数 z, 我 们 有 (用 第 七 章 , 习题 20 的 
记号 ) 

t+ e+ice g(z)r*dz 


(4) 5 gln)z" = -/ 2 


n=m 二 


(对 于 心 是 点 c、 半径 是 n 十 了 一 c 的 半圆 (n 趋向 于 +oo) 所 作成 的 环 路 应 用 留 数 定理 ). 
b) 证 明 (*) 的 右边 是 复 变数 z = re” 的 函数 , 它 在 由 下 式 确 定 的 开 集 S 中 解析 : 


r>0，a<0<2r 一 a. 
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宕 级 数 f(z) = 》 9g(n)z” 有 收敛 半径 尽 > e-“, 它 可 开拓 成 在 的 收敛 辆 盘 及 S 的 开 并 


n=0 


集中 的 解析 函数 . 如 果 一 (十 1) < co < 一 k, 这 里 上 是 一 整数 > 0, 那么 就 有 在 任何 “市 形 ” 
a+e<sb<s2r--a-e(s>0 是 任意 的 ) 中 成 立 的 渐 近 展开 式 : 


F(z) = -一 = 9 + olz|®). 


21) 考虑 整 函 数 
并 
f(z)= 二 TU Fon) 
(0 < a < 2). 由 习题 20 导出 : 对 于 任何 大 > 0, 我 们 有 渐 近 展开 式 


1 1 1 ny 
NO Zr Ro) + Ol), 


这 里 上 <c < 大 + 1; 上 列 展开 式 在 任何 鹿 形 号 +e<g< 2x 一 了 一 < 中 成 立 . 
22) 设 8 是 一 实数 > 2. 考虑 整 函 数 


Po 
Fe 全 = 2 tam + HY 


a) 证 明 对 于 任何 = > 0, 我 们 有 渐 近 展开 式 
六 == (2) 


z z 


在 扇形 。 < 9 < 2x 一 < 中 成 立 . 
b) 如 果 7 > 8 > 2, 证 明 不 恒 等 于 零 的 整 函 数 


f(z) = exp(—Es(z)) 一 exp( 一 Ev(z)) 


使 得 对 于 任何 9, 有 
lim f(re*) =0. 
为 什么 这 结果 与 刘 维 尔 定理 不 相 矛 盾 ? 
23) 设 f,g 是 两 函数 > 0, 对 于 z > 0 无 穷 可 导 , 并 且 令 h(z) = f(z)e'9"). 
a) 设 在 +oo 的 邻 域内 , h(z) = o(1); 设 积分 


Wi f (We dd 
1 


政信 ,并且 积分 jh(DIdt 也 收 贫 证 明 级 数 > T(njestw 收 化 (应 用 欧 拉 - 者 训 劳 
林 求 和 公式 ). 
b) 设 f 及 9 满足 第 三 章 , 习题 16 中 三 个 假设 之 一 ， 并 且 / lj (ba = oflh(z)h, 证 
明 我 们 有 _ 
Fe ~ | ft)es dae 
| 
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(证 明 方法 同上 ). 
24) 应 用 习题 23 证 明 级 数 


对 于 任何 实数 a 天 0 收敛 , 但 不 绝对 收敛 . 由 此 导出 宕 级 数 
00 nlen 
学 log logn. 
有 收敛 圆 盘 |z| < 1, 它 对 于 |z| < 1 一 致 收 伊 , 但 对 |z| = 1 不 绝对 收效 (应 用 阿 贝尔 部 分 
和 ). 
25) 证 明 各 分/ ”eartodt 收敛 , 但 是 对 于 任何 形 如 2rp/g (p,q 是 整数 ) 的 0, 部 分 和 


交 eertn 随 着 nn 趋向 于 +oc. 


k=1 


26) 证 明 在 +oo 的 邻 域内 , 我 们 有 
1 1 多 1 2n 


应 用 欧 拉 - 麦克 劳 林 公式 ). 
27) 证 明 对 于 任何 > > 0, 我 们 有 


+1 
/ logT(t)dt = z(logz — 1)+ Blog 2 


( 拉 伯 积分 ). 我 们 可 先 证 明 上 式 左边 有 z(logz 一 1) + C 的 形状 , 这 里 C 是 常数 ; 为 了 找到 
C, 可 应 用 工 的 函数 方程, 然后 或 者 应 用 斯 特 林 公式 , 或 者 在 勒 让 德 - 高 斯 公式 中 取 极 限 . 
28) 设 cm 是 开 区 间 ]0,2n[ 中 分 段 连续 函数 f 确定 的 健 里 叶 系 数 ; 并 且 反 常 积分 


广 WO 站 禾 ， 
0 
特别 设 f(z) 是 一 个 三 角 级 数 ao + > , (am cos mz 十 bm sin mz) 的 和 . 这 级 数 在 任何 区 
ma 


2r 
间 [av 2x 一 Qj(a > 0) 中 一 致 收敛 于 f(z). 如 果 积分 人 |7(t)ldt 还 是 收敛 的 , 证 明 上 列 级 
lo 


数 就 是 f(z) 的 传 里 叶 级 数 . 
特别 证 明 : 对 于 0 < z < 2m, 我 们 有 


log (za #7) 三 一 cosZ 一 


上 式 右 边 的 级 数 是 它 的 和 的 伟 里 叶 级 数 (把 第 六 章 习题 17 应 用 到 log(1 一 z) 在 点 0 的 泰勒 
级 数 ). 
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29) 设 函 数 F 在 C 中 包含 闭 带 形 0 < Rz < 1 的 一 个 开 集 中 解析 . 设 有 
lip,e "MF(s + 认 t)=0 


对 于 0< s< 1 一 致 地 成 立 . 考虑 下 按 2rz 的 倍数 作出 的 传 里 叶 级 数 


oo 
F(z) = Ao + (Am cos 2rmz + Bm sin 2mmz)， 


设 上 列 等 式 对 于 0 < z < 1 成 立 . 如 果 令 
p(s,0) = 3 十 说 十 Els 二 胡 )， aa 分 = 去 Fe 十 区 二 届 s 二 让 
证 明 我 们 有 : 对 于 m > 1， 
一 9 
f 有. ,bdt， 
i 
Bn = -2 人 Emm(p(1,t) — pl0, 0))dt 
站 


(用 与 习题 10 所 用 同样 方法 证 明 ). 
特别 , 我 们 有 log T(z) 的 傅 里 叶 级 数 : 


logT(z) = 了 log 2 十 (2 十 (十 log2m) ea) 
(应 用 拉 伯 积分 以 及 对 第 二 类 网 拉 积 分 求 导数 而 得 的 T(z) 的 表示 式 ). 
30) 设 了 是 [0,2n] 中 的 分 段 连续 函数 , 并 且 设 cn (me Z) 是 它 的 传 里 叶 系 数 . 证 明 我 
们 有 
i (w+ 3) (他 下 


Pw(z)= 去 f(t)dt. 


z—t 


sin 
a) 要 使 f 的 传 里 叶 级 数 在 f 的 一 个 连续 点 zo 收敛 , 并 且 有 和 f(zo), 必须 而 且 只 须 我 

们 有 
1 Ar sin Nu 


im 玩 有 (f(zo+u) — f(z0))du = 0. 


由 此 导出 : 如 果 这 条 件 成 立 , 对 于 在 zo 的 一 个 邻 域 中 等 于 f 的 任何 分 段 连续 函数 g, 它 
的 传 里 叶 级 数 也 在 点 zo 收敛 于 g(z0). 

b) 应 用 a), 对 于 下 列 结果 作出 一 个 新 的 证 明 : 如 果 了 在 zo 的 一 个 邻 域 中 有 连续 的 导 
数 , 那么 的 传 里 叶 级 数 在 点 zo 收敛 于 (zo) (分 部 积分 ). > 

c) 对 任何 整数 p > 1, 用 gp(z) 表示 一 函数 , 它 对 


2 2pz 
天 一 六 
Fr+I ”< Zp+1 


等 于 
227+1 


2-P/2 si 
sin 一 7 


T; 


而 在 [0, 2r] 中 其 他 点 等 于 0. 
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证 明 可 用 递 推 由 下 列 条 件 确定 一 个 严格 增加 的 整数 序列 {pk}: 如 果 令 
hn(z) = gpi (7) + gpa(T) 十 … 十 gpo(z)， 


我 们 有 
2pn+: 2 


Dr Il < DerT 


并 且 对 于 N > 22pnt 


i 
W A 
全 “和 


由 此 导出 ; 函数 h(z) = ,lim_ ha(z) 在 [0, 2z] 中 连续 , 但 是 它 的 传 里 叶 级 数 在 点 > = 0 不 收 
多. 

d) 如 果 f 是 连续 的 奇 画 数 , 它 的 传 里 叶 级 数 在 点 0 收敛 . 利用 这 一 性 质 确定 一 个 连续 
函数 f, 它 的 傅 里 叶 级 数 在 任何 点 收敛 , 但 和 |Pw(z)| 在 [0,2"] 中 不 一 致 有 界 ，( 不 用 函数 


gp(z), 而 用 函数 
2p+2n 
后 (2 + 大 语 ) 


来 确定 在 [0, 可 中 的 函数 , 然后 在 [x.0] 中 取 f(z) = 一 f(z).) 
31) 函数 f(z) = sin 工 在 ]0,2| 中 连续 , 但 在 点 0 不 连续 . 证 明 它 的 傅 里 叶 级 数 在 点 
0 是 确定 的 , 并 且 收 敛 于 0 (应 用 第 四 章 , 习题 14). 


EE 


32) 证 明 函 数 f(z) = 》; 虹 踪 是 连续 的 并且 有 全 里 叶 级 数 ， 它 的 系数 满足 


pe 


十 oo 
》 ”mcn|? < +oo, 可 是 这 函数 在 点 = = 0 不 可 导 (参看 习题 28). 


33) 设 了 是 连续 可 导 、 周 期 为 2x 的 周期 函数 ， 证 明 如 果 “7(Odt = 0 那么 除非 
有 


po 
[ vora< {WPa 
34) a) 证 明 便 等 式 


nt (n+1)t 
sin Cos ~ 一 一 
cost + cos2t 十 二 cos 下 = 一 二 一 一 
sin 让 
2 
二 2 人 十 1 
一 2sin(n+ Dtcots cos 人 


b) 证 明 在 区 间 0 < t < x 中 , 三 角 多 项 式 


A(n,t) = sint+ a Lie 
2 n 


在 (这 时 = | 2) 中 每 一 点 ,有 一 相对 要 大 人 ;在 到 


拭 ... ,2 一 Dx 中 每 一 点 , 有 一 相对 极 小 值 . 
和 
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<) 应 用 a), 证 明 我 们 有 
1 /和 


A (wev+ D3) < (ev- D391) < 3 /os, sin(n + Dtcot St 
和 


并 且 由 此 导出 : 对 于 1<v<9， 


A @ (2v 十 a5) <A 人 (2v — Da) 


d) 由 b) 及 c) 导出 ; 我 人 有 
A (mi) > A 1H), 


) 构成 的 增 序列 以 下 列 数 为 极限 : 


. 
并 且 证 明 A 人 一 


a 
人 Us di 
0 t 


n Ax-t sinnt 
(把 A 人 地 5) 看 作 黎 曼 和 ). 这 个 数 比 本 数 了 了 < 一 渗 严 亚 在 区 间 ]0,2x[ 中 的 极 大 


值 更 大 ( 吉 布 斯 现象 )-. 


1. 保 形 映射 的 特性 

(1.1) 设 D 是 R? 中 的 一 个 开 集 . 我 们 记得 R? 中 D 的 连续 可 微 映 射 是 一 个 映射 

F : (7,y) = (P(z,Y), Q(z, 9)), 
这 里 P 及 Q 有 连续 的 偏 导数 . 考虑 这 样 的 一 个 映射 , 并 且 设 z = (zo,yo) 是 
D 中 一 点 . 设 7 :上 一 (u(t),v(t)) 是 在 RR 中 区 间 I = [0,a] 中 确定 、 并 且 满 足 
7(0) = zo 的 一 条 道路 . 任 一 条 这 样 的 道路 y, 通过 映射 F 与 一 条 道路 上 一 F(y(t)) = 
(P(u(ttbu 人 b))Q(utb)u(b)) 相对 应 ; 后 一 条 道路 也 是 在 工 中 确定 , 并 且 通 过 F(zo). 
设 7 在 点 0 可 导 , 并 且 满 足 (w'(0),v'(0)) 关 (0,0), 于 是 7 在 点 zo 有 方向 参数 是 
(w(0),w(0)) 的 切线 ; 道路 Fo 在 点 F(zo) 从 而 有 方向 参数 是 
Ps(zo, yo)u (0) + Py (Zo, yo)v (0)， 
Qs (To, yo)u (0) + Qs (zo, yo)v’(0) 
的 切线 , 只 要 这 两 数 不 同 时 是 零 . 于 是 由 映射 F, 可 见 在 点 zo, 有 从 R? 到 R? 的 线性 
映射 


(1.1.1) 


J(E)(zo) : (€,7) 一 T(F)(z0).(é, 7), 
这 里 J(F)(zo) 是 矩阵 
6 i | 
Qz(zo,yo) Qy(zo,yo) 


叫做 F 在 点 zo 的 雅 可 比 给 阵 ; 这 一 映射 也 叫做 在 点 zo 的 切线 性 映射 ， 如 果 
J(E)(zo) 的 行列 式 不 等 于 零 , 就 说 下 在 点 zo 的 切线 性 映射 是 正则 的 ; 于 是 如 果 两 数 
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wu/(0),v'(0) 不 全 是 零 , (1.1.1) 中 的 两 数 也 不 全 是 零 ; 因此 可 以 说 下 在 点 如 的 切线 映 
射 把 通过 zo 的 道路 7 在 zo 的 切 向 量 , 变换 成 已 变换 道路 Fo7 在 F(zo) 的 切 向 量 ; 
从 而 如 果 两 条 道路 及 ?2 在 zo 有 同一 切 向 量 , 那么 这 切 向 量 通过 映射 J(F)(zo) 
而 得 的 像 , 是 两 条 道路 Fo 及 Fo 在 F(zo) 的 共同 切 向 量 . 

(1.2) 已 给 一 个 连续 可 微 映射 F; 如 果 F 在 点 如 的 切线 性 映射 是 一 个 (正则 ) 正 相 
似 映 射 , 就 说 下 是 保 形 的 @. 在 代数 中 , 我 们 已 知 这 种 映射 的 特征 可 用 保持 两 条 直线 
的 (有 向 ) 夹 角 不 变 来 描述 ; 还 可 描述 为 : 这 种 映射 把 两 条 正 交 直线 映射 成 两 条 正 交 
直线 , 且 保 持 从 交角 的 一 边 到 另 一 边 的 转向 不 变 . 如 果 我 们 约定 说 过 z 的 两 条 道路 
1 及 mz 的 (有 向 ) 天 角 是 (作为 定义 ) 在 点 zo 处 六 及 mo 的 切线 的 (有 向 ) 天 角 , 于 
是 可 以 说 下 在 点 zo 保 形 的 性 质 表 明 它 保持 通过 zo 的 道路 之 间 的 (有 向 ) 夹 角 不 变 
(图 610)@, 特别 地 , 如 果 两 条 道路 正 交 ( 换 句 话说 , 它们 的 夹 角 是 +3), 映射 出 的 两 条 


道路 也 正 交 . 
六 
a 
a Foy 
ti 


图 61 


在 代数 中 已 知 正 相似 矩阵 的 形式 如 下 : 


(5 2 


因此 要 使 在 点 zo 是 保 形 的 , 由 雅 可 比 矩 阵 的 表示 式 (1.1.2), 必须 而 且 只 须 在 点 zo 
我 们 有 


(1.2.1) $e (zo) = 和 (won), 学 co = -入 (co), 


并 且 $F (ro) 及 党 co 加 不 全 是 零 . 
(1.3) 要 使 在 开 集 D CC 中 的 连续 可 微 映射 在 D 中 每 点 是 保 形 的 , 必须 而 且 只 须 
F(z) 在 D 中 解析 , 并且 在 DD 中 FF'(z)@0. 
事实 上 , 条 件 (1.2.1) 就 是 柯 西 条 件 (第 七 章 , 9.3.5). 考虑 到 解析 函数 的 导数 表 
@ 译 者 注 : 以 上 论证 中 已 设 J(F)(zo) 的 行列 式 不 等 于 0， 由 于 已 设 P 及 Q 有 连续 的 偏 导数 ， 
J(F)(z) 的 行列 式 在 zo 的 一 个 邻 域 中 不 等 于 0， 于 是 F 在 这 邻 域 中 每 点 的 切线 性 映射 都 是 正则 
的 . 因此 这 邻 域 中 任 一 小 三 角形 , 通过 F 映射 成 与 原 三 角形 近似 相似 的 曲 边 三 角形 ; 这 邻 域 中 贺 
|z- zao| = p 的 像 也 与 加 近似 . 因此 说 映射 F 是 保 形 的 . 事实 上 ,“ 保 形 " 的 原文 “conforme" 由 “con” 
及 "forme” 两 部 分 构成 . “con” 的 意思 是 “ 保 ” 或 “ 同 ", “forme” 的 意思 是 “ 形 ”. 
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示 式 F'(z) = DE (0) +i(ey), 因此 由 第 七 章 , 9.4 以 及 上 面 的 结果 , 就 可 得 到 命 
题 (1.3). 

注意 当下 是 解析 的 , 并 且 F'(z0) 关 0 时 , 在 点 zo 的 切线 性 映射 可 简单 地 用 从 C 
到 C 的 复位 似 映射 
(1.3.1) C— F(z0):6 
(1.4) 设 F 是 在 开 集 D c C 中 的 非常 数 解析 函数 . 已 知 (第 八 章 , 8.1) 像 F(D) 是 C 
中 的 一 个 开 集 , 并 且 如 果 FF 是 单 射 , 在 D 中 有 FY(z) 闪 0. 在 后 一 情形 下 , 可 见 F 是 
D 中 的 保 形 映射 ; 还 说 F 是 D 在 F(D) 上 的 保 形 表示 . 显然 反 函 数 风 一 F-t(u) 在 
F(D) 中 解析 , 并 且 是 F(D) 在 D 上 的 保 形 表 示 (第 八 章 , 8.1). 
(1.5) 当 在 一 点 ze D,F'(zo) = 0 并 且 下 不 是 常数 时 , 设 上 是 满足 F(5(zo) 关 0 的 最 
小 的 大 于 0 的 整数 , 那么 立即 可 见 : 如 果 a e [0,2x[ 是 通过 zo 的 两 条 道路 mi 及 7 
之 间 有 向 角 的 测度 , 两 条 道路 Fom 及 Fo7z 之 间 在 点 F(zo) 的 有 向 角 有 测度 ka 


2. 保 形 表示 问题 


(2.0 保 形 表示 的 正 问题 可 不 太 严格 地 表述 如 下 : 已 给 在 开 集 D c C 中 的 非常 数 解 
析 函 数 F,F 是 D 中 的 单 射 吗 ? 如 果 是 , 可 以 “确定 ” 像 F(D) 吗 ? 我 们 记得 了 是 单 射 


的 必要 条 件 是 在 D 中 , F'(z) 产 0. 可 是 它 不 是 充分 条 件 ; 以 在 启 形 1<7 < 2, 一 闻 < 


bg 和 证 中 的 函数 F(z) = z? 为 例 就 可 表明 这 一 点 . 在 下 面 有 一 些 简单 的 例子 , 可 明 
白 确定 曲线 z 一 F(z +iyo) 或 y 一 F(zo 十 廊 ) 是 D 内 与 坐标 轴 平 行 直线 一 部 分 的 
像 , 或 明白 确定 曲线 r 一 F(reit) 或 和 一 Flroei) 是 D 内 起 点 是 0 的 半 射 线 或 心 是 
圆 的 一 部 分 的 像 .于 是 可 像 这 样 验证 F 是 不 是 单 射 . 

(2.2) 另 一 重要 情形 是 F 在 开 集 Do 中 解析 , 而 Do 包含 D 和 它 的 边界 L, 并 且 工 是 
一 个 环 路 Y 上 点 的 集 , D 是 C 一 工 中 满足 j(z;7) = 1 的 点 z 所 组 成 的 集 . 于 是 如 果 
T 是 复合 环 路 上 一 Fly 介 ), 那么 下 是 DD 中 的 单 射 的 一 个 必要 与 充分 条 件 是 : 对 于 任 
何 点 w 关 F(L), 我 们 有 j(w;T) =0 或 j(w;T) = 1 并 且 F(D) 是 满足 j(w;T)=1 的 
点 w 所 构成 的 集 (第 八 章 , 6.2.2). 

最 后 D 的 边界 工 还 可 能 不 是 连通 的 , 而 D 是 开 集 序列 {Dn} 的 并 集 , 这 里 每 个 
开 集 D,, 都 属于 上 述 类 型 ， 当 我 们 “猜测 " F(D) 应 当 是 怎样 时 , 只 须 验 证 对 于 这 集 
合 中 任何 点 w, 当 n 充分 大 时 ,有 j(w:; Ts) = 1 (Tn 是 与 D。 相对 应 的 复合 环 路 ). 例 
如 对 于 函数 F(z) = ez + zx 第 八 章 , 6.3 中 的 论证 表明 : 下 在 带 形 B :0< 3z<x 中 是 
单 射 ,并且 F(B) 是 沿 半 射 线 yu = ,Rw < -1*% 割 开 ” 的 半 平 面 Jw > 0. 

(2.3) 保 形 表示 的 反问 题 是 : 已 给 在 平面 C 中 两 个 开 集 D,D', 求 定 出 一 个 在 D 中 解 
析 的 函数 F, 使 它 是 D 在 D' 上 的 保 形 表示 . 这 不 是 总 是 可 能 的 : 例如 如 果 D 是 单 连 
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通 的 , D' 同样 必须 是 单 连通 的 ; 但 是 这 条 件 完全 不 是 充分 的 , 因为 如 刘 维 尔 定理 (第 
七 章 , 8.2) 所 表明 , 没有 整个 C 在 一 个 有 界 开 集 D' 上 的 保 形 表示 . 首先 由 黎 曼 投 述 ， 
但 在 这 里 不 作证 明 的 一 个 定理 说 : 当 D 及 D' 都 是 单 连通 开 集 、 但 都 不 是 C 时 , 上 
述 问题 总 有 一 个 解 ; 特别 地 , 对 于 任何 单 连通 开 集 D 关 C., 总 存在 着 一 个 在 开 单位 贺 
盘 Do : |z| < 1 中 解析 的 函数 F, 它 是 Do 在 D 上 的 保 形 表示 , F 的 “近似 ” 计算 是 
数值 计算 中 的 一 个 难题 . 
(2.4) 保 形 表示 的 反问 题 在 涉及 牛顿 位 势 的 所 有 物理 问题 中 有 重要 应 用 . 所 襄 牛顿 位 
势 就 是 在 C 中 一 个 开 集中 确定 并 且 满 足 拉 普 拉 斯 方程 (第 七 章 , 9.5.1) 

2 2 
(2.4.1) oY + =0 
的 一 个 函数 . 牛顿 位 势 在 多 种 多 样 的 物理 问题 中 出 现 (例如 电场 , 磁场 , 吾 力 场 , 势 
理论 , 流体 力学 理论 等 ); 认真 说 来 , 在 这 些 理论 中 出 现 的 是 含 三 个 变量 的 拉 普 拉 斯 方 


程 SV 4 OV 人 OV - 0 但 是 在 许多 情形 下 , 至 少 作为 第 一 次 近似 , 可 以 设 V 


Gr Ov i 2 
保 形 表示 解决 的 一 个 典型 问题 如 下 : 例如 在 C 中 有 一 个 边界 是 工 的 湘 集 K. 考 
虑 K 的 外 点 所 构成 的 开 集 EE (图 62); 设 已 知 一 个 在 已 中 解析 的 函数 了 , 它 是 瑟 在 
单位 圆 盘 的 外 集 |z| > 1 上 的 一 个 保 形 表示 ; 还 设 F 可 开拓 成 EUL 中 的 连续 本 
而 且 F(L) 是 圆 |z| = 1 (这 并 非 总 是 可 能 的 , 例如 当 K 是 闭 单位 圆 盘 及 半径 射线 上 
一 条 线段 的 并 集 时 (图 63), 就 不 可 能 ). 于 是 函数 V(z,y) =1log|F(z +iy)| 是 号 中 的 
一 个 牛顿 位 势 , 它 可 连续 开拓 到 EUL 中 , 并 且 在 L 上 是 常数 (L 就 是 所 谓 等 位 线 ); 
在 多 种 应 用 中 , 知道 (至 少 近似 地 ) 位 势 有 这 种 性 质 是 主要 的 . 


图 62 
3. 分 式 线性 变换 
(3.1) 形状 如 下 的 有 理 丽 数 叫做 非 退化 的 分 式 线性 函数 ; 
az+b 


(3.1.1) F(z)= 


cz+d’ 
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这 里 a,b,c,d 是 满足 下 式 的 四 个 复 常数 : 
(3.1.2) ad— bc#0. 


如 果 c = 0, 那么 必然 有 a 取 0, 并 且 下 是 一 个 非常 数 的 平移 线性 函数 z 一 az 十 b; 
如 果 c 关 0,F 有 唯一 一 个 单 极点 -d/c， 当 c = 0 时 , 用 D 表示 平面 C, 否则 用 D 


表示 开 集 C 一 全 外 其 次 , 当 e = 0 时 , 用 D' 表示 平面 C; 否则 用 D' 表示 开 集 
一 人}. 于 是 F 是 从 D 到 D' 上 的 一 个 双 射 ; 道 双 身 


—dw+b 
w= 
cw—a 


(3.1.3) 
也 是 一 个 非 退 化 分 式 线性 函数 ， 
(3.2) 当 c=0 时， 可 本 出 PC =0 (z+ 人 c 关 0 时 , 可 写 出 
a = 


人 z+ 


(3.2.1) es 


由 此 可 见 , F 可 由 下 列 三 二 种 特别 简单 类型 的 分 式 线性 函数 复合 组 成: 


(3.2.2) 名 名 十 
(3.2.3) Ee ks (k#0), 
(3.2.4) 2 


这 三 种 相应 的 保 形 表示 有 简单 的 几何 解释 : 变换 
(3.2.2) 是 作 向 量 a 的 平移 ; 变换 (3.2.3) 是 比值 
p= |k|, 转角 a = Amk 的 正 相 似 变换 ; 最 后 (3.2.4) 
由 关于 实数 轴 的 对 称 z 一 及 有 极点 0 及 寡 次 1 
的 反 演 > -二 组 成 (图 64). 

由 分 式 线性 函数 的 这 种 分 解 可 立即 看 出 : 如 果 
圆 下 不 含 点 -d/c, 圆 东 由 下 作出 的 像 是 一 个 辆 ， 
否则 - { 人 3 的 像 是 一 条 直线 . 

事实 上 , 只 须 对 (3.2.4) 证 明 这 一 结果 . T 是 点 z = zo(1 + pe”) 的 集 , 这 里 0 < 
9 < 27x. 我 们 立即 证 明 : 如 果 p 关 1, 就 有 

1 i ee p+e’e 
1+pe® 1-pP 工 一 021 十 pei” 
又 因 |lo+eil= jp+e- 引 =|e-ia(L+petil=11+poeth 
和 1 
zo +pe®) zo —p3) 
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是 常数 ; 反 过 来 , 如 果 p = 1, 我 们 有 


TE 


由 以 上 结果 立即 导出 : 如 果 D 是 不 包含 点 -的 开国 盘 或 开 半 平面 , F(D) 是 一 开 加 
级 或 一 开 半 平 面 ; 反 过 来 , 如 果 -上 < D,P @ 仁 引 ) 是 一 个 圆 盘 的 外 集 ， 如 果 
D 是 一 个 圆 盘 的 外 集 , 并 且 如 果 -gD,F(D) 是 一 开 回 盘 或 开 半 平 面 ; 如 果 反 过 来， 
-seDr(p-{-4}) 的 形状 是 D 人 ] ,这 里 D7’ 是 一 个 国 盘 的 外 集 . 


特别 地 : 
(3.3) 对 于 满足 Ja > 0 的 任何 复数 a, 分 式 线性 函数 


(3.3.1) 2 


z-a 
是 开 半 平面 3z > 0 在 开 圆 盘 |z| < 1 上 的 保 形 表示 ; 并 且 把 点 a 变换 成 点 0. 
(3.4) 对 于 满足 la| < 1 的 任何 复数 a 及 任何 实数 a, 分 式 线性 函数 


(3.4.1) 站 


全 一 人 
是 贺 盘 |z| < 1 在 它 本 身上 的 一 个 保 形 表示 , 它 把 点 a 变换 成 点 0. 可 以 证 明 , 没有 
其 他 的 从 单位 圆 盘 到 它 本 身上 的 保 形 表示 (习题 8). 


4. 保 形 表示 的 实例 
(4.) 设 a 是 一 实数 >3, 并 且 设 D 是 满足 


(4.1.1) r>0, 0<0< 


的 点 z = re 所 组 成 的 开 角 扇形 . 那么 函数 z 一 es”*(-z)* 在 DD 中 解析 (第 八 章 ， 
9.6); 包含 在 D 的 开 半 射线 + 一 reia (r 在 ]0,+oc[ 中 变动 , 9 固定 ) 由 这 函数 映射 成 
的 像 是 半 射 线 > 一 raesi2. 由 此 立即 断定 : 函数 z 一 eire(-z)” 是 开 角 扇形 D 在 开 
半 平 面 3z > 0 上 的 一 个 保 形 表示 . a a 


明显 的 解 , 即 D 在 单位 圆 盘 上 的 慎 


角 " 在 单位 圆 盘 上 的 一 个 保 形 表 示 . 对 于 a = 5,z 一 Ca 本 
(—z)M/2+1 


开 的 平面 在 单位 圆 盘 上 的 保 形 表示 ; 汰 大 记 失 及 站 可 见 时 于 任何 实数 c > 0， 


2 
和 她 十 1 
{4.1.2) w= (2 二 1) 
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是 单位 圆 盘 在 法 R; 割 开 的 平面 上 的 保 形 表 示 . 
(4.2) 考虑 函数 


(4.2.1) F(z) = 3 (+ :i) 


它 在 C 中 亚 油 . 嵌 且 在 z = 0 有 单 极点 ， 由 于 下 9| = F(z), 可 见 单位 圆 盘 的 


外 集 由 了 映 革 出 的 像 , 与 ( 开 ) 单位 圆 盘 除去 点 0 (“去 心 圆 盘 ”) 的 像 相同 . 如 果 令 
z=retfr > ,F(z) = 十 iw, 我 们 立即 得 到 


、 1 1 1 LN 
(4.2.2) 4 一 (+ }) cos0, 1 和 (已 sinO. 


因此 对 于 关 、 贺 |s| = r 由 下 映射 出 的 像 是 有 焦点 二 1、 及 有 半 轴 } (+ SE 


了 | 一半 的 而 fl: 对 于 > = 1 这 个 像 退 化 成 端点 是 +1 的 线段 . 半 射 线 7 一 re9(r > 


2 Tz 
0) (对 于 8 部 3 及 zt) 由 下 映射 的 像 是 有 焦点 土 1 的 双 赐 线 的 一 支 (图 65). 最 

是 十 1 的 线段 “ 割 开 ” 的 平面 ; F 是 单位 圆 盘 的 外 集 |z| > 1 在 这 
5 得 开 ” 的 于 下 二 的 保 形 表 示 . 


909=0 


图 65 
是 土 1 的 线段 相 邻 近 的 “机 回 剖 面 ". 用 这 里 不 讲 的 通 近 方法 , 可 导 
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(4.3) 在 第 八 章 , 9.4 中 对 函数 z 一 log z 的 研究 表明 : 这 
函数 是 沿 负 半 实 轴 制 开 的 平面 在 “ 带 形 "IIz| < x 上 的 
保 形 表示 , 半 射 线 + 一 ret 变换 成 与 实数 轴 平 行 的 直 
线 r 一 logr 十 刘 , 除去 点 -r 的 圆 9 一 reia 变换 成 与 虚 
数 轴 平 行 的 开 线 段 9 一 logr+ig(-r < 9 < z). 因此 函 
数 log z 是 开 角 扇形 9 < 9 < 0, 在 带 形 b < Iz < 6 图 66 

上 的 保 形 表示 ; 指数 函数 则 实现 反 保 形 表 示 . 

(44) 函数 > 一 sins = 坪 (er - er?) 可 以 看 做 是 下 列 四 个 函数 的 复合 函数 : 


i 


1 1 
Ed 3 (e+ i) ; 
而 这 些 函 数 都 已 经 研究 过 了 . 例如 容易 导出 
z— sinz 


是 半 带 形 


= Jz>0 


在 半 平 面 J]z > 0 上 的 保 形 表示 (图 67). 


5. 施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 变 换 
(5.1) 考虑 实数 的 一 个 有 限 增 序列 
al<az<:…<an (n>3) 


以 及 满足 下 列 条 件 的 n 的 实数 的 序列 {jpn} 上 i<n<n: 


(5.1.1) 对 于 任何 h，0<pn<1l, Dpn=2. 
h=1 
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设 Do 是 沿 下 列 n 条 半 射 线 割 开 的 平面 : 对 于 1< hg<n 
Rz=an, 3]J2z 和 0 


(图 68). 与 第 八 章 , 9.6 相 比较 , 改变 记号 , 用 (z - ah)% 表示 在 Do 中 解析 、 并 且 对 
于 实数 > < a1, 等 于 


本 一 ahlexeiana 
的 函数 , 由 (5.1.1), 对 于 实数 z < a1, 函数 
(5.1.2) f(z2)= (2— oa) (2 — 0) (2 — an)" 


仍然 是 实数 , 并 且 > 0， 当 z 在 实 轴 上 递增 , 在 z 穿 过 点 an 时 , f(z) 的 辐 角 增加 
一 hn; 因此 对 于 实数 z > an, f(z) 还 是 实数 , 并 且 > 0， 


pd oz Qn! an 


9 
9 二 
下 扣 


图 68 


(5.2) 由 平移 , 总 可 设 w > 0. 考虑 函数 


a du 外 
ion, = 


它 显然 在 开 半 平面 D : 3z > 0 中 解析 , 但 是 事实 上 也 在 Do 中 解析 . 为 了 看 出 后 一 
性 质 , 只 须 证 明 Do 是 单 连 通 的 . 而 我 们 从 Do 中 任何 环 路 Y 有 到 D 中 环 路 一 个 同 
伦 (t,s) 二 p(7(),s): 只 要 对 于 y > 0, 取 plz+ 让 引 =zZ+ 动 +is) 对 于 y < 0, 取 
p(T 二 亡 ,3) = z+i(1 一 s)y+is (0 < s < 1). 有 了 这 些 结果 , 可 见 在 假设 (5.2.1) 下 , 函数 
已 是 从 D 到 一 个 凸 集 P 上 的 保 形 表示 , 而 PP 的 边界 工 是 有 顶 角 (1 一 jpn) (1< hgn) 
的 一 个 n 边 形 (“ 施 瓦 艾 -- 克 里 斯 托 费 尔 变换 ”). 


0 tg 
由 (5.1.1), 可 见 反常 积分 re 及 人 


都 是 收敛 的 . 

把 (2.2) 中 的 方法 应 用 到 一 些 环 路 了 ,, 它们 每 个 的 像 由 心 是 0 且 半径 是 较 大 RR 
的 半圆 、 心 是 an 的 n 个 较 小 半圆 以 及 实数 轴 上 若干 线段 组 成 (图 69). 柯 西 定理 表 
明 沿 这 种 环 路 的 积分 是 零 , 于 是 立即 可 见 , 对 于 ze 及 , 环 路 FeTv 取 极限 时 趋 近 于 
xz 一 F(z) (把 下 连续 开拓 到 点 on 及 +o0). 根据 f(z) 中 的 变数 代 换 , 考虑 实数 z 越 
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过 每 点 ah 的 情况 , 又 立即 可 见 , 上 述 环 路 的 像 L 是 由 对 于 1 < h < n 一 1, 起 点 是 
ch 二 (ah)、 终 点 是 ch+1 = F(an+1) 的 线段 以 及 起 点 是 c、 终 点 是 ci 的 线段 互相 衔 
接 而 成 , 而 且 2 二 有 辐 角 nx. 应 用 (2.2) 研究 F(z) 的 实 部 及 虚 部 的 变化 方 
向 , 而 且 不 难 验 证 任何 与 虚数 轴 的 平行 线 至 多 与 L 相交 两 点 , 除非 上 述 线段 中 有 一 
个 与 虚数 轴 平 行 ; 因此 可 应 用 第 七 章 , 6.6.6. 


oR oN RN 
一 R am 0 ar-l Gn R x 
图 69 


注意 到 既然 对 于 任何 分 式 线性 变换 > -2 七 5， 这 里 obcd 是 实数 并且 


ad _ bc = 1 半 平 面 是 不 变 的 , 可 见 当 把 下 用 三 四 来 代替 时 ， 
9 (cut d)2f ( 


aut+b 
cutd 


F(D) 不 变 , 特别 地 , 取 分 式 线性 变换 z 一 an 一 2 可 见 可 以 考虑 用 保 形 表示 


du 
ee re 
来 代替 F (相差 一 个 相似 变换 ), 这 里 5% 是 任意 一 些 实数 , jn 满足 (5.1.1) 中 第 一 个 


n—l 
条 件 以 及 条 件 > ph < 2. 


h=1 
当 已 知 多 边 形 L 的 顶点 时 , 只 要 n > 5, 确定 (5.2.2) 中 的 bn 是 数值 计算 的 一 个 
难题 . 对 于 n = 3, 通过 平移 及 位 似 变 换 , 在 (5.2.2) 中 可 化 到 by = 0, = 1 情形 ; 如 
果 邻 ji = 1 一 Qj2 二 1 一 6, 那么 P 就 是 角 为 an, Br, Yn 的 三 角形 (y = 1 一 a /)， 
并 且 角 yr 的 对 边 的 长 是 


1 
于 / Zo-1(1 一 ap-idz = i = sin7xr(aJF(B)F()， 


(5.3) 当 对 实数 jh 不 加 任何 条 件 时 ,也 可 研究 解析 函数 F. 可 是 虽然 F(D) 的 边界 仍 
然 是 一 些 线段 的 并 集 , 而 下 却 不 必然 是 D 中 的 单 射 (习题 23). 


* 286 . 第 十 章 保 形 表示 


6 对称 原理 


(6.1) 已 给 C 中 一 直线 工 , 它 是 由 平移 线性 函数 7:t 一 at +b (a 及 8 是 复数 , a 关上 0) 
作出 的 及 的 像 , 7 作出 的 下 中 有 界 非 空 开 区 间 的 像 叫 做 L 上 的 开 线段 ; 作为 定义 ， 
开 线 段 的 两 端点 是 Y 作出 的 上 述 区 间 端 点 的 像 ; 同样 把 Y 作出 的 向 右 或 向 左 无 穷 开 
区 间 的 像 叫做 L 上 的 开 半 射线 . 

(6.2) 设 P 是 C 中 的 一 个 开 半 平面 , 工 是 P 的 边界 直线 , D 是 包含 在 了 中 的 一 个 开 
集 ; 设 D 的 边界 包含 一 个 集 S, 它 是 L 上 的 一 个 开 线段 或 开 半 射线 . 设 | 是 确定 并 
且 包 含 在 DUS 中 的 一 个 复 值 函数 , 在 D 中 解析 , 并 且 f(S) 包含 在 一 个 直线 L' 中 . 
设 mo' 是 关于 直线 工 及 工 ' 的 对 称 映射 . 那么 在 D,S 及 o(D) 的 并 集 , 即 一 开 集 
中 , 有 一 解析 函数 g, 它 在 DUS 中 与 f 重合 , 并 且 对 于 任何 z ED， 


(6.2.1) g(c(z)) = o'(g(z)). 


由 对 z 及 对 f(z) 的 平移 线性 映射 , 总 可 设 工 及 工 都 是 实数 轴 , 因此 及 都 
是 对 称 映射 > 一 三 (图 70). 设 zo es 5; 对 于 f(S) 的 假设 表明 f 在 S 中 取 实 数值 . 于 
是 考虑 在 c(D)US 中 的 函数 户 : z 一 7( 梧 ; 它 在 o(D)US 中 连续 , 在 c(D) 中 解析 ， 
并 且 在 S 中 与 f 重合 . 因此 有 一 函数 9 在 开 集 U = DUSUo(D) 中 连续 , 在 D 中 
与 了 重合 , 在 o(D) 中 与 户 重合 , 因此 9 在 D 中 及 c(D) 中 解析 ; 由 第 八 章 , 9.8.1, 9 
在 U 中 解析 . 


图 70 图 ?71 


注释 (6.3) 可 能 D 的 边界 包含 几 个 线段 S;(1 和 7 < 上) 具有 前 述 性 质 , 每 个 f(S;) 包 
含 在 一 条 直线 L; 中 . 不 要 以 为 可 把 了 开拓 到 D,c(D) 及 所 有 线段 S; 的 并 集 即 一 开 
集中 . 设 D 是 半圆 环 1 < |z| < 2,Rz > 0 (图 71), 并 且 f(z) = z”, 而 和 不 是 整数 这 
一 实例 就 可 说 明 这 一 点 (第 八 章 , 9.6). 然而 当 所 有 直线 L; 都 相同 时 , 可 以 作出 前 述 
开拓 . 
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7. 椭圆 函数 与 保 形 表示 
(7.1) 我 们 要 求 从 开 半 平面 D ; JFw > 0 到 短 形 上 的 保 形 表示 w 一 z = F(w). 这 问题 
由 施 瓦 英 ~ 克 里 斯 托 费 尔 变 换 (5.2.1) 解决, 这 里 取 n 二 4 并 且 对 任何 h 取 po = 池 ; 
换 句 话说 , 可 取 


| 2 du 
(7.1.1) z=F(w) = 人 J 
应 取 被 积 函数 的 分 支 , 使 得 在 4 = 0 时 , 它 等 于 1， 矩形 Ro = F(D) 的 顶点 是 点 
一 K, K,K +iK', 一 K +iK', 这 里 K 及 K' 是 正 实数 , 并 且 由 下 列 两 式 给 出 : 

4 du jf du 

(a = 人 VU Ku’ 时 / Ui I Rau) 
(图 72). 用 
(7.1.3) 之 一 Snz 
记 下 的 互 反 函数 , 它 在 Ro 中 解析 , 并 且 是 Ro 在 D 上 的 保 形 表示 . 注意 对 纯 虚 数 
也 = 起 我们 有 


这 里 0< 大 < 1， 


et a du 
于 :/ VU 
换 名 话说 , F(it) 是 纯 虚 数 , 并 且 可 对 半 虚 数 轴 Rw = 0,Jw > 0 应 用 对 称 原理 (6.2). 
这 就 表明 在 Ro 中 , 我 们 有 


(7.1.4) sn (一 习 = —51z. 


图 72 


在 下 面 , 我 们 要 看 到 , 可 以 把 函数 z 一 snz 在 C 中 开拓 成 有 双 周 期 性 质 


(7.1.5) sn(z+4K)= sn(z), sn(z+2iK’)= sn(z) 
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的 亚 纯 函数 . 

(7.2) 设 :zz 一 三 02 :2 一 2K 一 z 分 别 是 关于 实数 轴 Li :Jz = 0 及 关于 虚数 轴 
平行 的 直线 La : Rz = K 的 对 称 映 射 ; 注意 o102 = o201 是 关于 点 K 的 对 称 映射 
z 一 2K -2:. 我 们 可 就 实数 轴 上 的 线段 ] - 1,1[ 及 线段 ]1,1/k[ 对 函数 F 应 用 对 称 
原理 (6.2). 考虑 沿 两 条 半 射 线 Jw = 0,Ruw > 1 以 及 Jw = 0,Rw < 一 1 割 开 的 平面 
D1, 于 是 一 方面 得 到 F 到 Di 的 开拓 Fi, 而 Fi 还 是 Di 中 的 单 射 ; Fi(Di) 是 矩形 
Ri;-K <Rz<K,-K'< 3z < 天 另 一 方面 , 考虑 沿 两 条 半 射 线 Jw = 0,Rw sl 
及 Jw = 0,Ru > 1 人 制 开 的 平面 Dz, 我 人 有 下 到 D2 的 开拓 F2, 而 Fz 还 是 Ds 中 
的 单 射 . Fz(Da) 是 矩形 Ra : -KK < Rz < 3K,0 < 3z < K'. 因此 可 把 snz 开拓 成 
Ri URs 中 的 解析 函数 , 并 且 对 于 ze Ro, 我 们 有 


(7.2.1) snz= snz, sn(2K —z) = Siz. 


最 后 , 就 线段 J]z = 0, 一 K < Rz < K 以 及 Rz = K,0 < 9z < K', 对 在 RiURs 
中 的 函数 sn z, 两 次 应 用 对 称 原理 . 如 果 R 是 由 -和 < 入 z < 3K, -天 ' < IJz < 天 所 
确定 的 矩形 , 于 是 得 到 sn z 的 两 种 开拓 , 一 个 在 R 内 线段 Iz = 0,K<Rz<3K 的 
余 集 中 , 另 一 个 在 R 内 线段 及 z = K, 一 K' < 3z < 0 的 余 集中 . 此 外 , 由 (7.2.1), 这 
两 种 开拓 在 Ro 关于 点 K 的 对 称 映 像 cica(Ro) 中 重合 , 因此 在 R - {K} 中 确定 了 
一 个 解析 函数 sn z, 它 满足 关系 式 (7.2.1) 以 及 由 此 所 得 推论 


(7.2.2) sn (2K —z)= snz. 


此 外 , F(w) 的 定义 表明 : 对 于 任意 小 的 = > 0, 存在 着 > > 0, 使 得 对 于 weD 并 
且 jw| > 六 我 们 有 |F(w) -iK'| < a; 由 此 导出 : 对 于 满足 jz 一 天 | < 的 点 z € Re， 
必然 有 |snz| < r. snz 前 后 相继 的 开拓 表明 : 对 于 |z 一 K| < < 及 = 关 天 ,也 有 
|snz| < +， 由 此 可 见 , 函数 snz 也 可 连续 开拓 到 点 z = 天 , 从 而 这 函数 在 R 中 解析 
(第 八 章 , 3.3). 显然 它 在 R 中 满足 (7.2.2), (7.2.1) 以 及 由 (7.4.1) 及 (7.2.1) 得 到 的 推 
论 : 对 于 z ERi， 


(7.2.3) sn(z+2K)= sn( 一 z) = —sn2z. 


(7.3) 现 设 03 : z 一 2iK' 一 z 是 对 于 直线 L3 : Jw = K' 的 对 称 映 射 . 可 就 开 半 
射线 Ju = 0,Rw > 1/k, 或 Jw = 0,Rw < 一 1/k 对 下 应 用 对 称 原理 ; 由 于 这 两 
半 射 线 的 像 都 在 La 上 , 可 见得 到 从 到 Ds 的 一 个 开拓 Fs; 这 里 D3 是 沿线 段 
Fw = 0,—1/k < Rw < 1/k 割 开 的 平面 , 并 且 Fs 还 是 Ds 中 的 单 射 , Fa(D3) 是 点 
iK' 在 矩形 Rs : -天 < Rz < K,0 < Jz < 2K' 中 的 余 集 , 因此 还 可 把 snz 开拓 到 
Rs 一 {iK'}, 并 且 对 于 任何 ze Ro, 我 们 有 


(7.3.1) sn (NiK' —z) = snz. 
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这 样 在 (Ri URas) 一 {iK'} 中 确定 了 snz, 并 且 此 外 作为 (7.2.1) 及 (7.3.1) 的 推论 , 可 
见 对 于 z € oi(Ro)， 


(7.3.2) sn(z+2iK’) = snz. 


(7.4)snz 的 开拓 的 最 后 一 步 就 是 : 对 任何 zs Ri, 以 及 任 一 对 有 理 整数 (m,n), 由 公 
式 


(7.4.1) sn(z+2mK +2inK’)= (-1)™snz 


确定 C 中 的 亚 纯 函 数 snz. C 中 不 在 所 有 直线 Rz = (2m 十 1)K 或 Jz= (2n + 1)K' 
上 的 任何 点 可 唯一 地 写成 z + 2mK + 2inK', 其 中 ze Ra; 因此 除了 可 能 在 上 述 直 
线 上 外 , (7.4.1) 确定 了 snz. 但 是 由 于 snz 到 R 中 有 满足 (7.2.3) 开拓 , 因此 有 对 
于 Rz = K, 一 K' < 3z < K' 的 解析 开拓 ， 由 此 可 见 ，sn z 可 连续 开拓 到 所 有 直线 
Rz = (2m + 1)K, 可 能 除去 这 些 直线 与 所 有 直线 3z = (2n + 1)K’ 的 交点 外 . 同样 ， 
由 于 我 们 有 snz 到 (Ri URa) 一 {iK'} 的 解析 开拓 , 而 且 在 o1(Ro) 中 满足 (7.3.2)， 
可 见 snz 可 连续 开拓 到 所 有 直线 Jz = (2n + 1)K', 可 能 除去 这 些 直 线 与 所 有 直 
线 RRz = (2m + 1)K 的 交点 以 及 点 2mK 十 (20 十 DiK' 外， 其 次 与 (7.2) 中 同样 
的 论证 表明 ,snz 在 点 (2m + 1)K + i(2n 十 1)K' 的 邻 域 中 有 界 . 于 是 snz 在 点 集 
{2mK + i(2n 十 1)K'} 的 余 集中 解析 . 

最 后 只 要 证 明 点 2mK +i(2n + 1)K' 是 snz 的 单 极点 . 由 (7.4.1), 只 须 考 虑 点 
iK'. 应 用 第 八 章 , 3.3, 要 证 明 当 z 趋 近 于 iK’ 时 , 乘积 (z -iK')snz 的 绝对 值 有 界 . 
而 这 乘积 等 于 


” du 
(7.4.2) —w / J 
上 列 积分 是 沿 着 半 射 线 u = tw 取 的 , 这 里 上 > 1. 于 是 只 须 证 明 , 当 lw| 趋向 于 +oo 
时 , 表达 式 (7.4.2) 有 界 . 但 上 列 积分 等 于 
人/ 位 二 tw2)(1 一 人 2t2w2) 


并 且 只 要 |w| > 2/k, 就 有 


VI tw — ktaw) > VE — 1)(4t2 — 1), 
而 积分 


示 
1 VE 1) 
收敛 , 由 此 即 得 结论 . 
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(7.5) 概括 已 得 结果 , 可 见 已 在 C 中 确定 一 个 亚 纯 函数 sn z, 它 对 不 是 极点 的 任何 点 
z, 满足 (7.4.1), 从 而 有 双 周 期 关系 式 : 


(7.5.1) sn (z+4mK +2inK’) = snz. 
从 (7.1.4) 及 (7.2.1) 出 发 作 解 析 开 拓 , 也 有 


(7.5.2) sn (一 z) 一 —snz, 
sn(z) = 5nz. 
像 R 那样 , 边 长 是 4K 及 2K' 的 矩形 , 叫做 sn z 的 基本 周期 矩形 . 设 集 Ri 是 
Ri 、 线 段 Rz = K,0< 3Jz < K'、 线 段 JIz= K',-K < Rz<0、 线 段 3z= K',0< 
Rz < K 以 及 线段 Rz = -天 ,0< Jz < K' 的 并 集 . 限制 sn z 在 集 Ri 中 , 就 有 整个 
平面 C 上 的 一 个 双 射 . 除了 四 个 值 


三 
wo 三 土 ly tvo 一 十 天 


以 外 , 方程 

(7.5.4) snz= wo 

在 BR' = RiU(GR4 十 2K) 中 恰好 有 两 个 单 根 . 
方程 snz = 1 在 点 


K +4mK +2inK’ 
有 无 穷 个 二 重 根 ,而 方程 snz = 夺 在 点 
K+iK’+4dmkK +2inK’ 
有 无 穷 个 二 重 根 . 关于 重 根 这 一 事实 不 难 立即 看 出 , 只 须 注意 到 经 过 变换 > 一 snz 
(1.5), 过 有 关 点 道路 之 间 的 角 是 双重 的 ， 由 以 上 所 述 及 (7.5.2), 可 得 snz = -1 及 
snz = 一 的 根 . 因此 导数 (snz) 的 零点 是 点 (2m + DK +inK 
(7.6) 由 以 上 所 述 , 亚 纯 函 数 
1— sn?z, 1—k?sn?z 
的 所 有 极点 都 是 二 重 极点 , 而 且 所 有 零点 都 是 二 重 零 点 . 于 是 (第 八 章 , 9.8) 还 用 下 列 条 件 确 
定 C 中 两 个 亚 纯 函 数 


(7.6.1) cn2z=1— sn’z, cn0=1, 
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(7.6.2) dn?z=1—k’sn?z, dn0=1. 


三 个 函数 sn, cn, dn 叫做 雅 可 比 椭圆 台数 ; 它们 都 是 有 基本 周期 4K 及 2iK’' 的 双 周 
期 函数 , 并 且 有 相同 的 ( 单 ) 极点 . 此 外 , 显然 在 Ro 中 , 函数 sn z 是 微分 方程 


(7.6.3) ao2 = (1 ~ wi)(l — kw?) 


的 一 个 解 , 于 是 由 解析 开拓 , 对 于 不 是 sn z 的 极点 的 任何 z， 


d 
但 根据 sn z 的 定义 , 其 在 原点 的 导数 等 于 1 (7.1), 于 是 从 《7.6.4) 推出 , 我 们 有 


d 2 
(7.6.4) ( 五 字 了 = cn2z.dn2z. 


旦 maz= cnzdnz. 


习 题 


] 设 7(z) = 至 二。 是 不 恒 等 于 z 的 分 式 线性 函数 ;方程 (2) = = 的 解 叫做 保 形 表示 
也 f(z) 的 不 动 点 . 如 果 变换 广 没有 不 动 点 , 这 变换 就 叫做 抛物 型 的 , 并 且 关 系 式 等 价 于 


或 等 价 于 


女王 z 十 请 
如 果 有 一 个 或 两 个 不 动 点 , 关系 式 = f(z) 等 价 于 


w—a=k(z— a), 


或 等 价 于 
-az 一 Ga 


人 (a#8), 


这 里 大 关 1. 如 果 大 是 实数 , 并 且 > 0, 就 说 f 是 双 曲 型 的 ; 如 果 二 e”,9 是 实数 , 就 说 f 
是 椭圆 型 的 : 对 于 大 的 其 他 数值 , 就 说 f 是 针 驶 型 的 . 写 出 用 a, bc,d 表示 的 上 述 四 种 情形 
的 条 件 . 

2) 把 圆 盘 |z| < 1 变 成 它 本 身 的 变换 

w=e* 坪 二。 (o 是 实数 ) 

不 可 能 是 椭圆 型 的 , 双 曲 型 的 或 恒 等 变换 ; a 应 取 什么 值 , 这 变换 才 可 能 属于 这 三 种 类 型 中 每 
一 种 类 型 ? 

3) a) 设 f 是 包含 圆 盘 |z| < 1 的 一 个 开 集中 的 亚 纯 函数 ; 设 |f(z)| 在 圆 |z| = 1 上 是 
常数 . 证 明 f 有 下 列 形状 : 


TT za; TTbz—l1 
=ell i = ‘Hn (c 是 常数 ) 
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( 设 a1,… ,am 及 加 ,… ,bn 分 别 是 f 在 圆 盘 |z| < 1. 中 的 零点 及 极点 , 它们 的 个 数 是 按 零 
点 及 极点 的 重 数 计算 的 ; 应 用 第 六 章 , 习题 11b), 证 明 上 式 右边 的 乘积 除 f(z), 商 必然 是 一 
常数 )， 

b) 如 果 还 设 /在 圆 盘 |z| < 1 中 没有 极点 , 证 明 对 于 满足 |w| < 1 的 任何 w, 方程 
f(z) = 也 在 圆 盘 |z| < 1 中 恰好 有 m 个 根 ( 按 根 的 重 数 计算 ) (考虑 函数 f(z) 一 w, 并 且 应 
用 和 鲁 歇 定理 ), 

c) 由 b) 导出 : 在 圆 盘 |z| < 1 到 它 本 身 的 保 形 表示 中 , 可 以 开拓 成 圆 盘 |z| < R(R > 1) 
中 的 解析 函数 的 , 只 可 能 是 分 式 线性 函数 (3.4.1) (参看 习题 8). 


4) a) 证 明 函数 
a 
f(z)= Gry 
是 单位 圆 盘 |z| < 1 在 一 条 抛物 线 的 外 部 的 保 形 表示 . 
b) 证 明 函 数 


I) = gy 


是 图 盘 |z| < 1 在 沿 着 半身 线 3u = 0, Rw < 一 了 割 开 的 平面 上 的 保 形 表 示 ， 
5) 证 明 函 数 
z 
a 
是 沿 着 半 射线 尺 z = 0, 3z > 1 割 开 的 半 平 面 Jz > 0 在 平面 yw > 0 的 保 形 表示 - 
6) 设 f(z) = ao+aiz 十 … 十 anz" 十 .… 是 在 圆 盘 |z| < 中 的 解析 函数 . 设 D(f) 是 
数 
lf(z)— f(z2)| (lal < R,lzs|l < BR) 
的 上 确 界 . 证 明 我 们 有 nD 
lalR < 3D(f)- 
(注意 对 于 0 < r < RR, 我 们 有 
dnrai = / (feetm) 一 了 (-reie))e-iaadbg,) 
0 
7) 设 8 是 圆 环 r < |z| < R，f 是 在 包含 S 的 开 集 D 中 的 解析 函数 , 并 且 在 8 中 是 单 
十 oo 
射 ; 证 明 如 果 f(z) = 》 ，anz” 是 f 的 洛 朗 展 开 式 , f(S) 的 面积 由 下 式 给 出 ; 


mn= 一 oo 


x nlan|?(R™ — r*"). 
(应 用 在 重 积分 中 变量 代 换 公式 (K 一 R, 151 页 ).) 
8) 设 D : |z| < R 是 开 圆 盘 , 是 D 中 单 射 解析 函数 ; 设 面积 A(J(D)) 是 有 限 的 . 对 于 
满足 0 <7+ < RR 的 任何 7, 设 D; 是 圆 盘 |z| < mA(f(D-)) 是 f(Dr) 的 面积 ; 证 明 
A(f(D) ~、 
A(f(Dr) ”2 
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并 且 上 式 只 有 在 f 是 一 次 多 项 式 时 才 可 能 成 为 等 式 . 特别 地 , 我 们 有 A(J(D))> BR2z|P(O)j2， 
这 式 也 只 有 在 f 是 一 次 多 项 式 时 才 可 能 成 为 等 式 . 

由 此 导出 : 如 果 j 是 单位 圆 盘 |z| < 1 在 它 本 身上 的 保 形 表示 , 并 且 f(0) = 0, 那么 我 
们 有 f(z) = ei*z (对 f 及 f 的 反 函 数 应 用 上 面 的 结果 ). 因此 单位 圆 盘 在 它 本 身上 的 任何 
保 形 表示 有 形状 (3.4.1). 

9) 设 f 是 单位 圆 盘 |z| < 1 中 的 解析 函数 , 并 且 在 D 中 , |f(z)| < M. 设 a1,… ,an 是 
了 在 D 中 的 零点 , 个 数 要 按 重 数 计算 . 证 明 我 们 有 


困 之 一 ak 
I 本 zl 
(如 果 hh 是 用 上 式 右边 的 乘积 除 所 得 的 商 , 注意 对 于 任何 = > 0, 存在 着 7 使 得 1 一 < < 


7 < 1 并 且 对 于 |z| = "7,|h(z)| < M(1 + es), 然后 应 用 最 大 值 原理 .) 
特别 地 , 我 们 有 


(1) If(z)ls M 


(2) If(ol < Tlexl. 
大 一 1 


更 特别 地 , 如 果 在 D 中 , |f(z)| < M, 并 且 如 果 f(0) = 0, 我 们 有 : 在 D 中 ， 
(3) l(a)| < Mizl 

( 施 瓦 英 引 理 )， 从 而 在 这 种 情形 下 , 也 有 

全 If'(O < M. 


10) 设 gi, gz 是 单位 圆 盘 D : |z| < 1 在 C 中 开 集 U1, U2 上 的 保 形 表示 , 并 且 g1(0) = 
c1,92(0) = cz. 对 于 满足 0 < r < 1 的 任何 7, 设 Ui(r) 及 Uz(7) 是 圆 盘 D; : |z| < 7 分 别 
由 9 及 gz 映射 出 的 像 . 证 明 如 果 f 是 Ui 中 的 解析 函数 , 并 且 f(U1) C U2, f(c1) = c2， 
那么 对 于 满足 0 < r < 1 的 任何 7, 我 们 有 


fF(Ui(r)) C U2(r) 


(对 函数 g7!o fo gi 应 用 习题 9). 
11) 设 f 是 单位 圆 盘 D : |z| < 1 中 的 解析 函数 , 并 且 在 D 中 , |f(z)| < 1. 证 明 对 于 任 
何 点 a € D, 我 们 有 


/O-10 | 
外 1 /7 
(参看 习题 10) 特别 地 , 对 于 任何 ze D, 我 们 有 

ee 
@ Ials SH. 
更 特别 地 , 我 们 还 有 

Mol If(O) + a 

® 1— /oll < VO) < 1 + 4760 


“294、 第 二 章 保 形 表示 


12) a) 在 与 习题 11 中 同样 假设 下 , 证 明 对 于 |z| <r 及 |zz|<7, 这 里 0<r<1, 我 
们 有 
f(z1) — f(z2) 


Z1—22 


1 


ST 


(用 习题 11 中 不 等 式 (2)). 
b) 如 果 我 们 有 f(z1) = f(z2) = 6, 并 且 |z1| = |z2| = p < 1, 此 外 如 果 f(0) = 0, 证 明 


我 们 有 
/(2) -8 | 
1-Bf(z)| ~ 


Zz 
1 一 zz 


之 一 22 
1 一 zz 


并 且 由 此 导出 |8| < p?. 
0) 在 与 b) 中 同样 假设 下 , 证 明 如 果 |f"(0)| = a 关 0, 那么 对 于 满足 |z| = P 的 任何 z， 
pla ~— p) < (1 — ap)lf(z)| 
(对 f(z)/z 应 用 习题 11 中 关系 式 (3))- 
d) 由 c) 导出 f 在 圆 盘 |z| < po 中 是 单 射 , 这 里 po = = 让 (应 用 鲁 欣 定理 , 注 


意 到 如 果 r 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 正 数 (> 0) : D ng Zz1 及 z2:]z1| =7,|z2| > 7, 
并 且 f(z1) = f(z2), 那么 用 反 证 法 , 可 见 必 然 有 |z2| = 7)- 
13) 设 对 于 |z| < RR, f 是 解析 函数 , 并 且 设 A(R) = up Rf(z)， 证 明 : 如 果 对 于 
Iga 


r<R, 令 A(r)= en 卫 f(z), 那么 就 有 
ic 


ADJ 天 


(应 用 习题 10). 
14) 设 对 于 |z| < RR, f 是 有 界 的 解析 函数 , 又 设 


M(R) = sup |f(2)|. 
lz|<R 


证 明 如 果 对 于 |z| < R, f(z) 关 0, 并 且 如 果 对 于 0<r< RR, 令 M(r)= |f(z)|, 那么 就 
zl<r 


有 
Mr) < M(0) FM(R) 下 = 


(应 用 习题 13). 

15) 设 {所} 是 |z| < 1 中 解析 函数 的 序列 , 并 且 对 于 任何 n 及 对 于 |z| < 1 

Ifn(z)| < 1， 并 且 f(z) #0. 

证 明 如 果 lim_ 户 (0) = 0, 那么 对 于 满足 |z| < 1 的 任何 z, lim, 各 (z) = 0, 而 且 在 任何 贺 盘 
|z| < + < 1 中, 收敛 性 是 一 致 的 (应 用 习题 14). 

16) 设 /是 单位 圆 盘 D : |z| < 1 中 的 解析 函数 , f(0) 是 实数 , 并 且 在 DD 中 , Rf(z) > 0. 
证 明 我 们 有 

2|z| 


10 抹 由 <R7@) < 10) 福 加 pr) < 10) 


jE < < 0 


1+|z| 
—lzl 


f(0)} 


1 十 |z 
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(应 用 习题 10, 取 Ui = D, 取 U2 为 半 平 面 RRz > 0). 
17) 设 f 是 D : |z| < 1 中 的 解析 函数 , f(0) = 0, 并 且 在 D 中 , | 及 f(z)| < 1. 证 明 对 于 
z ED, 我 们 有 
1 十 | 
1 工 一 |z| 


| 有 RH(z)| < SAretanll, II7(zj| < 2 log 


(应 用 习题 10, 取 U1 = D, 取 Us 为 带 形 |Rz| < 1). 
18) 设 了 是 D : |z| < 1 中 的 有 界 解 析 函 数 , 并 且 不 便 等 于 党. 证 明 如 果 f 在 D 中 有 无 
穷 个 零点 an(n > 1), 那么 级 数 


sm 
> loglan| 


收 统 ， 从 而 级 数 六 (1 一 |an) 也 收 化 (参看 习题 9). 


n=1 


19) 设 f 是 在 单位 圆 盘 的 外 集 下 : |z| > 1 中 的 解析 函数 , 并 且 设 它 的 洛 朗 级 数 有 下 列 
形状 : 六 
f(2)=z+ 旭 二 二 十 … 十 总 十 …- 


证 明 如 果 f 在 EE 中 是 单 射 , 就 必然 有 
[2 
(应 用 习题 7). 特别 有 
(2) lial < 1 
并 且 等 式 只 可 能 在 f 有 下 列 形状 时 才 成 立 : 
7 = z+b+5 
从 (1) 导出 : 在 已 中 我 们 有 


w [Ea 
f(a < B71 


(应 用 关于 级 数 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ). 

20) 在 本 习题 中 , 承认 : 如 果 h 基 单 连通 开 集 D 中 的 解析 函数 , 并 且 在 D 中 , h(z) 关 0， 
那么 在 D 中 存在 着 解析 的 函数 g, 在 D 中 满足 (9(z))2 = h(z)@: 特别 地 , 设 满足 
习题 19 中 的 假设 , 并 且 在 E 中 , f(z) 关 0; 那么 存在 着 在 EE 中 解析 的 一 个 函数 g, 满足 
(g(z))? = f(z?), 并 且 g 的 洛 朗 展开 式 有 形状 = 十 的 十 … (对 于 |z| < 1, 把 以 上 所 述 应 用 
到 函数 zf(1/z)). 把 习题 19 中 的 不 等 式 (2) 应 用 到 g, 由 此 导出 我 人 有 |bo] < 2. 

21) 设 是 单位 圆 盘 D : |z| < 1 中 的 解析 函数 , 并 且 f(0) = 0, 了 "(0) = 1. 于 是 有 


f(z) = z 十 aaz22 十 … 十 anzn 十 :… 


@ 参 看 [FA],X, 第 2 节 , 习题 6; 或 参考 余 家 荣 , 复 变 函数 (第 4 版 ), 高 等 教育 出 版 社 , 2007; 第 
197 页 . 
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设 了 在 D 中 是 单 射 . 
a) 证 明 我 们 有 |az| < 2, 这 里 等 式 只 有 当 f 有 下 列 形 状 时 才 可 能 成 立 : 
(9 f(z)= (a 是 实数 ). 


a 

(把 习题 20 应 用 到 函数 (f(z-"))-1.) 

b) 由 刘 维尔 定理 , 开 集 f(D) 不 可 能 是 整个 平面 , 因此 它 的 边界 下 不 是 空 集 ， 证 明 
dl0, 了 ) > 上 ,这 里 等 式 只 可 能 由 有 (+) 形状 的 函数 达到 .在 这 种 情形 下 ,7(D) 是 沿 半身 线 
blo ( > 起 基 开 的 平面 (如果 cE F, 考 证 本数 ex) 

22) 设 g 是 在 开 集 D 中 的 单身 解析 函数 , 并 且 设 二 g-! 是 从 g(D) 到 D 上 的 北 映 射 
对 于 D 中 任何 道路 y 及 g(D) 中 连续 的 任何 璀 数 F, 我们 有 


F(w)h’(w)dw = RF dz. 
A (ww) Cw)dw . (gl2)) 


现 把 这 公式 应 用 到 D 包含 闭 单位 圆 盘 |z| < 1 及 环 路 7:t 一 es (0 < t < 2n) 情形 . 
设 开 集 D 包含 圆 盘 |z| < R. 对 于 D 中 任何 解析 函数 f, 由 柯 西 公式 


2rif(0) = 大 fa,, 


用 保 形 变换 gz] = 全 各 人 i 和 ,时 册 的 治 检 公式 


RK 记 Rr 
jre9)= 去 广 re 人 D<7< 岂 | 


23) 在 公式 (5.2.1) 中 , 设 对 任何 h, 一 1 < pn < 1, 并 且 》 ”An > 2. 设 所 有 An 是 固定 
加 


的 , 并 且 除 了 - -个 a; 以 外 , 所 有 其 他 ah 也 是 固定 的 , 而 oj 在 oj-i 及 aj+1 之 间 变 动 , 证 
明 这 时 所 有 长 度 cn， ch| 都 是 a; 的 连续 函数 , 当 oj 趋 近 于 4;_: 时 , 这 些 长 度 中 , 除了 
la 一 ci| 趋 近 于 0 外 , 其 他 长 度 分 别 趋 近 于 非 0 的 极限 由 此 导出 映射 不 是 单 射 的 实例 
( 取 m= 10, 除 了 jp = p= js 二 一 外 ,其 他 pr 部 等 于 地 ). 

24) 证 明 函数 


[ee wt0 


是 单位 圆 盘 |z| < 1 J 
25) 单位 圆 盘 由 下 列 函 数 


”du * Qu) du 六 
/人 (<)<1- 引 
映射 出 的 像 是 什么 7 在 包含 每 个 像 的 所 有 心 是 0 的 圆 盘 中 , 求 最 小 贺 盘 的 半径 . 
26) 圆 委 |z| < 1 由 形 如 


f()=31I( -a 


k=1 


习 题 a 


的 函数 映射 出 的 像 是 什么 ? 这 里 jak| =1,0 < Xs < 并且 了 24 =2. 
27) 用 第 7 节 中 的 记号 , 令 ei 
qg=exp(—nK’'/K) <1, ¢=exp(niz/2K). 


对 于 不 等 于 所 有 g-” 的 任何 4, 无 穷 乘积 Ia 一 %”5) 严格 收敛 . 证 明 C 中 的 亚 纯 函数 


=) 
I = 
f(2) = 
II (1— g2m+16-2)(1 — g2m+162) 
m=0 


有 周期 4K 及 2iK', 并 且 有 与 sn z 相同 的 零点 及 极点 , 还 有 相同 的 重 数 . 用 刘 维 尔 定理 , 由 
此 导出 我 们 有 sn z = Cf(z), 这 里 C 是 一 常数 . 利用 关系 式 sn K = 1, sn (K+K')=k-! 
确定 C, 并 且 证 明 我 们 有 
C= ig /kh. 
28) 对 于 |q| < 1 及 任何 《EC, 令 


or(6) = (1+90)(1 + 1+9O + ) 1 +g Ol + 0 ) 
=co+e(C+6)+e(C + )+.+en(6" + C0"). 


a) 利用 pn(q26) 与 pn(5) 之 间 的 关系 确定 系数 cn- 
b) 由 a) 取 极 限 , 导出 关系 式 


[ore™ ote od)")= 六 9 


i < 
由 此 导出 恒等式 

> 3n2+4n 
Ia-o)= 5 (Da, 


n=1 mm 一 一 oo 


IIa =- 
二 


IIa+e> 
: 


=1 二 24 二 2 一 十 (二 DJ"207 二 
(在 4 及 z 中 代入 适当 数值 ). 
续 念 


m= 一 oo m= 一 co 
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证 明 我 们 有 了 
0(z+2K) = 0(z),0(z+2iK’) = 一 5 0). 


用 函数 9(z) 表示 sn z. 
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1. 解 与 近似 解 


(1.1) 已 给 在 开 集 D c R? 中 确定 并 且 连 续 的 实 值 函 数 (# z) 一 f(t,z), 一 阶 微分 方 
程 


在 元 者 z= f(t,7) 


在 开 区 间 IC R 中 的 一 个 解 是 在 工 中 确定 、 连 续 并 且 可 导 的 一 个 实 值 函数 t 一 u(t)， 
使 得 对 于 任何 + € I,(t,u(t)) e D, 并 且 w(t) = Flu 人 tb)， 就 几何 来 说 , 与 任何 点 
(t,z) e D 相对 应 , 有 分 量 是 (1, f(t z)) 的 向 量 v(t,z); 说 w 是 (1.1.0 的 一 个 解 , 就 
是 说 w 的 图 形 包含 在 D 内 , 并 且 在 每 点 (t,z) 有 方向 向 量 是 v(t,z) 的 切线 (图 73). 
简单 的 例子 表明 一 定 会 想到 存在 着 含 一 个 参 变数 的 无 穷 个 解 , 从 而 可 对 解 加 上 补充 
条 件 . 最 常见 的 条 件 是 给 出 D 中 一 点 (to,zo), 求 图 形 包 含 这 点 的 解 ; 这 就 是 说 , 要 求 
所 求 的 解 满足 条 件 


tty u(to) = zo. 


关于 (1.1.1) 的 满足 (1.1.2) 的 解 , 存在 与 唯一 性 问题 叫做 关于 (1.1.1) 的 柯 西 问 题 , 并 
且 (1.1.2) 叫做 这 方程 的 初始 条 件 ; 这 一 名 称 起 源 于 应 用 中 , t 往往 用 来 表示 时 间 . 
(1.2) 所 谓 (1.1.1) 的 一 个 解 u 满足 柯 西 条 件 (1.1.2), 也 是 表明 , 在 工 中 , w 满足 积分 
方程 


人 双全 u(t) = Zo 十 ea) 
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=“ 


由 于 求 积分 比 求 导 数 较 易 操作 , 为 了 解 关 于 (1.1.1) 的 柯 西 问题 , 求 满足 (1.2.1) 的 连 
续 函 数 v 是 最 可 行 的 方法 (第 一 章 , 3.7). 

(1.3) 由 几 种 特别 强调 的 简单 情形 (例如 一 阶 线性 方程 ), 就 相信 用 “积分 法 ", 即 计算 
几 次 已 知 函数 的 原 函 数 , 一 般 可 以 求 得 (1.1.1) 的 解 , 那 是 太 天 真 了 . 这 里 与 别处 一 
样 , 分 析 的 目标 是 作出 种 种 意义 下 近似 解 的 算法 . 

(1.4) 随 着 微分 方程 的 “ 解 ”的 概念 , 我 们 引进 一 种 新 概念 . 已 给 区 间 IC R 及 一 数 
> 0. 设 有 一 实 值 函数 v 在 I 中 连续 , 并 且 是 在 I 中 分 段 连续 函数 v 的 原 函 数 . 如 
果 对 于 任何 te 工 我 们 有 (t,v(t)) e D, 并 且 如 果 除 了 在 v' 的 不 连续 点 处 以 外 , 我 们 
有 


(1.4.1) ly 的 一 fla)| < 


那么 就 说 u 是 (1.1.1) 的 相差 为 = 的 近似 解 . 

下 面 可 看 到 , 对 于 完全 一 般 的 已 给 方程 (1.1.1), 有 作 近 似 解 的 多 种 方法 . 应 用 近 
似 解 概念 的 另 一 种 情形 是 可 以 解 出 与 方程 (1.1.1) 相 邻 近 方 程 z' = 9g(bz)， 准确 地 
说 , 如 果 在 D 中 , f 及 9 连续 , 并 且 满 足 


|f(t,2) — g(t, 7)| < &, 


显然 对 于 w = g(t,z) 的 任何 解 v, 我 们 有 关系 式 (1.4.1). 


2. 近似 解 的 比较 


(2.1) 近似 解 的 概念 , 如 近似 这 一 定语 所 表明 , 只 有 在 确定 它 的 区 间 中 实际 “ 通 近 ”一 
个 解 才 有 意义 . 要 有 准确 的 叙述 , 必须 消去 (1.1.1) 的 解 中 出 现 的 任意 参数 , 即 考虑 
柯 西 问题 . 于 是 必须 还 区 求 近似 解 v 也 满足 条 件 (1.1.2), 或 更 一 般 地 , 要 求 v 使 得 
jv(to) - zol 小 于 一 个 给 定 的 数 . 于 是 问题 就 在 于 考虑 柯 西 问题 的 解 (假定 存在 ) 与 
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“相差 为 = 的 近似 解 ” v, 要 求 两 者 之 差 的 绝对 值 lu(t) -v(t)| 对 于 teI 的 上 界 , 这 一 
上 界 是 由 已 给 各 量 即 f, < 及 |v(to) -- zol 的 函数 表 出 的 . 

如 果 对 了 除了 连续 以 外 不 作 其 他 假设 , 上 述 问题 没有 解 (参看 (3.8.2)). 因此 要 
引进 利 普 希 英 函 数 的 概念 . 
(2.2) 设 函 数 f 在 D 中 确定 、 连续 , 并 且 具 有 (1.1) 中 的 性 质 , 还 设 常数 上 > 0. 如果 
对 D 中 有 相同 横 坐 标的 任意 两 点 (t,z1) 及 (t,x2), 我 们 有 


(2.2.1) |f(t, 21) — f(t, 22)| < klz1 一 z2|: 


就 说 对 k > 0, 函数 / (关于 z) 是 利 普 希 荧 的 . 
上 述 性 质 成 立 的 一 个 重要 情形 是 : 对 于 任何 上 es pri(D), 函数 z 一 f(t,7) 是 分 


段 连续 函数 of 的 原 函数 , 并 且 存 在 着 与 上 无 关 的 一 个 数 大, 使 得 对 于 (t,x) < D， 


(2.2.2) 区 本 < 


于 是 关系 式 (2.2.1) 就 是 中 值 定理 的 推论 . 

R? 中 确定 的 函数 f(t,z) = Viz| 是 非 利 普 希 英 函 数 的 一 个 例子 : 当 z 沿 着 > 0 
的 值 趋 近 于 0 时 f(t,z)/z 趋向 于 +oc (参看 (3.8.2)). 

(2.1) 中 所 提出 的 问题 由 下 列 基本 命题 解决 ; 它 更 一 般 地 比较 两 个 近似 解 (而 不 
预测 “真实 ” 解 是 否 存在 ). 
(2.3) 设 /是 在 开 集 D C 及 2 中 确定 的 连续 实数 值 函数 , 并 且 满足 不 等 式 (2.2.1). 设 
wl,Uz 是 在 区 间 ITC 民 中 的 两 个 连续 实数 值 函数 , 它们 是 在 这 区 间 中 两 个 分 段 连续 
阴 数 的 原 函 数 , 在 工 中 还 满足 条 件 (fatb)EeD 及 (bt 区 ) sD, 而 且 除 了 在 好 及 
t 的 不 连续 点 处 外 ， 


(2.3.1) le) =— ft, (t)| < er lu2(t) — ft, ualt)| < e2. 
还 设 如 El 并 且 设 
(2.3.2) Nui(to) — ua(to)| < 5. 
那么 对 于 任何 4EL 我 们 有 
(2.3.3) 加 的 一 aa 人 | et 可 十 天 (eol 一 了 
这 里 
E 一 EI 十 52. 

为 了 证 明 上 列 不 等 式 , 先 引 进 对 这 种 类 型 问题 很 有 用 的 一 个 引 理 . 我 们 可 把 它 

描述 为 一 个 “线性 积分 不 等 式 的 解 ” 
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(2.3.4) ( 格 朗 沃 尔 引 理 ). 在 民 中 闭 区 间 [0,c] 中 , 设 三 个 函数 p, 内 也 > 0, 分 段 连续 ， 
并 且 除了 在 不 连续 点 处 外 ， 


t 
(2.3.5) w(t) < y(t)+ / yw(s)w(s)ds. 
0 
那么 除了 在 不 连续 点 处 外 , 我 们 有 
t t 
(2.3.6) obse0+ /euwjem ( / vod) ds. 
令 
t 
(2.3.7) 的 = 人 ws)wts)as 
0 


事实 上 , 这 是 一 个 连续 函数 , 是 分 段 连续 函数 w(t)w(t) 的 原 函 数 , 用 w(t) 乘 (2.3.5) 
的 两 边 . 除了 在 不 连续 点 处 外 , 我 们 得 到 


(2.3.8) yt) — wv) < p(t 
一 次 线性 微分 方程 的 解法 提示 我 们 , 引进 函数 
(2.3.9) :=yoem(-/ void】 


并 且 用 exp (- / om] 乘 (2.3.8) 的 两 边 . 于 是 除了 在 不 连续 点 处 外 , 得 到 
0 


(310) zxO<eovoen(- 人 ves). 
由 于 另 一 方面 , z(0) = y(0) = 0, 由 此 得 


oOs</ eawl)emp (-/ ae] us 
代 人 (2.3.9), 得 8 
v9) < { vs) op ( 站 we 上) ds, 


f 且 最 后 , 由 于 从 (2.3.5) 导出 w(t) < p(t) + y(t), 我 们 就 得 到 (2.3.6). 
证 明了 上 列 引 理 后 , 注意 到 除了 在 不 连续 点 处 外 , 下列 不 等 式 成 立 : 


halt) — ft w(t)| < si (i=1,2). 


于 是 由 中 值 定理 导出 : 对 于 t > to 


半 


t 
ua0-uto- 人 f(s ms))ds| < ailt — to) (i=1,2), 
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从 而 
at) 0) = (to) = we) = {Gla = 60a < el 0 
但 是 由 于 /是 利 普 硕 英 的 , 由 (2.2.1) 得 
|f(s, wu1(s)) — f(s, u2(s))| < (ua(s) 一 za(s)|， 
于 是 令 w(t) = jua(b -wa 人 bj, 就 得 到 不 等 式 
(2.3.11) PR ak t(j 


对 上 式 应 用 格 朗 沃 尔 引 理 , 就 对 上 > to 情形 得 到 (2.3.3). t < to 情形 的 结果 可 由 变数 
代 换 女 = 一 t 导出 . 


3. 柯 西 - 利 普 希 茨 方法 


(3.1) 设 函 数 /在 D 中 有 界 : |f(t,z)| < M, 并 且 在 D 中 一 致 连续 , 这 就 是 说 ( 预 箱 ， 
5.6), 对 于 任何 = > 0, 存在 着 一 数 5 > 0 (只 与 = 有 关 ), 使 得 由 关系 式 


(zi) €D,(t2,72) ED,lti —tol 6,lr1—z2| <6 


可 导出 
|f(t1, 71) — fltz, 72)| < e. 

我 们 注意 如 果 D 是 凸 的 , 并 且 如 果 f 有 连续 的 有 界 偏 导数 及 4, 由 中 值 
定理 (第 一 章 , 3.6), 上 列 条 件 成 立 . 

对 于 任何 e > 0, 我 们 要 作出 (1.1.1) 的 相差 为 < 的 近似 解 , 并 且 使 它 满足 柯 西 条 
件 (1.1.2). 为 此 , 考虑 任 一 点 (ti,z1) e D, 并 且 在 区 间 [&1,t 十 加 中 , 考虑 平移 线性 
限 数 

ut 71+ f(z)(t—t), 

换 句 话说 , 就 是 一 个 平移 线性 函数 , 它 的 斜率 恰好 是 f 在 点 (5a,zl) 的 值 . 为 了 考察 
在 区 间 [i,ti 十 六 中 , 这 两 数 是 否 是 相差 为 。 的 近似 解 , 必须 作出 差 式 


f(t1,71) — flt, zi + f(b, zi)(t — ti)), 


考察 是 否 只 要 h < 5 及 Mh < 5, 上 列 差 式 的 绝对 值 有 上 界 =, 并 且 对 于 1 < t < ti+h, 
点 (ta 人 ) 在 了 D 中 ， 

(3.2) 根据 上 述 , 我 们 用 下 列 方法 , 即 柯 西 - 利 普 希 英 方法 作 所 求 的 近似 解 ， 选取 数 
满足 0<h<inf(6,6/M) 并 且 考 虑 及 中 的 点 0 十 mh(m & Z), 于 是 对 于 t>to, 逐 
步 应 用 上 述 步 又 , 就 可 作出 有 下 列 性 质 的 平移 线性 函数 (图 74): 
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图 74 


在 [to,to 十 加 中 , 函数 ui 满足 
u(to) = xo, W(t) = f(to,z0); 
在 [好 十 hto 十 2h] 中 , 函数 uz 满足 


v2lto +h)=u(to +h), u(t) = f(to + h,uilto th)); 


在 [0 十 mh,to 十 (m 十 名 中 , 函数 umri 满足 


Um+i(to + mh) = um(to + mh), uri(t) = flto + mh,um(tot mh)); 


只 要 点 (ttm(t)) 属于 D, 这 种 步骤 就 可 继续 进行 下 去 . 对 于 t < to, 也 可 同样 作 近 似 
解 ( 作 变 数 代 换 + = -上 就 可 化 到 上 述 情形 ). 这 样 就 可 得 到 一 个 “分 段 线性 ”函数 ; 
在 (1.4) 中 所 确定 的 意义 下 , 它 是 (1.1.1) 的 相差 为 的 近似 解 . 

(3.3) 如 上 述 作 近 似 解 时 , 在 每 一 步 都 必须 检验 “不 要 越 出 "” 开 集 D. 这 样 就 提出 了 了 
解 可 作 近 似 解 的 所 谓 最 大 区 间 [to -ph, to 十 gn] 的 问题 . 容易 明显 定 出 包含 在 最 大 区 
间 中 的 区 间 , 并 且 容 易 定 出 在 哪里 近似 解 不 能 继续 作 下 去 . 我 们 注意 到 由 中 值 定理 
可 立即 看 出 : (3.2) 中 作出 的 分 段 线性 函数 w 满足 |u(t) - zol < MIt 一 to|. 如 果 和 矩形 


lt—tol <a, |z—zol<b 


包含 在 D 内 ,那么 可 断定 近似 解 4 在 区 间 |t 一 to| < c 一 h 中 确定 , 这 里 c = inf(a,b/M) 
(图 74)， 如 果 我 们 不 知道 D 的 其 他 几何 性 质 , 这 里 的 上 界 不 能 改进 ; 可 是 在 许多 情 
形 下 , 可 以 在 大 得 多 的 区 间 中 确定 忆 
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(3.4) 已 经 对 任何 = > 0, 求 得 相差 为 = 的 近似 解 后 , 自然 要 问 : 当 j 是 利 普 希 欧 函 数 
时 , 是 否 可 断定 在 确定 近似 解 的 区 间 中 , 或 至 少 在 更 小 的 区 间 中 , 有 真实 的 ” 解 ; 而 
且 这 个 解 与 求 得 的 近似 解 相差 多 少 . 自然 的 想法 是 取 一 个 趋 近 于 0 的 数列 作为 = 的 
值 , 然后 用 (2.3) 中 的 方法 取 极限 ; 可 是 必须 确 知 作出 的 近似 解 都 是 在 同一 区 间 中 确 
定 的 . 如 果 取 这 区 间 包 含 在 (3.3) 中 考虑 的 区 间 |t 一 to| < c 中 , 情况 就 是 这 样 . 但 是 
事实 上 , 如 果 已 知 近似 解 v 在 含 如 的 一 个 开 区 间 I 中 确定 , 只 要 知道 这 近似 解 ( 当 
了 是 利 普 希 茨 函 数 时 ) 就 可 导出 一 个 区 间 (一 般 比 (3.3) 中 所 确定 的 区 间 大 ), 在 其 中 
必然 可 确定 差 为 < 的 任何 近似 解 : 

(3.5) 设 了 满足 (3.1) 中 的 条 件 , 并 且 对 于 常数 大 是 利 普 希 茨 的 ; 设 凡是 (1,1.1) 的 差 
为 a (a > 0) 的 近似 解 , 它 是 在 有 界 开 区 间 IC pri(D) 中 确定 的 . 对 于 < > 0, 今 
(3.5.1) 2 = (est 安装 ; 

并 且 设 J。 CI 是 最 大 的 区 间 , 在 其 中 对 于 |8| < 1, 点 (tv(t)j 十 89(t)) 属于 D. 那 
么 (1.1.1) 有 确定 在 Je 中 的 差 为 = 的 近似 解 u, 使 得 对 于 t € Je, (tult)) < D, 并 且 
u(to) = v(to); 此 外 , 对 于 有 这 些 性 质 的 任何 近似 解 u, 我 们 有 : 在 Js 中 ， 


(3.5.2) lu(D) — vO < 92 的- 


如 果 用 柯 西 - 利 普 希 芯 法 作出 u, 只 须 就 m 递 推 考察 . 如 果 是 对 如 <t< 
加 十 np 大 确定 , 并 满足 (t, u(t)) < D, 而 且 如 果 区 间 [加 二 mh,ti] (这 里 < t++(m+1)h) 
包含 在 J。 中 , 那么 对 于 刀 十 mh 二 tt< 和 ,点 (t,u(#)) 还 是 在 D 中 . 否则 应 有 更 小 
的 数 ts 满足 如 十 mh < 记 < 妇 ,使 得 (t2,ult2)) # D (因为 由 于 & 一 w(€) 在 开 区 间 
]to 十 mh, 妇 | 中 连续 , 并 且 由 于 D 是 R? 中 的 开 集 , 这 区 间 中 满足 (&,u(&)) #D 的 点 & 
所 组 成 的 集 是 及 中 的 闭 集 , 于 是 只 须 取 to 的 下 确 界 ). 但 是 由 (2.3), 对 于 to<t< 2， 
应 有 ju 的 一 v(t)| < yp(), 于 是 由 连续 性 , 应 得 lu(tz) 一 v(tz)| < p(t2), 与 关于 J 的 假 
设 相 矛盾 . 于 是 由 (2.3), (3.5.2) 在 J 中 成 立 . 

现在 可 在 (3.5) 中 的 条 件 下 , 证 明 (1.1.1) 的 解 的 存在 及 唯一 性 : 

(3.6) 保留 (3.5) 中 的 假设 及 所 用 的 记号 , 对 于 任何 > 0, (1.1.1) 有 一 个 并 且 只 有 一 
个 解 在 J。 中 确定 , 并 且 满足 u(to) = v(to); 这 个 解 在 Je 中 还 满足 (3.5.2). 

由 定义 , 对 于 si < 2, 我 们 有 Je C Je 把 = 换 成 s/2", 并 且 设 w 是 (1.1.1) 
的 相差 为 s/2 的 近似 解 , 它 在 J。 中 确定 , 并 且 满 足 un(to) = v(to). 由 (2.3), 对 于 任 
何 te ye, 我 们 有 


€ 
linti(t) — un(t)| < ik 


因此 一 般 项 是 wi1(t) 一 un(t) 的 级 数 在 J。 中 正规 收敛 , 由 此 导出 序列 {wn} 在 Je 中 
一 致 收 全 于 极限 u; w 在 J。 中 连续 并 且 满 足 u(to) = v(to). 此 外 , 由 (2.2.1), 对 于 任 
何 te Je, 我 们 有 


(erlt-tol a 1). 


Fw 人 的) 一 了 (an 的) 入 Ru 的 一 art) 
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央 此 函数 t 一 fttun 人 的 ) 的 序列 也 在 工 中 一 臻 收敛 于 f(t, u(t))， 应 用 第 五 章 , 3.4， 
于 是 对 于 te J。, 我 们 有 


+ 
u(t) = u(to) +/ f(s,u(s))ds. 


由 此 可 见 , (1.1.1) 的 满足 柯 西 条 件 u(to) = v(to) 的 解 u 存在. 取 5= sl =ea=0 并 
应 用 (2.3), 就 可 导出 u 的 唯一 性 . 

(3.7) 在 实践 中 , 往往 只 设 要 考虑 的 函数 『 在 D 中 连续 并 且 是 局 部 利 普 硕 荧 的 ; 这 就 
表示 对 任何 点 (1,z1) s D, 有 一 个 包含 在 D 中 的 闭 正方 形 


Clae :lt—t| < a(t,z), lz 一 zi| < abyzi)， 


在 其 中 了 (对 于 一 个 与 (三 ,z1) 有 关 的 常数 上 是 利 普 希 英 的 (RR? 中 确定 的 ft z) = 22 
是 这 种 函数 的 实例 ). 由 于 我 们 还 知道 4 在 Ce,,z,) 中 有 界 并 且 一 致 连续 ( 预 篇, 5.6)， 
于 是 有 一 个 开 区 间 ] 一 a 十 af (这 里 a < a) 以 及 在 这 区 间 中 确定 的 (1.1.1) 的 一 
个 解 ,满足 ul ) = zl; 此 外 , 如 果 (1.1.1) 的 另 一 个 解 v 确定 在 二 一 8, 右 十 8[ 中 ， 
并 且 满 足 v 人 二) = zl, 那么 在 上 述 两 区 间 的 最 小 一 个 中 , v 与 重合 ((3.2), (3.3) 及 
(3.6)). 

于 是 只 设 在 DD 中 连续 并 上 且 是 局 部 利 普 希 英 的 , 并 且 从 任 一 点 (to,zo) ED 出 
发 . 如 果 J1,J2 是 含 to .并 上 且 包含 在 pri(D) 中 的 两 个 开 区 间 , 并 且 wi 是 (1.1.1) 在 下 
中 确定 、 并 且 满足 wi(to) = zo(i = 1,2), 那么 还 是 由 (2.3) 可 得 : wi 及 us 在 三 门卫 
中 重合 . 否则 集 {te 刀 门 J2: 对 于 s < tui(s) = uz(s)} 有 一 上 确 界 8 & Ji 门 J2, 而 由 
连续 性 , 应 有 ui(8) = uz(B); 但 是 由 上 面 的 结果 , 应 有 一 个 含 8 的 区 间 J 五 人 J， 
在 其 中 wi(t) = uz(t), 与 上 确 界 的 定义 相 了 矛盾 考虑 含 如 的 开 区 间 J c RR, 在 其 中 
(1.1.1) 有 满足 柯 西 条 件 (1.1.2) 的 解 . 由 上 述 断 定 , 所 有 这 种 开 区 间 的 并 集 Jo 是 这 种 
开 区 间 中 最 大 的 -个 , 并 且 在 Jo 中 , (1.1.1) 的 满足 (1.1.2) 的 解 是 唯一 的 . Jo 的 起 点 
4b 可 能 是 -cc, 它 的 终点 c 可 能 是 +oo. 例如 如 果 c 是 有 限 数 , 可 能 出 现 两 种 情形 ; 


DD) 反常 积分 i f(suu(s))ds 不 收敛 , 从 而 由 (1.2.1), 当 趋 近 于 c 时 , ult) 不 趋 过 


于 有 限 的 极限 . 
了 1) 反常 积分 PA f(suu(s))ds 收 化 , 从 而 左 极限 u(c-) 存在 , 并 且 是 有 限 数 , 我 们 


可 以 说 点 (c,u(c-)) 是 DD 的 边界 点 . 事实 上 , 否则 (1.1.1) 应 在 一 个 区 间 Je 一 hc 十 可 
中 有 一 个 解 ww, 满足 w(c) = wu(c-); 由 (2.3), 它 在 区 间 jc 一 h,c[ 中 与 重合 ， 从 而 在 
jb,d[ 中 等 于 ,在 jc 一 he 二 h[ 中 等 于 w, 于 是 它 应 当 是 (1.1.1) 在 jb,c 十 如 中 的 一 
个 解 , 并 且 满 足 柯 西 条 件 (1.1.2), 与 e 的 定义 相 矛 盾 . 

特别 地 , 当 f 在 D 中 有 界 时 , 情形 了) 不 可 能 出 现 , 因此 或 者 c = +eo, 或 者 
(cu(e-)) 是 D 的 一 个 边界 点 . 
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注释 (3.8.1) 一 般 不 可 能 由 简单 考察 方程 (1.1.1) 及 初始 条 件 (1.1.2) 就 可 确定 (3.7) 
中 的 最 大 区 间 Jo. 例如 对 于 方程 x' = z2 及 D = R?, 在 点 to = 0 取 值 ro > 0 的 解 
是 zo/(1 一 tzo0), 并 且 J 是 区 间 ] 一 00,1/zol. 

(3.8.2) 在 不 设 函数 f 在 z 处 是 利 普 希 茨 的 时 , 可 能 (1.1.1) 在 及 中 的 区 间 中 有 许多 
解 , 并 且 这 些 解 都 满足 柯 西 条 件 (1.1.2). 例如 取 f(t,z) = 2|zl3, 并 且 对 于 任何 c> 0 
用 we 表示 及 中 的 这 样 一 个 连续 可 导 函 数 : 对 于 +<c 等 于 0, 对 于 t 之 c 等 于 (ti 一 0)?, 
显然 所 有 这 些 函 数 满足 微分 方程 z' = 2lz| 及 柯 西 条 件 ve(0) = 0. 


4. 对 微分 方程 组 与 高 阶 微分 方程 的 推广 


(4.1) 设 n 是 任 一 整数 > 0,D 是 R"+1 中 的 一 个 开 集 , fj(1 < j < n) 是 D 中 的 nn 个 
实数 值 连续 函数 ; n 个 一 阶 微分 方程 的 方程 组 


21 = fi(t,T1,.* ,Ln), 
(4.1.1) 24 = falt, z1,.* ,Zn), 
Zh = fn(t, Ti ,Tn), 


在 开 区 间 [CR 中 的 解 是 一 组 ”个 在 工 中 确定 的 可 导 连 续 函 数 
t 一 由 的 (和 7 和 mh) 
使 得 对 于 任何 teL 我 们 有 
人 aa 人 yan()ED 
并 且 对 于 任何 teI 及 1<j 和 mu 
W(t) = f(t (Dnt). 


特别 方便 的 是 采用 几何 语言 , 用 x 表示 向 量 (z1,… ,zn) e R", 用 (t,2) 一 
f(t, 2) 表示 从 开 集 D c R x R" 到 R" 中 的 映射 


(bz Tn) 一 filby 1 Tn)s ee fn lt Tle sn). 
于 是 微分 方程 组 (4.1.1) 可 写成 一 个 向 量 微分 方程 
(4.1.2) z= f(t,7) 
的 形式 , 并 且 这 方程 的 解 是 从 IC RR 到 Rn 的 向 量 映射 


t= u(t) = (u(t),*… ,un(t)), 
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这 映射 在 I 中 连续 及 可 导 , 并 且 对 于 te 满足 w'(t) = f(t, w(t)). 在 这 里 柯 西 问题 
可 表述 如 下 : 已 给 一 点 (to,zo) E D {这 里 zo = (z01,… ,zon) € R"), 要 在 含 如 的 区 
间 工 中 的 诸 解 之 中 , 求 出 还 满足 (向 量 ) 初始 条 件 


(4.1.3) u(to) = Zo 


的 解 ; 上 列 条 件 当然 等 价 于 n 个 (数值 ) 初始 条 件 : 对 于 1 < j < nwj(to) = zoy. 
按照 向 量 映射 的 积分 的 定义 ( 预 篇 , 4.4), 求 (4.1.2) 的 满足 柯 西 条 件 (4.1.3) 的 解 
问题 可 叙述 如 下 : 在 I 中 , wu 必须 满足 (向 量 ) 积分 方程 


t 
(4.1.4) u(t) =z0+ / f(s,u(s))ds. 


由 于 C" = R2n,8 在 有 x Cn 的 一 个 开 集 D 中 确定 情形 是 上 述 情形 的 一 个 特例 . 
(4.2) 由 于 记号 相似 , 我 们 在 常 微分 方程 组 理论 的 研究 中 , 逐步 仿照 一 个 (数值 ) 常 微 
分 方程 的 情形 进行 . 首先 确定 在 IC RR 中 (4.1.2) 的 差 是 = 的 近似 解 是 I 中 的 一 个 连 
续 向 量 映射 v : [ R", 它 是 分 段 连续 向 量 函 数 v' 在 工 中 的 原 映 射 @, 并 且 对 于 任 
何 telL (t,v(t)) ED, 除了 在 不 连续 点 外 ， 


(4.2.1) | (0) — F(t, v(t) < e; 


zl 是 在 第 一 章 , 1.6.1 中 引进 的 范 数 . 然后 与 在 (2.2) 中 一 样 , 由 下 列 条 件 引进 (在 
D 中 确定 的 连续 ) 映射 对 常数 是 (关于 z 的 ) 利 普 希 英 的 概念 : 对 D 中 第 一 坐 
标 相 同 的 任意 两 点 (t, 21), (t, rz)， 


(4.2.2) f(t, za) — f(t, zo)) < kllz1 — x2ll. 


由 第 一 章 ,3.6.1, 当 仿 导数 2 在 (1 < 4j < 在 D 中 有 界 时 ,上 述 条 件 成 立 . 于 是 有 
与 (2.3) 相应 的 结果 : , 

(4.3) 设 了 是 在 了 ”中 取 值 的 映射 , 在 开 集 D C 妨 x 人 R" 中 确定 并 且 连 续 , 还 满足 
(4.2.2), 设 wl, tz 是 两 个 在 Rn 中 取 值 的 映射 , 在 开 区 间 IC RR 中 连续 , 在 工 中 分 别 
由 个 分 段 连 续 映 射 的 原 映射 组 成 , 满足 条 件 (t,u1(t)) ED 及 (taua(t)) < D, 并且 
除了 在 不 连续 点 处 外 , 还 满足 不 等 式 


(4.3.1) | 人 — Fé mt) < er, g(t) 一 了 aa 人) 和 ez 
设 to El 并且 设 


(4.3.2) ua(to) 一 aa(to)ll < 5 
四 译 者 注 :“ 原 映射 ”(primitive drune fonction) 即 用 来 表示 映射 之 函数 的 原 琐 数 . 
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那么 对 于 任何 tel 我们 有 
(4.3.3) lus (0) — wal < 5ekt 十 (et 全 — 1), 


这 里 
E=a1+€2. 
证 明 与 (2.3) 的 证 明 完全 相同 , 只 要 在 (2.3) 的 证 明 中 , 到 处 用 范 数 代替 绝对 值 ， 
并 且 应 用 “向 量 "形式 的 中 值 定 理 (第 一 章 , 3.5.4). 
(4.4) 现在 设 了 在 D 中 有 界 并 且 一 致 连续 , 可 用 (3.1) 中 所 讲 的 柯 西 - 利 普 希 艾 法 
作出 (4.1.2) 的 “分 段 线性 的 ” 近似 解 : 在 这 里 wm+i 是 [to 十 mh,to 十 (m 十 1) 有 中 的 
向 量 值 映 射 : 


t= Wm(to + mh) + (t—to—mh)f(to t+ mh,um(to + mh)). 


如 同 在 (3.3) 中 那样 , 当 假设 D 包含 “ 超 平行 体 ” |t 一 to| < a,lz 一 zoll| < 5b, 并 且 
令 
c=inf(a,b/M) 


时 , 至 少 在 一 个 区 间 长 一 如 | < c 一 hh 中 , 上 述 作法 有 意义 . 

下 列 结果 与 (3.5) 相对 应 : 
(4.5) 设 于 在 D 中 有 界 、 一 致 连续 , 并 且 对 于 常数 天 是 利 普 希 茨 的 ; 设 也 是 (4.1.2) 的 
相差 是 a 的 近似 解 , 它 是 在 有 界 开 区 间 工 中 确定 的 . 用 p(t) 表示 函数 (3.5.1), 并 且 
设 工 CI 是 最 大 的 开 区 间 , 在 其 中 对 于 满足 |lell 和 1 任何 ce 了 Rn, 点 仿 v 昌 二 ep 人 的 ) 
属于 D. 那么 存在 着 在 J 中 的 一 个 映射 以, 它 是 (4.1.2) 的 相差 是 < 的 近似 解 , 并 且 
满足 u(to) = v(to); 此 外 , 对 于 具有 这 些 性 质 的 任何 近似 解 4, 我 们 有 : 在 J 中 


(4.5.1) w(t) — wv (DN < pt). 


(4.5) 的 证 明 与 (3.5) 的 证 明 相同 , 不 过 要 把 绝对 值 换 成 范 数 . 

关于 (4.1.2) 的 柯 西 问题 , 由 此 可 导出 解 的 存在 及 唯一 性 : 
(4.6) 假设 及 记号 与 (4.5) 中 的 相同 , 对 于 任何 = > 0, 存在 着 (4.1.2) 在 J。 中 确定 的 
解 uu, 且 满足 w(to) 三 v(t); 这 解 在 Je 中 还 满足 (4.5.1). 

这 里 还 是 只 须 像 (3.6) 中 那样 论证 
(4.7) 最 后 , 当 只 设 f 连续 , 并 且 对 z 是 局 部 利 普 希 茨 的 时 , 与 (3.7) 中 一 样 , 可 证 明 
存在 着 一 个 最 大 的 区 间 Jo, 在 其 中 可 确定 关于 (4.1.2) 的 柯 西 问题 的 解 , 并 且 在 Jo 的 
端点 处 的 性 质 也 可 同样 进行 考察 . 
(4.8) 已 给 在 开 集 D c R"+! 中 的 连续 实 值 函数 f,n 阶 微分 方程 


(4.8.1) 2 = f(t 2 7 0, ,2 )) 
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在 开 区 间 IC R 中 的 解 是 在 工 中 确定 的 一 个 连续 并 且 n 次 可 导 的 实 值 函数 ww 使 得 
我 们 有 : 对 于 任何 tel 
(ult), 0), uD ()) ED， 
并 且 对 于 任何 te 
UD) = f(t, u(t), uN)). 
这 种 方程 的 求解 可 立即 化 成 一 阶 n 个 微分 方程 组 的 求解 .事实 上 , 如 果 v 是 
(4.8.1) 在 I 中 的 解 , 那么 n 个 函数 组 


= = n= 
是 由 工 中 的 连续 并 可 导 的 函数 组 成 的 , 这 组 本 数 是 下 列 方程 组 的 解 : 
N= Ye 
4 = Ys 


(4.8.2) 
Mh-1 = Yn 
Wh = f(t Ya Yn) 
并 且 反 过 来 , 如 果 (w1,v2,… ,vn) 是 这 一 微分 方程 组 的 解 , 函数 wu = vi 在 工 中 连续 ， 
n 次 可 导 ,并且 是 (4.8.1) 的 解 . 因此 关于 (4.8:1) 的 柯 西 问题 , 作为 定义 , 就 是 关于 方 
程 组 (4.8.2) 的 柯 西 问题 , 这 就 是 说 , 求 (4.8.1) 在 含 to 的 开 区 间 工 中 的 解 , 并 使 这 解 
还 满足 初始 条 件 : 


(4.8.3) u(to) =zo, wto) =20, Do) =20 


这 里 点 (to,zo,z0,… ;zx 了 ) 属于 D. 
我 们 同样 可 以 把 形式 如 下 的 阶 数 > 1 的 微分 方程 组 

A 
ss 

aa 
化 成 (4.1.1) 类 型 的 微分 方程 组 . 取 所 有 的 函数 及 上 式 右边 出 现 的 所 有 导数 作为 未 知 
函数 , 就 得 到 含 mm + nz 十 … 十 nr 个 一 阶 微分 方程 的 方程 组 , 它 的 解 与 (4.8.4) 的 解 
一 一 对 应 . 
(4.9) 在 向 量 微分 方程 (4.1.2) 中 , 往往 要 作 变 数 代 换 或 未 知 映射 的 代 换 , 这 里 限于 考 
虚 D =Ix 匠 情形 , 这 里 I 是 民 中 的 一 个 开 区 间 , H 是 R" 中 的 一 个 开 集 . 设 0 是 
及 中 的 一 个 开 区 间 , 并 且 yp : s 一 p(s) 是 从 石 到 工 的 一 个 连续 可 导 映 射 ; (4.1.2) 通 
过 变数 代 换 上 = p(s) 而 得 的 微分 方程 是 


(4.9.1) z= f(p(s), z)p'(s). 
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这 里 上 式 右边 是 在 D x H 中 确定 的 ; 对 于 (4.1.2) 在 J CI 中 确定 的 任何 解 w 映射 
s 一 Mu(2(5)) 是 (4.9.1) 的 确定 在 p-1(J) cm 中 的 解 ; 如 果 函 数 yp 是 双 射 , 并 且 如 果 
它 的 反 函 数 在 工 中 连续 可 导 , 反 过 来 从 (4.9.1) 的 任何 解 , 可 导出 (4.1.2) 的 一 解 . 

对 于 未 知 映射 的 代 换 , 这 里 只 考虑 HH = R" 及 线性 代 换 情形 . 数 A(t) 是 在 I 中 
确定 的 n 阶 可 逆 方 阵 , 其 中 元 素 是 实 的 , 并 且 在 I 中 是 连续 可 导 的 ; (4.1.2) 通过 未 知 
映射 代 换 y = A(t).z 而 得 的 方程 是 微分 方程 


(4.9.2) Y =A.Ft, A (EY) + A(t)AT TH).y, 


上 式 右 边 在 I x R? 中 确定 并 且 连 续 ; 对 于 (4.1.2) 在 了 CI 中 确定 的 任何 解 wu, 映射 ， 
v :tt 一 A(t).ult) 是 (4.9.2) 在 J 中 确定 的 解 , 并 且 反 过 来 , 如 果 v 是 (4.9.2) 这 样 的 
一 解 , u :t 一 A-!(t).v(t) 是 (4.1.2) 在 J 中 确定 的 一 解 . 


5. 复 域 中 的 微分 方程 


(5.1) 设 D 是 空间 C" 中 的 一 个 开 集 ; 所 谓 在 D 中 确定 并 且 连 续 的 复 值 函数 f 在 

D 中 解析 (或 全 纯 ), 就 是 说 对 于 任何 点 zo = (zi0, z20,… ,zno) < D, 对 每 个 指标 

j(1 jn), 函数 一 了 (z10;… 2-1.027;2j+1.0,"… ,zn0) 在 点 zjo 的 邻 域 中 解析 ， 

而 且 偏 导 数 HE … ,zn) (假设 它们 在 D 中 存在 ) 在 D 中 连续 (可 证 明 最 后 这 一 
Ci 


条 件 是 上 述 各 条 件 的 推论 ). 
复合 函数 求 导数 定理 的 通常 证 法 表明 : 当 wi,… ,wn 是 C 内 开 集 U 中 单 复 变 
数 > 的 解析 函数 , 并 且 对 任何 ze U， 


(un(z)…… ,wn(z)) ED 
时 , 复合 函数 
2 一 juai(z ,wn(z)) = g(z) 
在 中 解析 , 并 且 有 由 下 式 给 出 的 导数 : 


(G1) ge) = De) OL Coa), snl). 
j=1 » 


我 们 定义 在 D 中 解析 、 在 Cr 中 取 值 的 映射 , 同样 是 用 它 的 > 个 分 量 在 D 中 解 


析 这 一 条 件 ; 这 种 偏 导 映 射 了 = ( 记 )i<ksr 是 向 量 解析 映射 下 =-( 纺 ) 
了 eh 


设 D 包含 ”个 闭 圆 盘 


ls 20l <r; (1gjgn) 
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的 来 积 A, 并 且 设 M 是 nt 个 连续 映射 园 在 A 中 的 上 确 界 . 那么 无 论 在 A 中 的 
2z 及 zw 是 什么 样 的 复 向 量 , 我 人 有 


(5.1.2) If(z") — f(z")| < nMllz’ — z"l. 


事实 上 , 考虑 在 C 中 端点 是 0 及 1 的 线段 , 当 t 在 这 线段 的 充分 小 的 邻 域 VCC 
中 变动 时 , 点 z' 十 t(z” 一 z') 属于 A. 因此 映射 


4 一 9 的 一 e+ 二 过) 
在 V 中 解析 , 并 且 特 别 对 于 0 < + < 1， 9 是 连续 可 导 的 , 而 且 
9 = +e 2) 
i=1 


于 是 (5.1.2) 可 由 中 值 公式 导出 . 
(5.2) 设 D 是 C"+1 中 的 一 个 开 集 , 并 且 考 虑 在 D 中 解析 的 n 个 复数 值 函数 方 (1 < 
j 了 对 nn). n 个 一 阶 微分 方程 组 成 的 方程 组 


wi = fi (2, wh, ,Wn), 


f(z, ul ,Wn), 


人 0 二 


(5.2.1) 
(0 


在 开 集 Hc C 中 的 解 是 一 组 n 个 在 H 中 解析 的 复数 值 函数 z 一 uj(z)(1 < j < n)， 
使 得 对 于 任何 ze H， 
(zt(z) un(z)) ED 


并 且 对 于 任何 zeH 及 1<jgn, 
(2) = 方 (za(z ,un(2)). 
把 复 向 基 (wi,… ,wn) es Cn 记 作 w, 把 向 量 (f(z,wiy wn) ,fn(z) Wi 
wn)) 记 作 f(z,w), 还 可 把 方程 组 (5.2.1) 写成 
(5.2.2) au = f(z,w), 


与 在 (4.1) 中 一 样 , 我 们 可 把 关于 这 一 向 量 方程 的 柯 西 问题 表述 如 下 . 

设 孔 是 C 中 的 单 连通 开 集 , wu 是 H 中 的 一 个 解析 映射 , 在 C" 中 取 值 . 如 果 久 
是 (5.2.2) 的 一 个 解 , 对 于 zo e H,au(zo) = too, 那么 对 于 H 中 连接 zo 及 z 的 任何 道 
路 a(z) (第 七 章 , 5.2), 我 们 也 有 


(5.2.3) u(z) = wo + 人 ea 
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反 过 来 , 如 果 HH 中 的 一 个 向 量 解析 映射 wu, 使 得 对 于 任何 ze H,(z,u(z)) s D, 并 且 
满足 (5.2.3), 那么 这 就 是 (5.2.2) 的 满足 初始 条 件 u(z0) = wo 的 一 个 解 . 这 是 因为 这 
时 f(z,wu(z)) 在 HH 中 解析 (5.1), 并 且 wu(z) 是 这 映射 在 点 zo 取 值 wo 的 原 映 射 . 
(5.3) 对 复 域 中 微分 方程 (5.2.2) 的 解 做 大 范围 的 研究 , 要 遇 到 意外 的 困难 . 例如 对 方 
程 w= -3w, 可 取 D = C, 但 是 这 方程 在 C 中 没有 解析 的 解 ,甚至 没有 亚 弛 的 解 
(所 有 解 都 有 “支点 ")， 可 是 在 实 域 中 的 微分 方程 情形 , 关于 解 在 确定 它 的 整个 区 间 
的 性 质 , 我 们 曾经 有 所 了 解 (3.7)， 对 复 域 中 的 微分 方程 , 在 这 里 只 考虑 局 部 的 解 的 
存在 与 唯一 性 定理 , 而 不 试图 考察 这 种 解 的 解析 开拓 问题 . 
(5.4) 设 也 是 n 十 1 个 开 圆 盘 

lz—z0| <a, lwi—wol<b (sj 和 7 
在 Cn+l 中 的 乘积 . 设 (ztw) 一 f(z,w) 是 D 中 的 向 量 解析 映射 , 在 Cn 中 取 值 ， 
并 且 设 在 D 中 中 f(z,w) 咱 < M, 并 且 吉 | < A(l<j<n) 那么 在 国 盘 A : 

了 


= ( 十) 中 ,存在 着 (5.2.2) 的 一 个 、 并 且 只 有 一 个 解析 解 u 满足 


u(z0) = wo = (zj0)- 
在 这 里 要 用 迭代 (或 逐步 通 近 ) 的 一 般 概念 (第 二 章 , 3.1). 要 证 明 在 A 中 用 下 
列 条 件 可 以 递 推出 向 量 解析 映射 的 一 个 序列 {um}: 


(5.4.1) ao(z) = two, 
(5.4.2) Um+1(2) = wo + ,7 Um(s))ds (m > 0), 
这 里 a(z) 是 A 中 起 点 是 zo、 终点 是 z 的 一 条 道路 (例如 联结 这 两 点 的 线段 ); 然后 


证 明 序列 {um} 在 A 中 一 致 收敛 于 所 求解 u, 并 且 这 个 解 是 唯一 的 . 
设 wm 已 确定 , 并 且 对 于 任何 z € 人 A， 


um(z) — woll < b; 


于 是 对 于 任何 ze A, (5.4.2) 的 右边 是 确定 的 , 而 且 为 了 进行 递 推 , 只 要 证 明 对 于 任 
何 z € A, 也 有 |un+i(z) -aol < 5b. 然而 既然 对 于 任何 z € A, f(z,wm(z) < M， 
由 第 七 章 , 2.1.3, 我 们 有 


| | f(runls)as 
a(z) 


< Mlz—z0| <b. 
由 此 得 上 面 所 需 结 论 . 

另 一 方面 , 由 (5.1.2), 对 于 D 中 有 相同 第 一 个 射影 的 任意 两 点 (2, wm') 及 (> an)， 
我 们 有 
(5.4.3) f(z,20) — F(z, )N < kllw’ 一 2 
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这 里 大 = n4. 因此 由 (5.4.2) 可 导出 : 对 于 任何 m > 1， 


lunsa(za) - am(a = | / rm (0) = Fs m1 Co)))as 


<k 


en- we 
as) 


由 于 le(z) - auo(z) = ua(z) — woll = |/ opi < M|z 一 zol, 于 是 对 mm 


递 推 , 就 得 到 (把 a(z) 取 作 线段 ) 


M (ko)™+1 
大 


> 一 20|m+1 < 
| (mt 


(5.4.4) eS ET 03] 二 一 
这 就 证 明了 一 般 项 是 wm41(z) 一 um(z) 的 级 数 在 A 中 正规 收效 . 于 是 由 (5.4.3) 类 
定 , 向 量 解析 映射 > 一 f(z,am(z)) 的 序列 在 A 中 也 一 致 收敛 于 > 一 jz,u(z)); 又 
由 第 七 章 , 10.1, 序列 {um} 的 极限 wv 在 A 中 解析 , 而 由 第 五 章 , 3.4, 对 于 任何 z € A， 


uz) = ano 十 / fas. 


由 (5.2), 这 样 就 完成 了 解 & 存在 的 证 明 . 
4 的 唯一 性 可 由 (4.6) 直接 导出 , 只 须 注意 到 : 对 满足 0 < 0 < 2x 的 任何 0, 实 
变数 t 的 向 量 映射 


vi:t— uz20+te’) 
是 向 量 微分 方程 
v(t) = ee f(z0+te®, v(t)) 
在 区 间 ] - cel 中 的 解 , 并 且 满 足 柯 西 条 件 v(0) = wo 
唯一 性 问题 也 可 直接 论证 如 下 : 如 果 g 是 (5.2.3) 在 A 中 的 解 , 对 于 任何 m > 0， 
我 们 有 


un+i(z) — g(z)l = | Cun) 一 7(s,g(s))ds 


<k 


/lune) = gt)las 
a(z) 


并 且 另 一 方面 , 对 于 m = 0， 


< Mlz ~ zol. 


lluo(z) — g(z)| = llwo 一 9(z)| = | yf gs))ds 
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由 此 与 上 面 一 样 , 对 mn 递 推 , 就 得 到 
luansaG) ~ g(a) < tT le ot, 


取 极限 , 正好 得 到 g = wu. 证 完 . 

(5.5) 在 复 域 中 , 变量 代 换 或 未 知 映射 代 换 问 题 与 在 实 域 中 (4.9) 同样 处 理 , 不 过 要 径 
直 把 R 换 成 C, 把 I 换 成 C 中 的 开 集 , 并 且 只 考虑 解析 函数 或 解析 映射 , 要 注意 只 
有 当 所 用 变换 z = p(w) 是 双 射 时 , 才 可 能 从 变换 了 的 方程 的 解 , 导出 原 有 方程 的 解 ; 
否则 要 把 变量 w 及 z 的 定义 域 分 解 成 几 个 , 在 每 一 个 部 分 域 中 变换 都 是 双 射 , 然后 
详细 研究 从 一 个 部 分 域 到 另 一 变换 的 方式 . 


6. 解 与 初始 条 件 和 参 变量 的 相关 性 


(6.1) 如 (5.3) 中 所 指出 , 我 们 不 讲述 复 域 中 微分 方程 (5.2.2) 的 解 的 解析 开拓 这 一 难题 . 可 
是 我 们 要 看 到 , 当 已 知 这 种 方程 在 C 的 一 个 开 集中 有 满足 一 个 初始 条 件 的 解 时 , 可 以 断定 在 
同一 开 集中 , 与 原 方程 “ 相 邻 近 ” 的 微分 方程 也 有 满足 “ 相 邻 近 ” 的 初始 条 件 的 解 . 

(6.2) 把 空间 C"*+*+! 看 作 乘 积 空间 C x C" x C*. 考虑 在 C"**+! 中 一 个 开 集 D 及 在 D 
中 确定 、 并 在 Cr 中 取 值 的 一 个 向 量 解析 映射 


(zi 划一 f(z,w,t). 
现 研究 含 复 “ 参 变 ” 向 量 t 的 微分 方程 
(6.2.1) w’ = f(z,w,t) 
的 解 . 设 D 的 形状 是 Vx A, 这 里 V 是 C"+! 中 的 一 个 开 集 , A 是 圆 盘 的 乘积 性 一 如 | < RR. 
设 微分 方程 
(6.2.2) w’ = f(z,w,to) 


有 在 开 集 Ho C pri(V) 中 确定 、 并 且 解 析 的 解 9 (当然 设 g(Ho) C V). 设 F 是 包含 在 Ho 
中 的 一 个 有 界 闭 集 , H 是 F 的 内 点 的 集 , 并 设 H 是 单 连通 的 . 

然后 由 于 g(F) 是 V 中 的 一 个 有 界 闭 子 集 , 存在 着 一 数 0 > 0, 使 得 对 于 任何 5 € 
]0,6ol]，Cr+k+1 中 满足 下 列 条 件 的 点 (Cut): 


(6.2.3) ¢eH,lv—g(ON+lt— tol <6 


所 组 成 的 开 集 Us 连同 它 的 边界 包含 在 D 内 . 于 是 我 们 有 下 列 结果 : 

(6.3) 在 (6.2) 中 的 假设 下 , 存在 着 一 数 5, 满足 0 < 6 < 60, 并 且 使 得 对 任何 点 (4,v,t) € Us， 
(6.2.1) 有 一 个 、 并 且 只 有 一 个 解 = 一 u(z,C,v,t) 在 H 中 确定 , 并 且 满足 初始 条 件 

(6.3.1) (Gu 一 也 


而 且 映 射 (2 Cui 一 aa(z6suH 在 再 xUa 中 (关于 它 所 依赖 的 风 十 大 十 2 个 复 变数 ) 还 
是 解析 的 . 
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现在 把 (5.4) 中 用 过 的 迭代 法 加 以 修改 , 用 来 证 明 命题 (6.3) 我 们 要 看 到 : 取 5 充分 
小 , 可 在 H x Us 中 确定 向 最 解析 映射 的 一 个 序列 (z, 6,v,t) 一 um(z,《,v,t), 使 得 对 于 任 
何 m, (zaum(z,Gu, 贡 ) < V; 这 一 序列 是 按 下 列 方式 就 m 递 推 作 出 的 : 


(6.3.2) uo(z,6,0,t) = g(2)+v ~— g(¢) 
并 且 对 于 m > 0， 
(6.3.3) untilz G00) = 0+ {founls, ,vt) as, 


这 里 ax : [0, 和 一 H 是 起 点 5、 终 点 z 的 折线 . 我 们 知道 既然 H 是 单 连 通 的 , 积分 不 依赖 
于 连接 5 及 z 的 道路 as， 为 了 证 明 wm 存在 , 可 以 只 使 z 在 一 个 心 为 z! 的 个 闭 轩 盘 
Hi C H 中 变化 . 于 是 取 az 是 由 起 点 《、 终 点 zi 的 与 z 无 关 的 道路 以 及 起 点 zl、 终 点 z 
的 线段 相 衔接 而 成 . 可 设 az 用 曲线 5 的 弧 作 为 参数 来 表示 , 这 参数 在 区 间 [0,a:] 中 变动 . 
对 于 z € Hi, 设 这 些 区 间 的 长 度 以 固定 的 数 c 为 界 , 并 且 对 于 0 < < az, 除了 在 有 限 个 点 
处 外 , la:(6)| = 1. 首先 , 我 们 有 


(6.3.4) llwo(z, 6,v,£) — g(z)l = lv — g(0), 


因此 对 于 任何 5 < 60, 由 关系 式 (C,v,t) < Us 可 导出 : 对 于 任何 z < H, (z, uo(z, ,8,t),t) € 
Us. 其 次 , 由 g 的 定义 , 我 们 有 


aa(z2 6,0,£) — wo(z, 6,v,t)) = 


f suots cs), — Fe,9(8), to)ads 


由 于 在 Us 及 它 的 边界 的 并 集 , 即 一 有 界 闭 集中 , 了 的 偏 导数 有 界 ( 预 简 , 5.6), 存在 着 一 个 党 
数 上 > 0, 使 得 我 们 有 : 对 于 Uso 中 两 点 (z,w',t 及 (z,w”, 的 )， 


(6.3.5) lf (zt) — flzw", tN < kw = wl+ de el) 
(5.1.2): 因此 由 (6.3.4) 、(6.3.5) 及 中 值 定理 , 得 到 对 于 0 < € < a: 及 (4,v,t) € Us, 


(6.3.6) luaa(az(6 Gu 有 一 Mo(az(E) cs k6é. 
现 取 5, 使 得 
(6.3.7) 6er° < 50. 


于 是 特别 对 于 0 < 5 < a:, 我们 有 5(1 + KE) < 5o, 并且 由 (6.3.4) 及 (6.3.6) 导出 : 对 于 
0<sEsos 及 (uibeUs 我 们 有 (as(6aa(az(6 cu 浊 < Uao' 现 要 就 mm 递 推 证 
明 : 对 于 0<es<as 及 (Cu 归 EUs 我 人 有 
Kiem 

ml 


(6.3.8) Nm (oa(€),C, 0,t) — tm-i(os(€), 6,0,t)) < 6 


南 此 应 用 (6.3.7) 及 不 等 式 1 + 多 + 生生 + 二 各 全 < ert < eo, 可 导出 对 于 
0<€<a: 及 (4,v,t) seUs, 我 人 有 


(Qs(€), um(az(é), 6,%,t),t) € Uso, 


从 而 可 用 公式 (6.3.3) 确定 um+1. 
已 经 对 m = 1 证 明了 不 等 式 (6.3.8), 设 这 不 等 式 对 m > 1 成 立 , 并 且 注 意 这 时 我 们 有 


luansatas(e,Ga 昌 -an(as(eGwal 
= | f sunes tm).0t),t) - Flos(Wram ileal Co0), ty nan], 


由 此 应 用 (6.3.5) 及 (6.3.8), 就 得 到 


Am+ltmti 
Nm+i(as(é), C0,t) — um(os(€),6,v,t)) < Sr 
这 样 证 明了 递 推 是 合理 的 , 并 且 完 全 确定 了 这 些 wm. 
此 外 , 已 经 证 明了 对 于 任何 ze Hi 及 对 于 (C,v,t) € Us, 我 们 有 

Re 

mi 
这 样 就 可 证 明 序 列 {wm} 在 Hi x Us 中 一 致 收效 . 于 是 这 序列 的 极限 u 在 Hi x Us 中 解 
析 (第 七 章 , 10.1), 并 且 可 像 (5.4) 中 一 样 结束 论证 . 
(6.4) 同样 的 证 明 也 可 应 用 到 实数 域 , 只 是 要 把 D 取 作 有 "+: x R* 中 形 如 V x A 的 开 集 ， 
这 里 V 是 R"+! 中 的 开 集 , 并 且 A 是 区 间 的 乘积 ; 要 把 解析 函数 用 连续 可 导 函 数 来 代替 , 把 
Ho 及 HH 用 及 中 的 开 区 间 来 代替 . 结束 论证 要 引用 第 五 章 , 3.4, 在 (6.3.3) 的 两 边 取 极限 . 


(6.3.9) lum(z,6,5,t) — um-i(z, C9,t))| < 6 


习 题 
1) 考虑 纯 量 微 分 方程 


[z+tsinT = f(tz), 


z= || 

上 式 右边 是 在 R* 中 确定 的 ; 取 如 = 0,zo = 0 作为 初始 条 件 , 并 且 考虑 用 对 于 值 h = 
ei 

(n+ 当 ) (rm 站 向 于 +eo) 的 柯 西 - 利 普 希 区 方法 作出 的 近似 角 用 wn(0) 表示 与 对 应 


的 近似 解 . 
a) 证 明 : 如 果 n 是 偶数 , 我 们 有 


un(h) 二 0,un(24) = 所， 并 且 un(3h) > /2 > (34)3/2/16. 
还 存在 着 一 个 常数 c > 0, 使 得 如 果 对 于 满足 mh < < 的 整数 m, 我 人 有 un(mh) > 
天 on/2， 那么 对 于 mh < ph < c, 我 们 也 有 un(ph) > 吉 (ph)*, (证 明 


fph, wn(ph)) > (un(ph))24 — ph > 3 (Ph) —ph> 亩 (2h) 


并 且 注意 对 于 + < ,我 们 有 直人 > 名 (Be"): 由 递 推 完成 证 明 .) 


b) 同样 对 n 是 奇数 情形 进行 论证 , 证 明 我 们 有: 对 于 3h < mh < 2， 


1 
un(mh) < -me. 
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断定 当 n 趋向 于 二 ce 时 , 近似 解 un(t) 不 趋 近 于 任何 极限 . 

2) 设 f(t,z) 在 R? 的 集 |t| < a, |z| < 5 中 确定 , 并 且 是 取 实 数值 的 连续 函数 , 还 满足 : 
对 于 好 > 0, f(t,z) < 0; 对 于 好 < 0,f(t,z) > 0. 证 明 微分 方程 zx' = f(t,z) 满足 初始 条 
件 z(0) = 0 的 唯一 解 是 恒 等 于 零 的 函数 (用 反 证 法 . 在 确定 解 u 的 区 间 [0, oj 中 , 考虑 使 
达到 极 大 值 或 极 小 值 的 点 ). 

3) 设 f(t,z) 是 在 R? 中 由 下 列 条 件 确定 的 连续 实 值 函数 : 对 于 z > t2, f(t,z) = 一 2t; 
对 于 lz| < 22,f(t,z) = 2 对 于 z < -2,f(tz) = 2t， 设 {un} 是 由 下 列 条 件 确定 


的 画 数 序列 : uolt) = 弛 ,对 于 n> lin(t) = [ f(s,un_1(s))ds， 证 明 ; 虽然 微分 方程 
o 


z' 二 f(t,z) 有 满足 初始 条 件 u(0) = 0 的 唯一 解 u 二 0 (习题 2), 可 是 对 于 任何 值 t 关 0, 序 
列 fun 人 } 不 收敛 ， 
4) a) 设 D C RRxR" 是 包含 “ 超 平行 体 ” 


Pi:lt—-tol<a, lz—zoll<b 


的 一 个 开 集 , 并 且 设 了 是 D 中 连续 并 且 对 = 是 局 部 利 普 希 区 的 一 个 映射 . 设 h(s,z) 是 对 
0<z<sa 及 0<z< 和 5 确定 并 且 连 续 的 两 实 变数 s,z 的 函数 > 0, 而 对 任何 se [0,aj, 映 
射 z 一 h(s,z) 是 递增 的 ; 设 在 超 平行 体 P 中 ， 


[FCé, zs hllt ~— tol, lz 一 zol 


设 y 是 在 区 间 0 < t < c (这 里 c < a) 中 一 个 分 段 连续 、 在 [0,b[ 中 取 值 的 函数 的 原 函 
数 , p(0) = 0, 而 且 在 [0,c[ 中 , 除了 在 yp' 的 不 连续 点 处 外 ， 


P'(s) > h(s, p(s)). 
证 明 方程 =' = 了 (t,z) 满足 柯 西 条 件 u(tio) = ro 的 解 u 的 最 大 定义 区 间 包 含 |to 一 
c,to 十 cl, 并且 在 这 区 间 中 , 我 们 有 
jlu(b — zoll < (lt— tol). 


b) 设 D 包含 开 集 TIx Rr, 这 里 工 是 及 中 的 开 区 间 , 并 且 设 在 D 中 , 我 们 有 f(t,z) < 
h(llzll), 这 里 h(z) 是 对 任何 = > 0 确定 的 实 变数 z 的 连续 增 函 数 > 0, 并 且 满足 


te 
人 Mz 
证 明 方 程 z' = f(t,z) 的 任何 解 是 在 上 整个 I 中 确定 的 . 
5) a) 设 在 矩形 P : |t 一 to| < a,|z 一 zol <b 中 ,g 及 六 是 两 个 连续 实 值 函数 , 对 > 是 
局 部 利 普 希 茨 的 , 并 且 在 P 中 满足 


g(tz) < h(t, z£). 


设 w (或 v) 是 z= 二 g(t,z) (或 z = h(t,z)) 满足 ulto) = zo (或 v(to) = zo) 并 且 对 
t0 < t < to 十 c 确定 的 解 . 证 明 对 于 to < 上 < 如 十 c, 我 们 有 ult) < v(t) (考虑 使 这 不 等 式 
成 立 的 上 的 上 确 界 ). 


习 题 319. 


b) 用 同样 的 记号 , 只 设 在 P 中 , g(t,z) < h(t,z). 证 明 对 于 to < t < to 十 c, 我 们 有 
ut) < v(t) (考虑 zf 一 Atz) 十 二 的 解 om, 它 满足 va(to) = zo, 然后 令 n 趋 向 于 +oo, 并 


且 应 用 (3.6))， 
6) 设 本 是 区 中 起 点 是 0 的 最 大 区 间 , 在 其 中 方程 


2 
z= 和 A+ a 是 实 常数 ) 
的 解 u 是 确定 的 . 
a) 证 明 如 果 A < 了, 我 人 有 J = lo,+co[ (应 用 习题 4a), 注意 这 时 有 实数 。 满足 
c 和 入 二 c2). 
b) 证 明 如 果 A > +, 我 人 有 J = [0,al, 这 里 
2 <a<sh 


开 
2VAX VAA—1 
( 令 z=y(1 十 位) 并 且 应 用 习题 5). 
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1. 线性 微分 方程 的 解 的 存在 域 
(1.1) 如 果 含 nn 个 一 阶 微分 方程 的 方程 组 有 下 列 形式 
£1 = Q(t)z1 + + ain(t)rn + bi(t), 


(L11) 1 = a21(t)T1 + + a2n(t)zn + b2(t), 


区 一 anl(t)zli 十 … 十 ann(t)zn + bn(t), 


它 就 叫做 线性 的 , 这 里 或 者 设 自 变数 t 在 开 区 间 IC 及 中 , 函数 aj 及 br 在 I 中 连 
续 , 函数 zk 取 实 数值 ; 或 者 设 自 变数 t 在 开 集 D c C 中 , 函数 ok 及 bk 在 D 中 解 
析 , 函数 zk 取 复数 值 . 在 第 一 种 情形 , 要 求 连续 可 导 的 解 ; 在 第 二 种 情形 , 要 求解 析 
解 ， 

用 z 表示 Rn" (或 C") 中 的 向 量 (z1,… ,zn), 用 b(t) 表示 R" (或 C") 中 的 向 
量 , 用 A(t) 表示 方 阵 (aik(b)i<jksn, 即 从 Rm 到 R" (或 从 Cn 到 C") 的 线性 变换 ， 
于 是 方程 组 (1.1.1) 可 写成 (把 向 量 写成 1 列 、n 行 的 矩阵 ) 


(1.1.2) rx’ = A(t).z + b(t). 


注意 用 第 十 一 章 , 4.8 中 方法 , 可 见 n 阶 线性 微分 方程 


(1.1.3) ZT) = g(t)z" 1 + a2(t)z" D+... + an(t)z + b(t) 


与 一 个 线性 微分 方程 组 (1.1.1) 等 价 . 
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对 于 方程 (1.1.2), 其 中 b(t) 及 z 是 Rn 中 的 向 量 , A(t) 是 有 实 元 素 的 矩阵 , 考 
虑 方程 y = A(t).y + b(t) 往往 是 方便 的 , 这 里 y 是 C" 中 的 向 量 , 把 A(t) 看 作 是 从 
Cn 到 Cn 的 线性 变换 的 矩阵 , 并 且 把 b(t) 看 做 是 Cn 中 的 向 量 . 如 果 v(t) 是 这 方程 
的 “开拓 了 的 ” 解 , 显然 如 果 w(t) 是 R" 中 的 向 量 , 它 的 分 量 是 向 量 v(t) 的 分 量 的 
实 部 , 那么 wu 是 (1.1.2) 的 一 个 解 . S 
(1.2) 在 实 域 中 , 线性 方程 (1.1.2) 有 显著 的 性 质 , 即 在 4 及 b 连续 的 整个 区 间 中 , 这 
方程 有 确定 的 解 . 事实 上 , I 是 闭 区 间 [am, bm] 序列 的 一 个 并 集 , 在 每 个 [am, bm] 中 ， 
连续 映射 4 及 b 有 界 . 把 4 看 作 在 R"” 中 取 值 的 向 量 映射 , 显然 有 : 对 于 R" 中 的 
任何 zi 及 z2， 


(1.2.1) A(2).z1 — A(t).z2l| < nA) : lei — x2ll. 
于 是 得 到 应 用 第 十 一 章 , 4.7 的 条 件 . 例如 考虑 能 在 其 中 确定 (1.1.2) 的 一 解 的 最 
大 区 间 Jo cI, 要 证 明 Jo 的 端点 c 必然 是 I 的 端点 . 用 反 证 法 , 假定 反 过 来 对 于 一 
个 指标 m, 我 们 有 c < bm. 既然 4 及 b 在 [am,bm] 中 有 界 , 由 关系 式 

u(t) = u(to)+ [ uu) 十 b(s))ds 

to 

及 (1.2.1) 导出 : 存在 着 常数 > 0, 使 得 对 于 满足 如 < t < c 的 任何 也 我 们 有 
(1.22) taol<xQ+/ lualas)， 
由 这 不 等 式 及 格 朗 沃 尔 引 理 (第 十 一 章 , 2.3.4), 我 们 有 


ul < EL 二 ex))， 


从 而 u(t) 及 4(t).u(t) 十 b(2) 在 区 间 [to,c[ 中 有 界 . 可 是 在 这 里 D = 了 x R", 由 
第 十 一 章 , 3.7, 上 述 结果 是 不 可 能 的 . 

(1.3) 同样 , 在 复 域 中 , 当 D 是 单 连通 开 集 , 4 及 5 在 D 中 解析 时 , 那么 (1.1.2) 的 任 
何 解 4 在 整个 D 中 确定 . 事实 上 , 用 第 十 一 章 , 6.3 中 记号 , 对 于 任何 点 5e D, 可 以 
作出 一 序列 D 中 的 解析 函数 


uo(z) = wo， 并 且 对 于 m > 0， 
(1.3.1) Ps / (A(s).um(s) + b(s))ds, 


这 里 的 映射 没有 存在 的 问题 , (1.1.2) 的 右边 在 整个 D x C" 中 是 确定 的 ; 用 同样 的 记 
号 , 对 于 一 个 适当 的 常数 k, 我 们 也 有 


lA(as(8).(w 一 ao 和) 和 Ra 一 io 
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这 里 z 是 心 为 任意 z1 seD 的 闭 圆 盘 Hi C D 中 任 一 点 , 5 是 满足 0 < & < as 的 任 一 
数 , w' 及 w” 是 Cn 中 任意 两 数 . 由 第 十 一 章 , 6.3 中 论证 可 得 : 对 于 任何 ze Hi 及 


m>1, 


(1.3.2) Jham (2) — wm (a < 5 人， 
这 里 5 是 | 三 (AG)wo+ bj) 对 于 eH 的 [有限 ) 上 确 办 .如同 在 第 十 一 总， 


6.3 中 那样 可 得 结论 . 

(1.4) 现 不 回 到 未 知 映射 的 代 换 问题 (第 十 一 章 , 4.9), 我 们 只 是 确切 指出 : 在 线性 方 
程 (1.1.2) 中 , 如 果 作 未 知 映射 代 换 y = Pz, 这 里 P 是 可 逆 常 数 和 矩阵 , 已 变换 的 方 
程 可 写成 

(1.4.1) y = PA(t)P-.y + Pb(t). 


往往 可 以 应 用 这 样 的 未 知 映射 代 换 , 把 A(t) 化 到 有 下 列 形状 的 情形 


4 的 0 
0 A2(t) 


这 里 4i( 及 Az(t) 分 别 是 p 阶 及 n 一 p 阶 的 方 阵 . 显然 可 以 把 = (及 b(z)) 分 解 成 
Zi 十 2 (及 b(t) + bz(t)) 的 形状 , 这 里 第 一 个 (及 第 二 个 ) 向 量 有 指标 > p (及 < p) 
的 零 分 量 , 并 且 (1.1.2) 的 任何 解 的 形状 是 wi(t) + aa 的 , 这 里 wj 是 下 列 方程 的 解 : 


(1.4.2) 2 = Aj(t).2; + by(t) (j= 1,2). 


2. 实 域 中 线性 微分 方程 组 的 预 解 矩 阵 
(2.1) 首先 在 实 域 中 , 考虑 与 线性 方程 (1.1.2) 相对 应 的 齐 次 线性 方程 : 
(2.1,1) z' = A(t).x, 


这 里 A(t) 是 在 一 个 开 区 间 I 中 确定 并 且 连 续 的 矩阵 , 对 于 任何 YE R" 及 任何 s ET 
我 们 知道 (1.2) 在 I 中 , (2.1.1) 有 一 个 并 且 只 有 一 个 解 t 一 u(t, s,y) 满足 


(2.1.2) us, s,Y) = Y. 
我 们 要 由 此 导出 : 对 于 固定 的 上 及 s, 从 R" 到 R” 的 映射 
Yult,s,Y) 


是 线性 的 . 事实 上 , 立即 可 见 向 量 映 射 + 一 au(t,s,41) + Bult,s,y2) 是 (2.1.1) 在 
t = s 时 取 值 ayi + Byz 的 一 个 解 ; (2.1.1) 满足 初始 条 件 的 解 的 唯一 性 表明 : 我 们 有 


u(t, s, oyi + By2) = ou(t, s, 1) + Bult, s, Yo). 
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上 述 论断 得 证 . 
于 是 我 们 可 以 写 出 


(2.1.3) ult, s,y) = R(t, s)y, 


这 里 R(t,s) 是 只 与 t+ 及 s 有 关 的 一 个 矩阵 . 如 果 (ej)1gjgn 表示 Rn 的 典范 基 , 由 
定义 , R(t, s) 的 第 j 列 是 R(t,s).ej, 即 (2.1.1) 满足 wj(s) = e; 的 解 是 wj. R(t,s) 叫 
做 方程 (2.1.1) (或 (1.1.2)) 的 预 解 矩 阵 ， 

(2.2) 由 (2.1.2), 我 们 有 


(2.2.1) R(s,s) = 工 (单位 矩阵 ). 
此 外 , 对 工 中 任何 7,s,t, 我 们 有 
(2.2.2) R(t,s)R(s,7) = R(t,7). 


这 是 因为 对 于 任何 y € R", 映射 + 一 R(t,s).(R(s,7).y) 是 (2.1.1) 在 点 s 取 值 

R(s,7).y 的 解 ; 而 t 一 R(t,7).y 在 点 s 正好 取 同 一 值 ; 从 而 由 唯一 性 , 我 们 有 

R(t, s).(R(s,7).y) = R(t,7).y. 由 于 这 式 对 任何 y e R” 成立, 从 而 得 到 (2.2.2). 
特别 地 , 由 (2.2.1), 我 们 有 


(2.2.3) R(t,s)R(s,t) =1, 
这 就 证 明了 预 解 矩阵 RR(s,t) 是 可 遂 的 , 并 且 
(2.2.4) R(s,t) = (ER 人 ts) 
已 知 t 一 R(t,s) 是 连续 可 导 的 . 关系 式 (2.2.4) 表明 s 一 R(s,t) 也 是 这 样 , 从 而 
人 而 -人 贡 志 下 (交友 所 而 


对 两 个 变数 s,t 连续 , 并 且 有 在 Ix 工 中 连续 的 偏 导数 . 

已 给 (2.1.1) 的 一 组 n 个 解 v1,… ,vn; 如 果 对 于 任何 teE Ln 个 向 量 v1(t),…， 
wn(t) 在 Rr 中 线性 无 关 (从 而 形成 R” 中 的 一 个 基 ), 那么 这 组 解 叫做 (2.1.1) 的 基 
本 解 组 . 既然 vj(t) = R(t,s).v;(s); 并 且 R(s,t) 是 可 北 的 , 可 见 只 要 v1(s),… ,wn(s) 
在 一 点 s eI 线性 无 关 , n 个 解 v; 就 形成 一 个 基本 解 组 . 

此 外 , 如 果 V(t) 是 各 列 为 vi(#),… ,vn(t) 的 矩阵 , 那么 上 面 的 关系 式 表明 我 们 
有 
(2.2.5) R(t,s) = V(t)V(s™), 


并 且 知 道 基本 解 组 与 知道 预 解 矩 阵 等 价 . 
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我 们 还 把 V(t) 叫做 (2.1.1) (或 (1.1.2)) 的 一 个 基本 短 阵 ; 所 有 基本 矩阵 的 形状 
是 V 人 已, 这 里 V(t) 是 一 个 基本 矩阵 , 已 是 一 个 可 逆 常 数 和 矩阵 . 
(2.3) 如 果 我 们 把 映射 + 一 R(t, s).y 记 作 (2.1.1) 的 一 个 解 ,用 R'(t, s) 记 t 一 Rs) 
的 导 映 射 , 我 们 得 到 ( 预 篇 4.1.1) 


R(t,s).y = A(t).(R(t, s).y) 


并 且 这 对 任何 ye R" 成立, 由 此 得 


(2.3.1) R'(t, s) = A(t)R(t, s). 

换 句 话说 , 关于 在 及” 中 取 值 的 向 量 值 映射 V(t),t 一 R(t,s) 是 线性 微分 方程 
(2.3.2) U'(t) = A(t) UE) 

满足 初始 条 件 

(2.3.3) U(s)=I 


的 唯一 解 , 注意 如 果 A(t, s) = det(R(t, s)), 我 们 有 


(2.3.4) Alt,s) = exp ( / Tr (A(t) : 


事实 上 , 为 了 简单 起 见 , 把 R(t, s) 写作 U(t), 把 Alts) 写作 A(t), 于 是 对 于 任 
何 teI 及 任何 相当 小 的 h， 


A(t+h) = A(t) det(U(t + A)U()-!) 


并 且 
UG +h) = Ut) + hU'(t) + o(h). 


于 是 由 (2.3.2) 及 行列 式 的 展开 式 ， 

det(U(t + h)U(t)-!) = 1+h.Tr(A(t)) + o(h); 
令 h 一 0, 得 
(2.3.5) A'(t) = Alt) Tr (4(t)), 


再 由 关系 式 A(s) = 1, 得 (2.3.4). 

取 方 阵 U(t), 它 的 每 一 列 是 (2.1.1) 的 一 个 解 (这 些 解 不 一 定形 成 一 基本 解 组 ); 
由 矩阵 乘积 的 定义 , 可 立即 得 到 (2.3.2) 的 所 有 解 . 这 种 解 的 行列 式 det(U(t)) 总 满 
足 (2.3.5), 可 是 当 U(t) 不 是 基本 矩阵 时 , 它 恒 等 于 零 . 
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(2.4) 知道 了 (2.1.1) 的 预 解答 阵 (也 就 是 知道 了 这 方程 n 个 解 的 基本 解 组 ), 用 拉 格 
朗 日 法 (或 称 “ 常 数 变易 法 ”), 就 可 求 出 与 (1.1.2) 相应 的 非 齐 次 方程 的 所 有 解 . 事实 
上 , 对 于 一 个 这 样 的 解 v, 令 


w(t) = R(s,t).v(t) 
(由 (2.2.4), 这 式 与 v(t) = R(t, s).w(t) 等 价 ); 由 于 w 连续 可 导 , 我 们 有 ( 预 篇 , 4.1.1) 
R(t, s)ww(t) + R(t, s)w’(t) = A(t).(R(t, s)-w(t)) + b(t), 


根据 (2.3.1), 由 此 得 
w(t) = R(s,t).b(t), 


从 而 
wl) =w0(s) + RCs,8).ble)ae, 


最 后 , 由 (2.2.3), 并 且 令 w(s) = zo, 得 
(2.4.1) v(t) = R(t, s).zo +/ R(t, é).b(é)dé, 


这 是 ( 设 已 知 预 解 矩 阵 ) (1.1.2) 在 点 s 处 取 值 ro 的 唯一 解 的 明显 表达 式 . 
V(t) 表示 任 一 基本 矩阵 , 上 列 公式 也 可 写成 


(2.4.2) vt) = VV(s) .zo+ vo./ V(é€) 1.b(é)dé. 


当 工 = [to, +oo[, 并 且 已 知 反 常 积分 


十 oo 
/ V(é) .blé)dé 

收敛 时 , 可 把 (2.4.2) 写成 下 列 形式 
(2.4.3) V(t).c— V(t). 扒 汤 1.6(é€)aé, 
这 里 

+o0 

oe= /ve hd + oo. 

(2.5) 上 面 结果 可 特别 应 用 于 n 阶 线性 微分 方程 


(2.5.1) Tm) 十 ai(tzm -十 -十 an(bz = b(t), 
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这 里 a; 及 b 都 在 I 中 连续 . 用 第 十 一 章 , 4.8 中 的 方法 可 把 这 方程 与 下 列 等 价 的 线 
性 微分 方程 组 相 联系 : 


Yi = Y2, 
EA Yy3- 
[0 
Wh = Yn 
Yh = —an(t)yi —** — a1(t)yn + b(t); 
这 方程 组 可 写成 向 量 形式 : 
(2.5.3) y = A(t).y + b(t), 
这 里 
0 0 .: 0 -an 人 
"| 0 —an-i(t) 
(2.5.4) tA(t)=|0 1 … 0 -oz 的 
0 0 1 i 


b(t) 是 向 量 (0,0,… ,0,b(#)); (2.5.1) 及 (2.5.3) 的 解 之 间 的 一 对 一 对 应 是 把 (2.5.1) 的 
任何 解 w 与 (2.5.3) 的 (向 量 ) 解 v = (wu ,u("- 了 )) 对 应 起 来 . 
齐 次 线性 方程 
(2.5.5) ZW 二 ai(bzon-D 十 … 十 an(bz=0 
的 n 个 解 山 ,… ,an 所 成 解 组 叫做 基本 的 , 如 果 齐 次 方程 y = A(t).y 的 相应 的 m 
个 解 
w= ) (<j<n) 
形成 这 方程 的 一 个 基本 解 组. 我 们 已 看 到 形成 这 一 基本 解 组 的 必要 与 充分 条 件 是 行 
列 式 ( 称 为 wu,… ,un 的 朗 斯 基 (行列 式 )) 


ult) ualt) nlt) 
69) wm= 站 iy a 
aD) wD) 内 的 


在 一 点 s € I 不 等 于 零 ; 在 这 种 情形 下 , 它 在 I 中 任何 点 都 不 等 于 零 , 并 且 由 于 
Tr (A(#)) = 一 a1(t), 它 由 下 列 公式 给 出 (2.3.4): 


(2.5.7) W(t) = W(s)exp (- f[ ud] - 
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(2.6) tu1.… ,un 形成 (2.5.5) 的 基本 解 组 的 一 个 等 价 条 件 是 : 这 些 函 数 线性 无 关 , 这 
就 是 说 , 不 存在 一 组 不 全 是 零 的 n 个 ( 实 ) 常数 Ni, … , Xn, 使 得 对 于 任何 te I 


(2.6.1) Axui() 4 unt(t) 30. 
事实 上 , 如 果 有 不 全 是 零 的 这 样 的 常数 Aj, 由 求 导数 , 对 于 < n 一 1, 也 应 有 
A (E) Fe + Mn (t) = 0, 


从 而 对 于 y= A(t).y 与 wi 相对 应 的 ni 个 解 , 和 vi(t) 十 和 Mav2() 十 … 十 Anvn(t) =0. 
道 命题 是 明显 的 . 还 可 说 (2.5.5) 的 解 形 成 了 及 上 的 一 个 n 维 向 量 空间 . 

于 是 由 一 般 理论 可 得 : 如 果 wu1,… ,un 是 (2.5.5) 的 一 个 基本 解 组 , 那么 这 方程 
的 任何 解 可 唯一 地 写成 


(2.6.2) ult) = Anat(b 十 …- 十 Mntuin(t), 
这 里 Xi 是 常数 . 满足 一 组 初始 条 件 

ui)(s)=a; (0<j<n-1) 
的 唯一 解 可 由 解 下 列 线 性 方程 组 求 得 : 


0 


Mu (s)+ -+ Mul)(s)=a; (Ogjsgn-)); 


这 方程 组 的 朗 斯 基 是 W(s). 
注意 (2.5.5) 的 一 个 解 当然 可 能 在 一 点 s e I 是 零 , 但 不 恒 等 于 零 ; 可 是 如 果 
同时 有 


us) = uw(s) = … = 1(s) =0, 

那么 在 1 中 恒 等 于 零 ; 从 唯一 性 的 一 般 定 理 (第 十 一 章 , 4.7) 已 可 推出 这 一 点 . 
3. 常 系数 线性 微分 方程 

(3.1) 特别 考虑 向 量 线性 微分 方程 
(3.1.1) z= A.r+ b(t), 
这 里 4 是 一 常数 矩阵 ; 在 这 里 一 下 子 就 考虑 = 及 b(t) 是 C" 中 向 量 的 情形 是 方便 
的 , 4 是 有 复元 素 的 矩阵 (1.1). 我 们 于 是 立即 得 到 (3.1.1) 的 预 解 短 阵 , 它 的 形状 如 
证 


(3.1.2) R(t, s) = ett—")A 
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(第 六 章 , 8.7), 因为 显然 这 矩阵 满足 下 列 条 件 : 
Tt)=AUG) 及 U(s)=I 


(第 六 章 , 8.7.12). 
(3.2) 当 4 化 成 若 尔 当 标准 型 时 , 矩阵 (3.1.2) 容易 表示 出 来 . 我 们 记得 有 ( 含 复 元 素 
的 ) 可 逆 矩 阵 已 , 使 得 


0 0 
pAp-i=|" 9 
0 0 太 


这 里 每 个 “ 若 尔 当 矩阵 "凡是 一 个 vn 阶 (5 vh = ") 方 阵 , 它 的 形状 是 和 nT + An， 
h 
而 


0 1 0 0 
1: 0 
(3.2.1) N=s|: 3 二 时 
和 和 本 ae 天 
0 0 0 … 0 


这 些 和 % 是 4 的 特征 值 , 即 特征 方程 
(3.2.2) det(AT — A)=0 


的 根 (一 般 是 复数 ) (我 们 记得 几 个 矩阵 J 可 能 对 应 同一 个 根 ). 因此 可 以 限于 考虑 
(1.4) (通过 未 知 变量 的 线性 代 换 ) 4 = 和 T+ 入 已 经 是 n 阶 车 尔 当 和 矩阵 的 情形 . 于 是 
容易 证 明 我 们 有 


要 t"-1 
i 
tm 一 2 
(3.2.3) | 二 
(0 1 


(3.3) 以 上 结果 特别 可 应 用 于 常 系数 m 阶 线性 方程 


(3.3.1) ztn) Far Dd) 十 … 十 anz 一 bt) (an €C). 
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如 果 应 用 (2.5) 中 方法 , 与 矩阵 (2.5.4) 相应 的 特征 方程 是 
(3.3.2) 和 mn 十 al 十 十 om 二 0. 
事实 上 , 如 果 对 非 零 向量 = = (z1,… ,zn) 写 出 4.z = Xz, 就 得 到 关系 式 


TZ2 = MAT1, T3 一 M2 ,Tn = MTn-l, 


一 anZl 一 an-172 —** — QlTn = XTn) 


由 此 导出 ri 头 0 及 (Mn + on-1 十 … 十 an_IA+an)zl = 0, 于 是 得 上 述 结论 . 
此 外 , (3.2) 中 的 论证 表明 : 由 (2.5), 如 果 和 1,X2,… ,Xm 是 (3.3.2) 的 不 同 的 根 ， 
那么 与 (3.3.1) 相对 应 的 齐 次 方程 的 解 是 函数 


(3.3.3) thest 


的 线性 组 合 , 这 里 1 < j < m, 对 于 每 个 jk 至 多 取 0,1,… ,pj-1 这 jp 个 值 , 而 py 
是 (3.3.2) 的 根 Xi 的 重 数 . 可 是 线性 代数 表明 ,k 必须 取 所 有 这 些 值 , 否则 与 (3.3.1) 


相应 的 齐 次 方程 的 解 应 当 是 少 于 n 个 函数 的 线性 组 合 (r Dy 二 n |; 而 且 容易 
j=1 


直接 证 明 : 对 于 任何 kk < jj, 函数 (3.3.3) 确 是 有 关 方 程 的 解 . (注意 对 于 特殊 类 型 
(2.5.4) 的 常数 矩阵 4, 这 就 导致 在 它 的 车 尔 当 标准 型 中 , 两 个 车 尔 当 和 矩阵 不 可 能 对 
应 于 相同 的 根 . 可 是 对 于 任意 的 矩阵 4, 情况 却 不 是 这 样 .) 因此 对 于 与 (3.3.1) 对 应 
的 齐 次 方程 , n 个 函数 (3.3.3) 形成 一 个 基本 解 组 . 


4. 周期 系数 线性 微分 方程 组 
(4.1) 考虑 向 量 齐 次 线性 微分 方程 
(4.1.1) £' = A(t).z, 


这 里 A(t) 是 在 整个 及 中 连续 的 n 阶 复 矩 阵 , 并 且 是 周期 的 , 有 实 周期 w 关 0, 换 句 
话说 , 对 任何 上 E R, 4 人 十 w) = A(t). 

(4.2) ( 弗 洛 凯 定 理 ) 要 使 敌阵 V(t) 的 各 行 由 (4.1.1) 的 一 个 基本 解 组 形成 , 必须 有 一 
个 常数 矩阵 BB 及 一 个 在 吏 中 连续 可 导 的 可 逆 周 期 给 阵 P(t),， 有 周期 w 使 得 我 们 
有 


(4.2.1) V(t) = P(t)e'®. 


此 外 , 短 阵 C = e"8 除了 可 能 相差 一 个 相似 变换 外 , 由 方程 (4.1.1) 确定 . 
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事实 上 , 显然 映射 + 一 V(t 十 w) 也 是 方程 0"(t) = A(D)U(t) 的 解 , 又 因 V(t 十) 
是 可 逆 和 矩阵 , 我 们 必然 有 
V(t+w) = V(t)O, 


这 里 C 是 可 道 常数 矩阵 (2.3). 当 我 们 把 C 取 的 基本 解 组 用 另 一 组 来 代替 时 , 就 是 
把 V(t) 用 V(t)Q 来 代替 , 这 里 Q 是 一 个 可 逆 常 数 矩 阵 , 并 且 C 要 用 Q-1CQ 来 代 
替 , 因此 除了 可 能 相差 一 个 相似 变换 外 , C 是 确定 的 . 我 们 知道 至 少 有 一 个 复数 矩阵 
B, 使 得 ex3 = C (第 八 章 , 9.9). 如 果 令 P(t) = V(tje- 翅 , 就 得 到 : 对 于 任何 t， 


P(t+w)=V(t+w)e “Be-tB = V(t)e 3 = P(t). 


证 完 . 
(4.3) 如 果 B 的 特征 多 项 式 是 He- 启 ), 那么 ea 的 特征 多 项 式 是 He- 入 ) 


里 Xi = e*, 而 后 一 _ 多项式 是 由 方程 (4.1.1) 完全 确定 的 ; 这 些 入 ; 叫做 方程 (4.1.1) 
的 冬 子 . 注意 我 们 有 和 1 和 2.… Xn = detC = det(V(w)V(0)-!), 从 而 由 (2.3.4)， 


(4.3.1) AM2 An 一 exp (A (AGO)d) y 


如 果 要 更 明显 地 表示 矩阵 V(t), 可 以 回 到 BB 有 若 尔 当 标准 型 情形 。， 于 是 由 
(3.2.3) 可 得 (4.1.1) 的 一 个 基本 解 组 , 其 中 每 个 解 有 下 列 形状 : 


et3(t™"polt) + t™ pi(t) + + pm(lt)), 


这 里 pj(t) 是 像 在 C" 中 、 有 周期 的 周期 映射 特别 地 , 对 于 B 的 每 个 不 同 的 特 
征 值 8;, (4.1.1) 有 形 如 etaip(b 的 一 个 解 , 这 里 p 是 有 周期 w 的 周期 映射 . 要 使 这 
个 解 有 w 的 多 重 周期 , 必须 而 且 只 须 相 应 的 乘 子 Ni = e* 包 是 单位 的 一 个 根 . 


5. 复 域 中 线性 微分 方程 
(5.1) 现 考 虑 复 域 中 问题 . 设 在 线性 方程 
(5.1.1) Ww' = A(z).w+ b(z) 


中 , A 及 5 在 单 连通 开 集 D C C 中 解析 , b 的 像 在 C" 中 , 4 在 有 复元 素 的 n 阶 矩 
阵 空间 (可 看 作 与 C"” 人 恒 等 ) 中 . 第 2 节 中 所 讲 的 在 这 里 也 适用 , 但 要 用 C 代替 R， 
用 D 代替 1 用 解析 映射 代替 连续 映射 : 只 须 简单 地 引用 (1.3) 代替 (1.2); 解 的 线性 
无 关 当然 是 对 复 系 数 的 线性 组 合 说 的 . 取 4 等 于 一 个 ( 复 ) 常数 矩阵 , 并 且 D = CC， 
然后 就 可 推广 第 3 节 中 的 所 有 结果 . 最 后 , 关于 有 周期 系数 的 线性 微分 方程 组 , 通过 
变数 z 的 线性 代 换 , 总 可 设 周期 是 实数 , 并 且 这 时 必须 取 对 实 平移 不 变 的 “ 带 形 ” 
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a < Jz <b 作 为 D; 由 此 弗 洛 凯 定 理 (4.2) 不 加 改变 地 仍然 成 立 . 
(5.2) 复 域 中 线性 微分 方程 组 的 研究 , 在 所 考虑 的 开 集 D 不 是 单 连通 时 , 就 要 困难 得 
多 . 在 D 是 圆 盘 A 去 心 时 , 即 设 4 有 孤立 奇 点 时 (第 八 章 , 2.1), 情况 已 经 是 这 样 ; 
而 由 平移 , 可 设 孤 立 奇 点 是 > = 0. 下 列 两 个 一 阶 纯 量 线性 微分 方程 就 已 表明 了 研究 
的 困难 ; 
WwW = Sw, w= -二 

关于 上 列 第 一 个 方程 , 在 A - {0} 中 一 般 没 有 解析 解 . 如 果 a 不 是 整数 , 方程 
的 解 cz 只 可 能 在 一 个 “ 割 开 了 的 平面 ”中 确定 ( 换 句 话说 , z = 0 是 一 个 “支点”). 
关于 上 列 第 二 个 方程 , 解 ce 在 A {0} 中 有 定义 , 可 是 在 点 0 有 一 本 性 奇 点 , 而 
A(z) 在 这 点 只 有 一 个 二 阶 极点 . 

在 4(z) 的 孤立 奇 点 处 , 预 解 矩阵 要 出 现 “支点 "; 这 是 一 种 普遍 的 现象 , 与 弗 洛 
凯 定 理 直 接 有 联系 : 
(5.3) 设 A 是 在 C 中 一 个 心 是 0 的 开 图 盘 , 并 且 设 4(z) 在 A 一 {0} 中 解析 ( 换 句 说 
话 , 0 是 4(z) 的 一 个 孤立 奇 点 ). 设 Ao 是 把 A 沿 负 实 半 轴 割 开 而 得 (第 八 章 ，8.4)， 
那么 在 Ao 中 , 任何 基本 短 阵 V(z) 有 下 列 形状 : 


(5.3.1) V(z)= S(z)e® iog=， 


这 里 S(z) 是 A 一 {0} 中 一 个 解析 可 北 矩 阵 在 Ao 中 的 限制 , 并 且 B 是 一 个 常数 算 
阵 ， 
事实 上 , 只 须 作 变数 代 换 z = e*; 如 果 > 是 A 的 半径 , 这 一 代 换 使 开 集 工 : 


-<Ru<T， 一 logr<Ju< 十 oo 
与 Ao 相对 应 (第 八 章 , 9.3), 并 且 在 工 中 , 线性 方程 
(5.3.2) 一 iei4(eie) an 


与 方程 (5.1.1) 相对 应 , 这 里 wot(u) = w(e™). 
但 是 矩阵 A1(w) = iewA(ew) 在 整个 半 平 面 D : 一 logr < 3u < +oo 中 解析 , 并 
且 是 周期 的 , 有 周期 2x. 因此 (5.3.2) 在 工 中 的 任何 基本 和 矩阵 有 下 列 形状 : 


(5.3.3) Vilu) = P(we"®, 

这 里 巨 是 一 常数 矩阵 , PP 在 D 中 解析 , 并 且 是 周期 的 , 有 周期 2x. 回 到 变数 z, 由 此 
导出 (第 八 章 , 9.8.3) 我 们 有 P(u) = S(e*) = 5(z), 这 里 S(z) 在 A 一 {0} 中 解析 ; 在 
(5.3.3) 中 , 用 了 logz 代替 就 得 到 定理 


从 (5.2) 中 的 例子 看 到 , 在 一 个 基本 和 矩阵 中 可 能 出 现 本 性 奇 点 , 而 A(z) 只 有 一 
个 重 极点 . 这 里 还 有 一 个 普遍 的 结果 , 因为 当 4(z) 只 有 单 极点 时 , 定理 (5.3) 可 进 一 
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步 明确 如 下 
(5.4) 如 果 在 (5.3) 中 的 条 件 下 , 我们 有 A(z) = 了 C(z), 这 里 C(z) 在 A 中 解析 ,那么 
点 0 至 多 是 5(z) 的 一 个 极点 . 

只 须 证 明 存 在 着 一 个 整数 m > 0 及 一 个 常数 c > 0, 使 得 在 A 一 {0} 内 , |s(z < 
clz|-m” (第 八 章 , 3.3) 而 由 未 知 量 的 线性 代 换 , 总 可 设 (5.3.1) 中 的 矩阵 B 有 若 尔 当 
标准 型 ， 于 是 若 尔 当 和 矩阵 的 指数 表示 式 (3.2.3) 立即 表明 : 如 果 所 (1 < j< 门 是 旭 
的 特征 值 , 并 且 N 是 对 任何 j, 满足 -N < RB; 的 一 个 整数 > 0, 那么 在 工 中 , 既然 
|Rul < x 我 们 有 


(5.4.1) le-*all sg alul"ew:7u < 六 e(N+D7u， 
这 里 a 及 b 是 常数 . 由 于 由 (5.3.3), 我 们 有 
S(eim) = Plu) = Vi(we™"®, 

可 见 只 须 证 明 存 在 着 一 个 常数 M > 0, 使 得 我 们 有 : 在 工 中 
(5.4.2) VW < e¥ YY. 
而 由 (5.3.2), 可 以 写 出 : 对 于 w= s+ 计 及 -xn<s<mt>to>—logr, 

We tt 
这 里 矩阵 Ci(w) = Cle™*) 在 D 中 有 界 . 由 此 得 : 对 于 一 个 与 s 及 t 无 关 的 常数 


kw 
t 
wi(s +it)l < lwi(s + ito)ll+ «/ lwi(s + ié)laé; 


于 是 由 格 朗 沃 尔 引 理 (第 十 一 章 , 2.3.4), 可 对 (5.3.2) 的 任何 解 给 出 上 界 : 
llwi(s + i < lex(s + ito)l|e* tt). 


但 是 对 于 一 个 这 样 的 解 , 当 s 从 -x 变 到 x 时 , |wi(s + ito)l| 有 界 ; 把 这 结果 应 用 到 
Wi(w) 的 ni 个 列 , 正好 得 到 所 求 的 (5.4.2) 型 的 一 个 上 界 . 

当 4(z) 已 给 定时 , 还 要 明显 地 求 得 矩阵 B (而 它 也 不 是 完全 确定 的 , 因为 如 果 
对 它 例如 加 上 一 个 2kri.T (k 是 整数 ) 形 的 矩阵 , 那么 就 要 把 5(z) 换 成 2-*S(z),, 而 
5(z) 在 点 0 没有 改变 奇异 性 的 类 型 ); 当 A(z) 有 一 个 一 阶 极点 时 , 也 可 求 5(z) 的 洛 
朗 展开 式 . 在 第 十 四 章 中 , 将 在 二 阶 线性 微分 方程 的 特殊 情形 下 , 讲述 有 关 求 法 . 


习 题 
1) 设 F(X) = aoX" 十 a1X"! 十 … 十 an 是 复 系数 多 项 式 . 对 于 及 中 确定 的 ni 次 连续 
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可 导 的 函数 w, 用 F(D)w 表示 线性 组 合 》、 aiutn 
j=0 
a) 设 G, H 是 两 个 互 素 的 多 项 式 ， 且 满足 F = GH; 证 明 方程 F(D)w = 0 的 任何 解 ~ 
可 唯一 地 写成 ui + uz 的 形状 , 这 里 G(D)ua = 0, H(D)uz = 0 (应 用 这 一 事实 : 存在 着 两 个 
多 项 式 P 及 Q, 使 得 PG + QH = 1, 并 且 由 此 导出 


4 =P(D)G(D)u +Q(D)H(D)ua). 


b) 把 F(X) 分 解 成 形 如 (X 一 入)" 的 多 项 式 的 乘积 , 由 a) 导出 (3.3) 中 结果 的 一 种 新 
的 证 法 . 
c) 设 
a: 
ea - 完 芝 Ky 


是 有 理 分 式 5 的 简单 分 式 分 解 . 证 明 对 于 任何 连续 函数 5(t), 函数 


7 [§ es dos)as 
Ft to D! 
是 方程 F(D)w = b(t) 的 解 . 
2) 设 A(t) 是 一 n 阶 和 矩阵 , 它 的 元 素 都 是 开 区 间 I C RR 中 确定 的 连续 函数 . 
a) 证 明 线性 方程 X' = A(t)X 满足 初始 条 件 (to) = 工 的 解 UV(), 是 工 中 的 一 个 可 逆 
和 矩阵 , 并 且 它 的 着 矩阵 是 方程 X' = 一 XA(t) 的 解 (如 果 V(t) 是 后 一 方程 满足 V(to) = 了 
的 解 , 考虑 UV 及 VU 所 满足 的 方程 ). 由 此 导出 : 对 于 任何 n 阶 方 阵 C,X' = A(t)X 在 点 
to 取 值 C 的 解 是 U(t)C. 
b) 设 B(t) 是 在 工 中 连续 的 第 二 个 n 阶 和 矩阵 , 并 且 设 U(t) 及 V(t) 是 X = A(X 及 
三 XB(b) 在 点 如 取 值 了 的 解 . 证 明 方程 


X' = A(t)X+XB(t) 


在 点 如 等 于 C 的 解 是 U(t)CV(t). 
oj 设 A(t), Btb,C(b,D(t) 是 在 工 中 连续 的 四 个 n 阶 矩 阵 , 并 且 设 (U(b),VY(b)) 是 两 
个 矩阵 线性 方程 组 


X' = A(tX+BEY, Y=C(t)X+D()Y 
的 解 . 证 明 : 如 果 在 1 中, V(t) 是 可 逆 的 , 那么 W(t) = U(t)V(t)- 是 方程 
(*) Z’ = B(t)+ A(t)2 ~ ZD(t) — ZC(t)Z 


("时 卡带 方程 ") 的 解 . 作出 逆 命题. 
qd) 设 W(t) 及 Wi(t) 是 方程 (*) 的 两 个 解 ; 证 明 : 如 果 三 人 划 一 Wi(t) 在 工 中 是 可 首 
的 , 那么 用 下 列 方程 
=—(D(t) + CW ))X 


，334 . 


第 十 二 章 ”线性 微分 方程 


及 
X = X(A(t) — Wi(t)C(t)) 

的 解 , 可 表示 出 W(t) 一 Wi(t) (考虑 (W(t) 一 Wi(t))-! 所 满足 的 方程 , 并 且 应 用 b)). 

3) 设 w(1 < 上 < n) 是 开 区 间 IC RR 中 的 nn 个 n 一 1 次 连续 可 导 的 函数 . 

a) 证 明 : 如 果 函 数 wk 是 线性 无 关 的 , 那么 在 任何 点 t+ € 1, 矩阵 (u 和 的 )(0 < h < 
n 一 ,1<kk<n) 的 秩 <n. 

b) 相反 地 , 设 对 任何 te I, 上 列 矩 阵 的 阶 < n (这 表示 wk 的 朗 斯 基 在 I 中 恒 等 于 零 ). 
证 明 在 任何 非 空 开 区 间 J CI 中 , 存在 着 一 个 非 空 区 间 U C J, 使 得 wk 在 U 中 的 限制 是 线 
性 相关 的 . (考虑 这 样 的 数 9 < n: 函数 wu 中 任意 9 个 的 朗 斯 基 在 J 中 人 恒 等 于 零 . 设 p 是 这 
些 数 q 中 最 小 的 一 个 . 考虑 一 点 a & J, 在 这 点 函数 wk 中 有 p 一 1 个 的 朗 斯 基 不 是 零 , 例如 
ai ,Up-1 的 朗 斯 基 不 是 零 ; 证 明 在 a 的 一 个 邻 域 中 , 所 有 wx 都 是 一 个 p 一 1 阶 线性 微 
分 方程 的 解 , 而 指标 k < p 一 1 的 wux 形成 这 方程 的 一 个 基本 解 组 .) 

0) 设 wi(t) = 如 ,并且 设 对 于 t > 0, uz(t) = 妇 ; 对 于 t < 0,ua(b = -一刀 函数 ww 及 
wz 在 及 中 连续 可 导 , 并 且 在 及 中 , 我 们 有 wu1ws 一 uzu' 二 0. 可 是 wi 及 wz 在 民 中 不 是 线 
性 相关 的 . 

4) 证 明 线性 微分 方程 组 


有 基本 矩 阵 


V(z) 在 点 z = 0 有 一 极点 , 可 是 所 考虑 方程 组 的 矩阵 A(z) 在 点 z = 0 有 一 个 二 阶 极点 . 
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1. 微分 方程 的 解 的 稳定 性 
(1.1) 考虑 向 量 微分 方程 
(1.1.1) z= f(t,7), 


这 里 re R"，f 是 在 开 集 D c 及 x Rn 中 确定 、 连 续 、 局 部 利 普 希 茨 、 并 且 是 到 及 " 
中 的 一 个 映射 , 而 集 D 还 包含 集 
(1.1.2) 加 和 it< +oo，|z| <b. 

设 (1.1.1) 有 对 任何 上 > to 确定 的 一 解 u. 如 果 这 一 解 满足 下 列 条 件 , 就 说 它 在 
区 间 [to, +eo[ 中 是 稳定 的 : 
(1.1.3) 对 于 任意 的 e > 0, 存在 着 5 > 0, 使 得 对 于 满足 条 件 lzo 一 uto)ll < 6 的 任何 
点 wo e Rn， (1.1.1) 有 满足 v(to) = zo 的 唯一 解 v 在 整个 区 间 [to,+ooc[ 中 确定 , 并 
且 在 这 区 间 中 满足 不 等 式 
(14) lo(t) ~ ul < e. 


如 果 满足 条 件 (1.1.3), 并 且 如 果 还 存在 着 50 e]0, 趾 , 使 得 对 于 满足 条 件 ||zo 一 
u(to) 川 < 50 的 任何 zo, (1.1.1) 有 满足 v(to) = zo 的 唯一 解 v 在 整个 区 间 [to, +oo[ 
中 确定 , 并 且 满足 条 件 


(1.1.5) ,lm u(t) — vO) =0, 


那么 就 说 wu 在 [to, +oo[ 中 是 渐 近 稳定 的 . 
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如 果 (1.1.1) 在 [to,+oo[ 中 确定 的 解 在 这 区 间 中 不 是 稳定 的 , 就 说 它 在 这 区 间 中 
是 不 稳定 的 . 
(1.2) 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 实例 . 

考虑 向 量 齐 次 微分 方程 


(1.2.1) Zz’ = 4.7， 


这 里 4 是 有 复 常数 元 素 的 n 阶 和 矩阵 , 并 且 ze Cn", 这 方程 的 解 的 稳定 性 问题 由 考察 
矩阵 4 的 特征 值 就 可 立即 解决 ,事实 上 , 我 们 可 以 (既然 (1.2.1) 的 两 个 解 的 差 仍然 
是 它 的 解 ) 只 研究 解 0 的 稳定 性 . 显然 可 设 4 已 化 成 车 尔 当 标准 型 . 而 第 十 二 章 公 
式 (3.2.3) 表明 : 对 于 一 个 若 尔 当 矩阵 4 = 和 T+ 入 , 只 有 如 果 
一 一 或 者 RA < 0; 
或 者 RA = 0, 并 且 4 是 一 阶 的 ， 
当 上 趋向 于 +oo 时 , et4 才能 有 界 . 此 外 , 只 有 在 上 述 两 种 情形 中 的 第 一 种 情形 下 ， 
当 上 + 趋向 于 +oc 时 , et4 才 趋 近 于 0. 因此 : 
(1.3) 要 使 (1.2.1) 的 解 在 区 间 [to 十 o0[ 中 是 稳定 的 , 必须 而 且 只 须 4 的 特征 值 都 有 
实 部 < 0, 并 且 对 于 实 部 是 0 的 特征 值 , 相应 的 若 尔 当 矩阵 是 一 阶 的 . 要 使 (1.2.1) 的 
解 是 渐 近 稳定 的 , 必须 而 且 只 须 4 的 特征 值 都 有 实 部 < 0. 

当 (1.2.1) 有 稳定 解 、 可 是 没有 渐 近 稳定 解 时 , 这 些 解 在 t= +oc 的 邻 域 中 “ 振 
动 ”, 典型 的 例子 是 有 简单 特征 值 及 共 配 纯 虚 数 特征 值 的 实 系数 四 阶 纯 量 方程 


2 


ZY ar +br +er +dr=0 


的 解 (与 类 似 的 二 阶 方 程 不 同 , 这 方程 的 解 一 般 不 是 周期 的 ). 


2. 与 线性 方程 相 接 近 方 程 的 解 的 稳定 性 


关于 微分 方程 的 解 的 稳定 性 , 我 们 只 是 在 很 少数 情形 , 知道 有 关 的 一 般 结 果 . 现 
只 考虑 下 列 类 型 的 方程 : 


(2.1) 2 = A.z + f(t, 2). 


这 种 方程 是 由 齐 次 线性 方程 (1.2.1) 通过 “小 的 " 摄 动 而 得 的 ; 当然 “小 的 ” 摄 动 的 意 
义 , 必须 明确 指出 . 我 们 考虑 (1.2.1) 有 稳定 解 或 渐 近 稳定 解 这 两 种 情形 (在 第 一 种 
情形 下 , 对 f 要 作 比 在 第 二 种 情形 下 更 严格 的 假设 ). 

(2.2) 设 (1.2.1) 的 解 是 稳定 的 ( 换 句 话说 , 4 的 所 有 特征 值 有 实 部 < 0, 并 且 对 于 所 
有 是 纯 虚 数 的 特征 值 , 相应 的 若 尔 当 和 矩阵 是 一 阶 的 ). 设 开 集 D C R x Cn 包含 由 满 
足 


(2.2.1) to<t<+%, llzl<b 
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的 (人 bz) 所 组 成 的 集 . 设 了 是 在 D 中 确定 、 在 Cn 中 取 值 的 一 个 映射 ; 设 了 在 D 中 
连续 , 并 且 是 局 部 利 普 希 蒋 的 , 还 满足 


{2.2.2) Nf(t, ow) < y(t) ell, 


这 里 7 是 连续 映射 > 0, 并 且 积分 ”ou 收 北 ， 那 么 存在 着 一 个 常数 二 > 0， 


使 得 对 于 任何 二 > io， 以 及 满足 jzi < 开 - 芭 的 任何 向 量 mi E Cn，(2.1) 满足 
u(t1) = zl 的 解 wu 在 整个 区 间 [ti + co[ 中 确定 , 并 且 对 任何 七 之 让， 


(2.2.3) lw < Zlleall. 


此 外 , 对 于 任何 < > 0, 存在 着 (1.2.1) 的 一 个 解 ue 及 一 数 te > 入, 使 得 对 于 任 
何 t 之 te, 我们 有 


(2.2.4) latb -uc < e. 


为 了 证 明 v 在 整个 区 间 [ti + oo[ 中 确定 , 只 须 看 出 : 如 果 %w 在 ,tz] 中 确定 ， 
这 里 刀 > 五, 那么 就 有 liu(tz) 川 < 5 (第 十 一 章 , 4.7). 而 既然 我 们 有 : 对 于 过 上 和 加 ， 


w(t) = Ault) + F(t ult)) 
就 可 应 用 第 十 二 章 , 2.4.1 的 公式 , 在 这 里 得 到 


(2.2.5) lt) = ee-e04 ,w(ti) + 了 “ro4 .Fe u(s))ds. 


但 是 由 假设 , 存在 着 一 个 常数 K > 0, 使 得 对 于 任何 te R},llet4 | < K. 因此 对 于 
1 tt2, 我 人 有 


t 
Nu < ng lal + ng rules. 
从 而 由 格 朗 沃 尔 引 理 (第 十 一 章 , 2.3.4)， 
luol < Zuttol， 


而 且 工 =nK(1+nKBe5), 这 里 B= ae 7(s)ds; 由 假设 , 它 是 有 限 的 . 
为 了 证 明 最 后 的 论断 , 注意 既然 u 是 有 界 的 , 存在 着 一 个 t > 与, 使 得 我 们 有 


i 
(2.2.6) 入 x(s)llu(s)lds < 雯 ， 

从 而 对 于 任何 上 > te, 由 (2.2.2)， 

ett a fs (3)4. f(s, «ods| = If ec-94.7(s,u(s))ds|| < 
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考虑 到 (2.2.5), 因此 只 须 取 


Vel(t) = et)4.ze 
及 t 
Ze = u(t1)+ WA elt1 -9)4. f(s, u(s))ds. 
ty 


(2.3) 设 (1.2.1) 的 解 是 渐 近 稳定 的 ( 换 句 话说 , 4 的 所 有 特征 值 有 实 部 < 0). 设 了 
在 开 集 D C 取 x Cn 中 确定 , D 包含 满足 (2.2.1) 的 (t,x) 所 构成 的 集 ; 了 在 D 中 
连续 , 并 且 是 局 部 利 普 希 英 的 ; 还 设 对 于 任何 e > 0, 存在 着 5 > 0, 使 得 由 关系 式 
t > toillzll < 5 可 导出 


(2.3.1) |f(t, zo) < ellzll. 


那么 0 是 方程 (2.1) 的 一 个 渐 近 稳定 解 ; 准确 地 说 , 如 o> 0 使 得 4 的 所 有 特征 值 
有 实 部 < -a, 那么 存在 着 a > 0, 使 得 对 于 满足 ||zol| < a 的 任何 ro E Cn, (2.1) 满 
足 u(t0) = zo 的 解 u 对 于 > to 确定 , 并 且 使 得 


(2.3.2) slim,e" lu) = 0. 


设 s>0 使 4 的 特征 值 的 实 部 < -o - 2s; 那么 存在 着 一 个 常数 > 0, 使 得 对 
于 上 >0， 


(2.3.3) I 
现 确定 5 > 0, 使 得 对 于 tto 及 ||zl| < 5, 我们 有 
(2.3.4) 1fG& oD) < 去 Izl. 


然后 设 尽 是 (2.1) 在 区 间 [to, 刁 ] 中 确定 的 一 解 , 并 且 满足 w(to) = zo 及 |lzoll < 5 
为 了 证 明 w 在 整个 区 间 [to, +oo[ 中 确定 (只 要 llzol| 取得 充分 小 ), 由 第 十 一 章 , 4.7， 
只 须 证 明 对 于 to < t < ,我们 有 lw 人 | < 5. 假定 不 是 这 样 , 设 to 是 [to,t1] 中 满足 


llu(ta)ll =6 


的 t 的 最 小 值 . 
应 用 第 十 二 章 , 2.4.1 中 公式 , 对 于 to < t < to, 我 们 有 


t 
u(t) = e(t 一 ta)4.zo 十 / ett-54.f(s,au(s))ds. 
to 


由 假设 及 (2.3.3) 与 (2.3.4) 得 
ul < nke-(e+20) to) zoll +e / “eatralua(ejl ds; 


to 
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令 w(t) =el9+2e)(t-w)|jw(t) 上 式 也 可 写成 
w(t) < knllzol| + 了 w(s)ds. 
因此 由 格 朗 沃 尔 引 理 (第 十 一 章 , 2.3.4), 由 此 得 w(t) 的 上 界 
w(t) < knllzolles 0), 
最 后 得 
(2.3.5) eto) uO) < knlleolle™ tt), 


这 首先 表明 对 于 to < t < tz, 我 们 有 |lu(b| < knllzoll; 如 果 已 取 llzoll < a = 
,可 见 对 于 t= t 这 与 假设 ju(tz)| = 5 相 蔬 盾 . 因此 , 对 于 a 的 此 值 ,我 们 证 
明了 对 于 任何 上 > to, wu 是 确定 的 . 此 外 , 由 (2.3.5) 可 导出 关系 式 (2.3.2). 证 完 . 
注释 (2.4) 如 果 只 设 4 的 特征 值 的 实 部 < 0, (2.3) 中 的 结论 不 再 成 立 . 例如 纯 量 方 
程 z=z? 的 解 0 是 不 稳定 的 ; 对 于 c> 0 在 解 + 一 了 中 , 没有 解 能 对 任何 +> 0 


确定 . 

另 一 方面 , 我 们 注意 在 (2.3) 中 , 不 可 能 对 一 个 常数 &, 只 设 f(t,z)| < lwll; 
常 系数 线性 方程 的 例子 已 表明 这 一 点 : 在 = = 0 的 邻 域 中 , 必须 了 对 ||zl| 是 “可 忽 
略 的 ”. 另 一 方面 , 当初 始 值 |zol| 太 大 时 , 对 于 (2.1) 的 解 的 性 质 , 不 可 能 作出 结论 . 
例如 对 于 纯 量 方程 z' = -z + z?, 这 里 对 于 任何 to, (2.3) 中 的 条 件 成 立 . 可 是 只 要 


u(0) =c> 1, 解 wb = i 不 能 对 任何 + > 0 确定 . 


3. 条 件 稳定 性 


(3.1) 当 和 矩阵 4 的 所 有 特征 值 A 不 是 都 满足 RRA < 0 时 , 在 (1.3) 中 已 经 看 到 , (1.2.1) 
的 解 0 不 是 稳定 的 . 但 是 如 果 在 这 些 特征 值 中 ,有 一 些 的 实 部 < 0, 那么 (1.2.1) 有 随 
着 1/t 趋 近 于 0 的 解 . 这 些 解构 成 一 个 向 量 空间 ; 4 的 实 部 < 0 的 所 有 特征 值 的 阶 
数 之 和 ,就 是 这 空间 的 维 数 . 下 面 要 看 到 , 对 “ 摄 动 ” f(t,z) 作 较 强 假设 , 也 可 得 到 
(2.1) 的 一 些 解 , 这 些 解 对 任何 t > to 确定 , 随 着 1/t 趋 近 于 0, 并 且 构 成 “ 含 个 参 
变量 的 一 族 ”. 

对 未 知 映射 作 线性 变换 , 显然 可 设 4 已 化 成 若 尔 当 标准 型 . 把 与 实 部 < 0 的 特 
征 值 相对 应 的 若 尔 当 和 矩阵 及 其 他 若 尔 当 和 矩阵 分 两 类 , 可 以 写 出 


i 区 于 
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这 里 B 是 一 个 阶 和 矩阵 , 它 的 特征 值 的 实 部 都 < 0; C 是 一 个 n 一 阶 和 矩阵 , 它 的 
特征 值 的 实 部 都 > 0; 还 设 与 其 中 纯 虚 数 的 特征 值 相 对 应 的 若 尔 当 和 矩阵 都 是 一 阶 的 . 


于 是 
2 
Ca ( 0 六 | 3 


并 且 由 以 上 假设 , 存在 着 常数 o> 0 及 K > 0, 使 得 


(3.1.1) et < Ke ?:， 对 于 t>0, 
(3.1.2) le-*ell < K, 对 于 t>0. 
我 们 写 出 et4 =U(t) 十 V(t), 这 里 
tB 
(3.1.3) U(t) = ls 2 V(t) = 和 
因此 对 于 任何 s,t， 
人 而 U(t+s) =U(t)U(s), V(t+s)=V()V(s), 
U(OV(s) = V(s)U(t) = 0， 
并 且 
(3.1.5) Ut) = AUG), V(t) = 4V7 的 . 


(3.2) 设 (3.1) 中 关于 4 的 假设 成 立 ; 设 了 在 开 集 D C 民 x C" 中 连续 , 并 且 是 局 部 
利 普 希 英 的 , 这 里 D 包含 (2.2.1) 所 确定 的 集 ; 此 外 , 设 f(t,0) = 0, 并 且 对 于 任何 
E > 0, 存在 着 6E ]0,b 使 得 由 关系 式 之 to, 上 zil| < 6,|z2l| < 6 可 导出 


(3.2.1) |f(t, £1) — f(t, ro) < ellz1 — x2ll. 
那么 存在 着 有 下 列 性 质 的 a > 0: 对 于 满足 J 了 .zo = 0 及 |lzoll < a 的 任何 向 量 
ao E Cn, 这 里 了 二 让 存在 着 (2.1) 的 一 解 u, 它 对 于 t 之 to 确定 ， 并 且 满 
n—k 
足下 列 积分 方程 : 
t 十 oo 
G22 al) = Ut0)z0+ Vt 9).f( us))ds — {Vea ue)as 
to t 
(注意 zo 一 般 不 等 于 wu(to)). 我 们 还 有 
Iu < 2K zoll exp(—o(t — to)) 对 于 上 > to. 


还 设 4 没有 纯 虚 数 特征 值 . 那么 , 反 过 来 , 存在 着 B > 0, 使 得 在 t > to 上 确定 、 
并 且 满足 lu 人 bl < 8 的 (2.1) 的 任何 解 u(t), 对 于 满足 了 .zo = 0 的 一 个 并 且 只 有 
一 个 zo, 也 是 方程 (3.2.2) 的 解 . 
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1? 证 明 : 适当 选取 a, (3.2.2) 有 一 解 u 对 于 上 > to 确定 、 并 且 随 着 1/t 趋 近 于 0;. 应 
用 (3.1.4), (3.1.5) 及 假设 了. ze = 0, 直接 求 导数 计算 就 可 证 明 u 是 (2.1) 的 一 解 . 我 们 要 
证 明 : 可 选取 a 充分 小 , 使 得 映射 um(t)(m > 0) 可 由 逐步 遥 近 法 确定 : 


uolt) = 0, 
(3.2.3) um+a(t) = U(t ~ to).zo+ 人 U(t— s).f(s, um(s))ds 
=/ ve ss um)as 
并 且 满足 不 等 式 
(324) hem) wml < 其 eole 中 ,对 于 > 
注意 由 关系 式 (3.2.4) 可 导出 : 如 果 2Kllzoll < b， 
(3.2.5) Nami(DN < 2Kllzolle (oo) < be Co. 


于 是 递 推 可 以 进行 下 去 , 所 得 序列 {um} 在 lto,+oc[ 中 一 致 收敛 于 (2.1) 的 一 解 u, 而 且 
lue(b < 2Klzolle ""). 
首先 注意 由 假设 f(t,0) = 0, 我 们 有 


ui(t) = U(t — zo).zo, 


因此 由 (3.1.1)， 
lu (ON < 天 zolle 0). 
设 wi1,.… ,um 对 于 上 > to 确定 , 并 且 满 足 (3.2.4), 这 里 m 要 用 0,… ,m 一 1 来 代 车 . 
取 一 个 < > 0, 它 将 在 下 面 确 定 , 再 取 一 个 相对 应 的 值 5, 使 得 对 于 llzill < 5 及 llz2l| < 5 
我 们 有 (3.2.1). 如 果 取 2Kllzoll < 5, 由 关系 式 (3.2.1) 特别 得 到 : 对 于 t > to， 


Nf CE, wml < slum (ON < 2eKllzolle 0). 


由 于 另 一 方面 , 根据 (3.1.2), 对 于 s > 忆 我 们 有 V(t s) 川 < K, 已 经 可 看 出 (3.2.3) 
右边 的 反常 积分 绝对 收 化 , 并 且 从 而 对 于 任何 上 > 如 ,wm+i(tb) 由 公式 (3.2.3) 确定 . 然后 由 
此 得 


wm) unt) = 三 Dl-U(ean(a) 一 Tan-ita))as 
大 Ve f(s, um(s)) = Fe um-1(s)))ds, 
并 且 由 关系 式 (3.2.1) 重新 给 出 : 对 于 任何 t > to， 
f(t tml)) = F(t m1(O)N < elun(o 一 um- 
由 此 , 又 由 (3.1.1) 及 (3.1.2) 得 


Nam) = um (ON < nek 三 coolan 人 一 an-itals 
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应 用 (3.2.4), 但 把 m 换 成 m 一 1, 得 
Mumnilt) — uml < eS leol fs i ea oat 5) 


< EE lzolle-" 0, 
因此 取 
1 

(3.2.6) << HRs 
使 不 等 式 (3.2.4) 对 t > to 成 立 , 然后 选取 6, 使 得 (3.2.1) 对 范 数 < 6 的 向 量 成 立 . 最 后 取 
(3.2.7) lzoll < a= 六， 
于 是 在 这 些 条 件 下 , 证 明了 (3.2.2) 的 解 u 存在 以 及 不 等 式 : 对 于 t > to， 
(3.2.8) lu < 2Kllzolle- "0. 


此 外 , 可 见 这 解 的 初始 值 满足 关系 式 
(3.2.9) 0 | et rt 


由 于 (2.1) 在 点 to 取 给 定 值 的 解 的 唯一 性 , 可 见 zo 只 有 一 个 值 给 出 (2.1) 对 于 给 定 的 u(to) 
的 解 ; 由 (3.2.8), 我 们 还 有 
(3.2.10) le(to)ll < 2K lzoli. 


2° 现 加 上 4 没有 纯 虚 数 特征 值 这 一 补充 假设 . 于 是 可 (必要 时 改变 o 的 值 ) 把 (3.1.2) 
用 


(3.2.11) le < Ke-” 对 于 t>0 


来 代替 . 数 < 及 5 选取 如 上 , 设 u 是 (2.1) 的 一 解 , 它 是 对 t > to 确定 的 , 并 且 对 于 
t > to, Iu( 有 | < 5. 于 是 由 于 我 人 有 f(t, ul)) 川 < <llu(b < <5, 并 且 由 (3.2.11) 对 于 
8> 

VCE — I < Ke 2-9， 


可 见 对 于 任何 t > to, 积分 fve- ).f(s,u(s))ds 绝对 收效 另 一 方面 , 由 第 十 二 章 ， 
A 
2.4.1, 可 写 出 


ult) = Ut to)ulto) + VOE— to)-u(to) + / “Ut s).f(s,u(s)ds 
to 
+ 人 VG = 8).F(s, uls))ds, 
或 由 上 述 结果 , 还 可 写 出 
(3.2.12) u(t) = U(t — to)u(to) + V(t — to).zo+ A U(t— s).f(s,u(s))ds 
to 


=/ ve ss uls)as, 


3. 条 件 稳定 性 343. 


这 里 的 zo 由 (3.2.9) 给 出 . 因此 只 须 证 明 必然 有 .了 :zo = 0， 然 而 既然 对 于 任何 。> 
to, f(s,w(s)) 省 < ellu(s) 川 由 (3.2.11) 及 (3.1.1) 可 得 : 在 (3.2.12) 的 右边 , 对 于 t > to， 
两 个 积分 的 范 数 分 别 以 芋 ” 及 S 为 上 界 . 换 句 话说 , 在 (3.2.12) 中 , 对 于 + > to, 除了 
V(t 一 to).zo 外 , 其 他 各 项 有 界 , 从 而 V(t 加).zo 也 有 界 . 但 是 第 十 二 章 , 3.2.2 的 公式 表 
明 : 如 果 zo = (zoj)i<jen, V(t 一 to).zo 的 指标 了 < 的 分 量 是 0, 指标 > 的 分 量 有 下 列 
形状 : 


2 rl 
Xt-to) TE 
e (mw 十 好 oh+1 十 页 zoh+2 十 … 十 = ron) ， 


这 里 疡 > 及 RA > 0, 并 且 取 大 < 1 < n, 每 个 分 量 zot 在 上 列 各 式 中 至 少 出 现 一 次 ; 只 有 对 

于 上 < 1<n 时 , zot = 0, 所 作假 设 才 可 能 成 立 , 证 完 . 
(3.3) 作 关于 “ 摄 动 ” ft z) 的 另 一 类 型 的 假设 , 可 以 对 (2.1) 在 +oe 的 邻 域 中 有 界 
的 解 , 求 得 渐 近 展开 式 . 这 次 设 4 有 上 个 纯 唐 数 特征 值 (计算 它们 的 重 阶 数 ), 相应 
的 一 些 若 尔 当 和 矩阵 都 是 一 阶 的 , 并 且 4 的 其 他 特征 值 都 有 实 部 > 0. 于 是 可 以 写 出 
(在 对 未 知 变量 作 线 性 代 换 后 ) 

到 由 四 
og 


这 里 B 是 上 阶 和 矩阵 , C 是 n 一 k 阶 和 矩阵 , 并 且 对 于 两 个 常数 扩 > 0 及 o > 0, 我 们 


有 : 
(3.3.1) Iletall < K， 对 于 任何 te 了 Ri 
(3.3.2) lle-tcl < Ke-“t， 对 于 t>0. 


还 是 由 公式 (3.1.3) 确定 U0 及 V. 

于 是 有 : 
(3.4) 设 (3.3) 中 关于 4 的 假设 成 立 ; 设 了 在 D C 民 x Cr 中 连续 , 这 里 了 包 
含 集 (2.2.1), 而 且 to > 0; 还 设 f(t,0) = 0, 并 且 存 在 着 常数 p > 0, 使 得 对 于 
4 之 to,jzil| < b,jzzll < 5b, 我 们 有 
(3.4.1) f(t v1) 一 了 (b,c2) < ct-1-?llz1 一 zzll (ec 是 常数 > 0). 
那么 存在 着 a > 0, 使 得 对 于 满足 J 了 .zo = 0 及 ||zol| < a 的 任何 向 量 zo € C", (2.1) 
有 对 于 t 之 to 确定 的 一 个 有 界 解 u, 并 且 它 满足 积分 方程 


(3.4.2) u(t) = U(t — to).xo 一 区 Pt el(t-)4. f(s,u(s))ds. 
t 


而 且 如 果 用 逐步 逼近 法 


volt) = 0， 
+on 
49) Wm+i(t) = U(t — to).zo 一 站 et54.7(sam(s))ds 
人 
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确定 Um(t), 那么 对 于 +t 之 to, 序列 {Um} 一 致 收 化 于 wu, 并 且 当 +t 趋向 于 +cc 时 ,我 
们 有 
(3.4.4) Um+t1(t) ~ umlt) = Ole ™?). 
最 后 , 对 于 在 上 > to 确定 、 并 且 对 于 t > to 满足 |u 人 | < 5 的 (2.1) 的 任何 解 44 也 
满足 (3.4.2), 这 里 mo 满足 J 了 .zo = 0, 并 且 是 唯一 确定 的 . 

为 了 证 明 前 两 个 结论 , 只 须 由 递 推 证 明 对 于 t > to, 可 确定 um, 并 且 它 们 满足 : 
对 于 + 上 > to， 


nKce\™ 
(3.4.5) lun) = nO < lool (EE) 


由 此 断定 : 令 a = exp(cnK/ptg)/c 只 要 lzoll < a =b/a, 就 有 
(3.4.6) lm (dN < allzol < b, 


并 且 递 推 可 以 进行 下 去 , 恰好 得 到 一 个 序列 , 它 一 致 收敛 于 (3.4.2) 的 一 个 解 u, 并 且 
对 于 t> to, u(t)|| < 6b. 
由 (3.3.1), 首先 有 ||ui(t) < nKllzoll. 由 (3.3.2) 及 (3.4.1), 然后 有 
lam) nO < nge {a 


< (nko™lzol f°™ ds _ lzol Ci 


em-1llp™ i sitm eml \ pte 


由 此 得 所 求 结论 . 对 于 给 定 的 u(t0),zo 的 唯一 性 可 如 同 在 (3.2) 中 那样 证 明 . 
最 后 , 如 果 w 是 (2.1) 的 一 解 , 并 且 对 于 + > 如 ,lu 上 | <b, 那么 由 于 对 于 


s 2 圳 et-94| < K, 并 且 由 (3.4.1), 1 7(s,a(s)) < bcs-1-?, 积分 fe ed 
wu(s))ds 绝对 收敛 . 于 是 可 写 出 


4 
(= Ut— to)u(to) + V(t — to)u(to) +/ et AF(s, ul(s))ds 


= i E(t-®)4. f(s, ul(s))ds, 


这 里 zo = ulto)+ / “ett-94.f(s, uls))ds， 于 是 可 见 , 在 上 式 右边 , 对 于 4 > 如 , 第 


一 项 及 第 三 项 有 界 ， 因此 第 二 项 也 有 界 ; 而 如 (3.2) 中 同样 的 论证 表明 , 这 只 有 当 
了 .m0 = 0 时 才 有 可 能 . 
(3.5) 不 等 式 (3.4.5) 表明 : 对 于 t 趋向 于 +oe, 我 们 也 有 


(3.5.1) w(t) — um(t) = O(t—™?), 


4. 两 变数 自治 系统 的 临界 点 .345 ， 


并 且 特 别 对 于 m = 1, 既然 f(t,0) = 0, 就 有 
(3.5.2) u(t) — U(t— to).zo = O(t™?). 


由 关于 4 的 假设 , U(t 一 to).zo 的 分 量 有 形状 eiw(tt-to)zoj; 这 里 1 < j < kk, wj 
是 实数 , 而 且 如 果 zo 关 0, 这 些 分 量 不 全 是 零 . 公式 (3.5.2) 因此 给 出 了 wlt) 在 +oo 
的 邻 域 中 的 广义 实 部 (第 三 章 , 7.6), 如 果 对 于 mm > 1, 能 求 得 ww 的 渐 近 展开 式 , 由 
(3.5.1) 同样 可 得 w(t) 的 广义 渐 近 展开 式 . 
注释 (3.6) 注意 在 (3.4) 中 , 我 们 没有 真正 用 到 (除了 在 最 后 的 论断 中 ) 方程 (2.1) 是 
一 个 常 系数 方程 的 “ 摄 动 " 这 一 假设 . (3.4) 中 证 明 um 及 wu 存在 的 推理 , 可 以 不 加 
改变 应 用 到 下 列 形状 的 方程 


(3.6.1) x = A(t).z + f(t, 7), 


这 里 了 满足 (3.4) 中 同样 的 条 件 , 并 且 还 设 线性 方程 r' = 4(b).z 的 预 解 矩阵 R(t, s) 
(第 十 二 章 , 2.1) 可 以 写成 


庆 让 二 i s) | : 
0 Vit,s) 
这 里 U(t,s) 是 对 任何 s 及 t 有 界 的 上 阶 答 阵 , V(t,s) 及 W(t,s) 是 对 t<s 有 界 的 
和 矩阵 . 
(3.7) 我 们 还 可 减弱 上 列 最 后 的 条 件 , 当 在 (3.4.0 中 已 设 p > a > 0 时 , 可 以 只 设 对 
于 st 如 (to 充分 大 ), V(t,s) 及 W(t,s) 以 ce 为 界 . 


4. 两 变数 自治 系统 的 临界 点 
有 下 列 形状 的 微分 方程 叫做 自治 微分 方程 : 
(4.1) z'= f(z), 


这 里 实 变数 t 不 出 现 , / 是 在 一 个 开 集 D C R" 中 确定 
的 . 因此 对 任何 点 = e D, 连带 着 有 一 个 向 量 f(z); 一 
对 (z, f(z)) 就 是 过 去 所 谓 “有 起 点 zx 的 连带 向 量 "Q， 
有 时 把 它 用 有 起 点 zx 及 终点 = + f(z) 的 箭 形 来 表示 
(图 75). 我 们 还 是 把 = 一 (z, f(z)) 叫做 D 中 的 “向 其 
场 "; 在 应 用 中 , 最 常见 的 是 + 表示 时 间 , 以 及 力 场 或 速 


图 75 


@ 我 们 想起 在 近代 线性 代数 中 , 只 是 引进 了 “自由 向 量 " 、“ 连 带 向 量 " “滑动 向 量 " 、"“ 极 向 量 ” 
等 一 些 可 笑 的 概念 , 这 些 是 历代 学 究 们 积累 下 来 的 . 只 应 有 一 个 向 量 (或 向 量 空间 中 一 点 ) 的 概念 . 
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度 场 中 的 向 量 . 如 果 是 (4.1) 在 及 的 区 间 工 = ]a,5[ 中 确定 的 一 解 , 那么 映射 
t= Un(t) = u(t+ h) 


也 是 在 区 间 I =]a 一 h,b 一 h[ 中 确定 的 一 解 , u(T) 及 un(In) 在 Rr 中 的 像 相同 . 我 
们 特别 注意 这 些 像 ; 它们 叫做 方程 (4.1) 的 轨道 . 更 特别 地 , 我 们 要 考察 当 t 趋向 于 
+eo 或 -oo 时 , (4.1) 的 一 个 解 w 趋 近 于 一 有 限 极限 ce D 这 种 情形 . 这 时 f(w(t)) 
趋 近 于 向 量 f(c) = (sj)igjgn, 并 且 如 果 要 是 sj 关 0, 就 由 关系 式 w(t) ~ si 在 +oo 
或 -oo 的 邻 域 中 , 应 当 有 关系 式 wj(t) ~ sit (第 三 章 , 10.2), 与 假设 ult) 有 有 限 极 限 
相 矛 盾 . 因此 极限 e 必须 满足 关系 式 


(4.1.1) f(c) = 0; 


我 们 把 这 方程 的 解 叫 做 (4.1) 的 临界 点 . 在 士 ce 的 邻 域 中 研究 解 时 , 它们 起 着 主要 
的 作用 . 

(4.2) 我 们 只 考虑 n = 2 情形 , 并 且 只 简短 地 研究 在 其 立 临 界 点 的 邻 域 中 , 轨道 可 能 
有 的 形式 . 可 设 c = 0. 我 们 还 设 方程 组 (4.1) 有 下 列 形状 : 

yy 位 = azi + bz2 + fi(z1, 22), 

A 74 = cr1 + dr2 + fo{z1, £2), 


这 里 a,b,c,d 是 实 常数 , 矩阵 4 一 - 是 可 着 的 ( 换 句 话说 , ad - be 关中; 设 对 


于 z=0, 有 1 及 五 是 零 ,并 且 在 0 的 邻 域内 ,对 一 个 指数 p>0, 它们 的 偏 导数 满足 


af 
(4.2.2) 骂 四 | < Klzl°. 


(在 最 简单 的 情形 中 , (4.2.1) 的 右边 是 不 含 常数 项 的 zi 及 zz 的 多 项 式 , 用 及 所 是 
多 项 式 中 总 次 数 > 2 的 各 项 的 和 ). 这 种 临界 点 叫做 非 退 化 的 . 

可 以 先 用 未 知 映射 的 线性 代 换 把 矩阵 4 化 成 一 种 标准 形式 . 但 是 为 了 不 出 实数 
域 , 只 有 当 4 的 特征 值 、 即 特征 方程 
(4.2.3) X22-(at+dMtad— be=0 


的 根 都 是 实数 时 , 才 可 能 用 到 若 尔 当 标 准 型 . 这 时 用 到 的 4 的 标准 型 有 三 种 可 能 的 


情形 : 
入 0 入 0 六 读 
人 er (6 YG 
这 里 在 第 一 种 情形 下 , 和 及 ,4 是 4 的 ( 实 ) 特征 值 ; 在 其 他 情形 下 , 是 4 的 特征 值 ; 
由 于 4 是 可 逆 的 , 和 及 py 必然 去 0. 


当 (4.2.3) 的 根 是 共 办 复 数 a 士 i8 (a 及 6 是 实数 , 8 地 0) 时 , 代数 中 已 证 明 , 通 
过 变数 的 线性 代 换 (把 4 换 成 PAP-!, 这 里 P 是 适当 选取 的 一 个 可 逆 和 矩阵 ), 可 设 
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六 嫌 
-Baj. 
我 们 要 考察 在 上 列 不 同情 形 下 轨道 的 形式 (总 是 设 4 取 作 上 列 各 种 形式 之 一 ); 
由 于 我 们 更 关心 的 是 轨道 , 而 不 是 把 这 一 量 的 映射 作为 (4.2.1) 的 解 , 并 且 由 于 把 t 
换 成 -t 就 改变 方程 右边 的 符号 , 于 是 改变 4 的 符号 , 可 把 上 一 -co 时 解 的 研究 , 化 


成 一 +oo 时 的 研究 . 
(4.3) 一 般 情形 : 这 是 对 矩阵 4 中 各 元 素 不 加 上 任何 相等 关系 的 情形 . 


DA= 多 人 这 里 入 < 0 < J 由 (4.2.2), 我 们 是 在 (3.2) 中 讨论 过 的 条 件 


稳定 的 情形 下 . 这 时 在 (4.2.1) 的 解 中 , 在 +oc 的 邻 域内 仍然 是 确定 及 有 界 的 , 采用 
(3.2) 中 的 记号 , 只 能 是 满足 积分 方程 (3.2.2) 及 条 件 C.zo = 0 的 那些 解 ; 后 一 条 件 
在 这 里 表明 zo = (zol; 0). 如 果 作 未 知 映射 的 线性 变换 z = exy, 可 见 


4 有 下 列 形状 : 


v(t) =e u(t) 
是 方程 组 


(4.3.1) 4 = gi1(t, yy2), 
仿 二 (4p 一 Ay + 92(t, Yi,Yy2) 


的 解 ， 这 里 多 全 太史 ) = 后方 (extyiexaa); 由 (4.2.2) 及 泰勒 公式 , 对 于 9 = 
(9 92), 我 们 得 到 下 列 形式 的 估计 式 : 当 zi 及 ||zzl| 充分 小 时 ， 


lg 人 tb za) — g(t zo) < cepz — z2ll. 


因此 可 对 方程 组 (4.3.1) 应 用 (3.4) 中 的 结果 , 并 且 由 于 当 t > 0 时 , eX < 1, 可 见 
(4.2.1) 对 于 t+ > 0 有 界 的 解 有 下 列 形状 : 在 +oc 的 邻 域 中 ， 

3 u(t) = re + o(e*t), 
9 le = ole™), 
两 不 同 的 解 相应 于 常数 7 的 不 同 的 值 . 但 是 由 于 + 上 一 (t+ 如 ) 对 于 t>0 也 是 (4.2.1) 
的 一 解 并 且 wi(t 十 to) ~ (rexta)ext, 可 见 (4.2.1) 只 有 两 条 轨道 (相应 于 7 = 土 1), 沿 着 
这 两 轨道 ult) 随 着 1/t 趋 近 于 0; 沿 着 其 中 一 条 轨道 , ui(t) 通过 值 > 0 递减 趋 近 于 
0, 沿 着 另 -一 条 轨道 , wi(t) 通过 值 < 0 递增 趋 近 于 0, 并 且 对 于 这 两 轨道 , w2(t)/wi(t) 
趋向 于 0. 把 t 换 成 -t, 同样 可 见 存在 着 两 条 轨道 , 在 这 两 轨道 上 , 当 t 趋 近 于 -co 
时 , u(t) 趋 近 于 0, 而 这 次 wui(t)/uz(t) 趋 近 于 0, 对 于 通过 0 的 充分 小 的 邻 域 V 中 一 
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点 的 任何 其 他 轨道 , 当 |#| 充分 大 时 , 点 u(t) 
不 可 能 留 在 V 中 . 这 时 我 们 说 临界 点 0 是 


方程 组 (4.2.1) 的 一 个 声 口 (图 76, 这 里 箭头 
指 的 是 + 增 大 的 方向 ). gt (Cs 


D4=( 0), ws < not0< 


On 
A < 情形 可 由 把 + 换 成 ~t 导出 ) 在 这 里 
作 未 知 映 射 的 线性 代 换 = = evty, 可 得 方程 2 
组 

33 WH= MAWn+g(t yy), 

a 公 = ga(t, Yi, y2), 图 76 

在 这 里 对 于 充分 小 的 zi 及 |zal, jg(tt, za)-g(t, za) < ceaellaa 一 za 既然 六 < 0， 
这 里 是 在 (2.2) 中 讨论 过 的 稳定 的 情形 下 , 并 且 在 (4.3.3) 的 解 中 , 所 有 在 += 0 取 什 
于 0 的 充分 小 的 邻 域内 的 ， 当 + 趋向 于 +oo 时 , 都 是 有 界 的 . 更 准确 地 说 , 线性 方程 


Re _ {3-4»0 
= B.y， 这 里 a-( "1 


有 一 个 完全 确定 的 解 et3yo, 并 且 
v(t) = e'3.yo + o(1). 
回 到 方程 (4.2.1), 令 yo = (7,s), 并 且 先 设 s 关 0; 于 是 (4.2.1) 相应 的 解 是 
tn = o(er’), 


人 aa 人 (划一 se 此 十 ofekt). 


换 句 话说 , ui(t)/uz(t) 沿 着 所 有 轨 线 趋 近 于 0. 考虑 到 wult 十 如 ) 仍然 是 解 , 可 见 只 有 
两 条 例外 轨 线 , 与 7 = 士 1,s = 0 相对 应 . 现 研究 它们 ， 

作 未 知 映射 的 代 换 xz = e**y, 于 是 化 到 (3.4) 中 考虑 

过 的 情形 . 这 时 (如 同 在 了 ) 中 那样 ) 可 见 沿 着 这 些 轨 

线 , 我 们 有 


u(t) = 士 et 十 o(ext)， 


人 ee = o(e*), 


因此 uaz(b/ui ( 这 次 趋 近 于 0. 临界 点 0 叫做 第 一 类 
反常 结 点 (图 77). 


ma-( 2) isxzo aaxn 把 图 77 


4. 两 变数 自治 系统 的 临界 点 349 ， 


t 换 成 -t, 可 设 a < 0. 现 作 未 知 映射 的 代 换 
一 ec 
还 是 化 到 (2.2) 中 已 考虑 过 的 情形 . 在 (4.2.1) 的 解 中 , 在 上 = 0 处 的 值 属于 0 的 充分 
小 邻 域 的 所 有 解 , 随 着 1/t 趋 近 于 0, 并 且 可 写 出 如 下 : 
u(t) = eot(r cos Bt + ssinBt) + o(e™!), 
ualt) = ert(—r sin Bt + scos pt) 十 ofeot)， 


这 里 及 s 是 两 个 不 全 是 零 的 常数 . 
原点 是 所 有 轨 线 的 “ 渐 近 点 ”. 临界 点 0 叫做 一 个 焦点 (图 78). 
(4.4) 特殊 情形 . 这 里 4 的 元 素 之 间 有 相等 关系 . 


和 人 四 这 里 入 六 0; 把 + 换 成 -4 可 设 < 0, 作 未 知 映射 的 代 换 


(4.3.6) 


0 
z = e*ty, 还 是 可 化 到 (2.2) 中 的 情形 . 这 时 有 对 于 与 0 邻近 的 所 有 解 
u(t) = rext 十 o(ext)， 
人 ja = seX + o(eX:), 


其 中 常数 + 及 s 不 全 是 零 . 在 这 里 每 条 轨道 在 点 0 与 一 条 半 射 线 相 切 , 两 条 不 同 的 
轨道 与 不 同 的 半 射 线 相对 应 (图 79). 0 叫做 一 个 正常 结 点 . 


如 | 


图 78 图 79 


0 入 
像 前 面 作 未 知 映射 的 代 换 , 因为 这 样 就 会 得 到 一 个 二 阶 若 尔 当 和 矩阵 ,对 它 不 能 应 用 
(2.2) 中 的 方法 . 但 是 只 须 作 未 知 映射 的 代 换 z = exty, 这 里 取 ww， 使 得 入 <v<0 及 
(1 十 pjv < 入 于 是 我 们 需要 考虑 方程 组 


WH = (Mv + g(t, yy2), 
到 = 二 (A—vV)yz + 92(t, yi,Y2), 


V) A= " 让 这 里 入 关 0, 并 且 还 是 可 以 只 考虑 A < 0 情形 . 在 这 里 , 不 能 


(4.4.2) 
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这 里 在 0 的 邻 域内 , ||g(t, z1) 一 g(t, z2) < cer*t|z1 一 zzl|. 上 列 方程 的 一 解 满足 积分 
方程 


oO=eeao+ er9B.g(sals)dsi 
0 


这 里 B = 4 一 v1, 并 且 存 在 着 一 个 常数 工 (与 所 考虑 的 解 无 关 ), 使 得 ||v(t) < 
Lllv(0); 于 是 有 


t 
le 的 一 sea 天 oO { eto Nerds, 
0 


这 里 s > 0 可 取 作 任意 小 , 并 且 K 是 与 < 无 关 的 常数 . 回 到 方程 (4.2.1), 对 于 与 0 
邻近 的 所 有 解 , 我 们 得 到 


=re (1+p)vt 
(4.4.3) i(t) = re + O(el +t)"t), 
va(t) = (rt + s)e*t + O(eli+p)rt). 


这 里 所 有 轨 线 在 点 0 有 同一 切线 ; 我 们 说 有 一 个 第 二 类 反常 结 点 (图 80). 


4=- LS . } 这 里 8 关 0. 我 们 在 此 可 指出 (习题 12) 两 种 可 能 的 情形 : 
1° 或 者 0 是 一 个 焦点 (参看 四; 
2 或 者 有 无 穷 个 封闭 轨道 ( 换 句 话说 , 相应 的 解 u(t) 是 周期 的 ). 这 时 就 说 临界 
点 0 是 一 个 心 . 例如 在 线性 方程 z' = AL.z 情形 , 所 有 轨道 是 封闭 的 , 因为 解 是 


w(t) =rcosBt + ssin pt, 
U2(t) = —r sin Bt + scos Bt, 


即 心 是 0 的 贺 (图 81). 


加 
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习 题 


1) 当 我 们 把 (2.1) 换 成 z= A(t).z 十 f(t,z), 并 且 设 预 解 矩阵 R(t,s) 对 于 t>s>to 
有 界 , 而 对 了 的 假设 仍然 保持 不 变 时 , 证 明 (2.2) 中 的 结论 仍然 成 立 . 
2) 方程 z” 一 22 十 z = 0 有 基本 解 组 上 一 tcostcost 十 tsinti 它们 是 无 界 的 . 由 此 导 


出 :在 (2.2) 中 , 不 能 把 假设 ”fb)dt 收 伍 换 成 更 红 的 假设 ,ln 24) = 0 
to Eon 


3) 方程 zy + Za' 十 x = 0 有 基本 解 组 -1 sint -1cost 这 里 的 解 随 着 1/t 赵 近 于 
0， 由 这 一 事实 及 习题 2 导出 : 在 (2.3) 中 , 不 能 把 方程 z' = A.z + f(t,z) 换 成 z' 一 
Mb 十 f(t, 2), 而 只 设 2' = 4(b).z 的 所 有 解 都 是 渐 近 稳定 的 . 

4) 设 


-a 0 
4G= [| ， 
0 sinlogt+ coslogt— 2a 


这 里 1< 2a <1+e ". z= A(t).z 的 解 是 


ZT1= ce™™t 
za = cz exp(t sin logt — 2at), 


并 且 因 此 是 渐 近 稳定 的 . 如 果 取 f(t,z) = B(t).z, 这 里 


BG = Ge 加 


那么 2' = 4(b.z 十 了 (tz) 的 解 是 


Xl1= Cie 
| Zz2 = exp(tsinlogt — 2at) (= 十 af exp(—ssinlog au) 
证 明 : 对 于 cx 0, 这 些 解 在 +oo 的 邻 域 中 无 界 . 由 此 导出 : 在 (2.2) 中 , 不 能 把 (2.1) 换 成 
z' = A(t).z 十 了 (t,z), 只 设 rz' = A(t).z 的 解 是 渐 近 稳定 的 , 而 对 了 的 假设 不 加 改变 . 
5) 设 R(t,s) 是 一 个 齐 次 线性 方程 z' = A(t).z 的 预 解 矩 阵 . 设 对 于 上 > to, 函数 
4 
/aalas 


有 界 . 
a) 设 V(t) 是 z' = A(t).z 的 基本 和 矩阵, 以 致 


R(t,s) =V(tV(s)-:. 
和 如果 人 “IR(t, allas < K, 证 明 存在 着 一 个 常数 C, 使 得 对 于 上 > to， 
to 


IVOON < ce-yxn. 
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人 (es 


EN -1 V(s) 
ve/ ver /oro Ve.) 


b) 证 明 : 如 果 对 于 t 之 wf R(t,s)llds < K, 并 且 如 果 对 于 llzl| < a 及 t > to, 且 
nyK < 41f(b zo) < 3llz|, 那么 


z= A(t).r + f(t, rT) 


的 解 = = 0 是 渐 近 稳 定 的 . (sea to < 了 < 我 们 有 : 对 于 任何 解 u， 


eolsalvllzal+alveor| / VV) (el)as| :mx ap lor) 


6) 在 (2.3) 中 , 不 改变 关于 A 的 假设 , 并 且 把 关于 了 的 假设 换 成 下 列 较 蜀 假 设 : 
1° 存在 着 常数 a > 0,a > 0,K > 0 及 实数 b, 使 得 由 关系 式 zl| < a,t > to 可 导出 
(f(a) < Kllell + Nall tt; 
2° 对 于 任何 > 0, 存在 着 5 > 0 及 人 > to, 使 得 由 关系 式 |z|| < a, 上 > to 可 导出 
Nf (to) < allell + heft. 
证 明 0 仍然 是 (2.1) 的 一 个 渐 近 稳定 解 . (论证 与 (2.3) 中 相同 , 但 是 要 用 点 了 分 解 积分 
区 间 [to, 并 且 一 旦 取 定 了 T,w(T) 随 着 u(to) = zo 任意 小 
7) 设 4 的 所 有 特征 值 有 实 部 < 0, 并 且 设 满足 (3.2) 中 条 件 ; 另 一 方面 , 设 g(t) 是 
对 于 + > 如 确定、 连续 、 在 C” 中 取 值 , 并 且 满 足 ,limg(b) = 0 的 一 个 映射 . 证 明 对 于 任 
何 < > 0, 存在 着 工 > to 及 5 > 0, 使 得 当 芋 趋向 于 +eco 时 ,方程 
T=Az+f(t,r)+g(t) 


满足 |u(T) < 5 的 任何 解 有 极限 0. (如 同 在 (3.2) 中 一 样 , 应 用 逐步 逼近 法 ,) 
8) 一 方面 设 方 阵 4 写成 
候补 
0 C 


这 里 B 是 上 阶 矩 阵 , 它 的 特征 值 的 实 部 都 < 0, 并 且 对 于 纯 虚 数 的 特征 值 , 相应 的 若 尔 当 矩 
阵 都 是 一 阶 的 , C 是 n 一 k 阶 矩 阵 , 它 的 特征 值 的 实 部 都 > 0. 有 一 常数 K, 使 得 


lletell < K， 对 于 t>0; 


eells K， 对 于 t>0. 


确定 U(t) 及 V(t) 如 同 在 (3.1.3) 中 一 样 . 另 一 方面, 设 f 在 1xC”" 中 连续 (这 里 1 = 
[to, +oeo[, 并 且 满 足下 列 条 件 : 


十 oo 
1° 积分 ft olla 收敛 ; 
to 
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2° 对 于 C" 中 任何 zi, za 及 工 中 任何 t, 我 们 有 
Nf (tz1) — Ft, zo)l < Yt) lz — z2ll, 


这 里 Y() 在 工 中 连续 , 并且 使 积分 ”+(6)dt 收 全 最 后 , 设 6(b) 是 在 1 中 连续 > 0、 并 
to 
且 在 C" 中 取信 的 映射 。 
证 明 : 如 果 > to 使 得 人 ~(t)dt < 1, 那么 与 
1 


(1) z= A.zr+b(t) 
在 I 中 确定 的 任何 有 界 解 u(t) 相对 应 , 有 
(2) T= A.z+b(t)+ f(t,z) 


的 一 个 有 界 解 u(t) 满足 
+ 本 二 
ult) =v0+/ vs) us) V(t — s).f(s,u(s))ds, 


并 且 差 u(t) - v(t) 随 着 1/t 趋 近 于 0. (如 同 在 (3.2) 中 一 样 ， 用 逐步 逼近 法 .) 反 过 来 ， 
(2) 的 任何 有 界 解 u(t) 可 用 这 种 方式 从 (1) 的 一 个 有 界 解 v(t) 求 得 . 
9) 对 于 线性 方程 
z+ 三 z= 0, 
(3.4) 中 假设 , 除了 4 是 二 阶 的 若 尔 当 和 矩阵 外 , 都 能 成 立 ; 可 是 当 上 趋向 于 +oo 时 , 这 方程 
的 任何 解 不 能 有 界 . 
10) 证 明 对 于 方程 组 


2z1 


log(z3 + 22)" 


下 三 一 2 二 
1 iog( 十 2 
太一 一 Z2 十 


点 0 是 焦点 ; 而 对 于 下 列 方程 组 , 它 却 是 正常 结 点 


(用 极 坐 标 ). 
11) 对 于 方程 组 
于 = 一 za — Zi(zf + 22), 
位 = zl — Zz2(z? + 722)$, 


点 0 是 焦点 ; 而 对 于 下 列 方程 组 , 它 却 是 心 : 


(同上 题 法 ). 
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12) 采用 第 4 节 中 的 记号 , 设 在 情形 VI 下 进行 讨论 . 考虑 极 坐标 表示 的 微分 方程 


(*) 和 3 
这 里 
Ble) = — Otr 000, ind) + sinbfatr cond raind) 
St 各 和 Preosbrsing) = Sf, (reos0, rsing) 


当 z= re* 趋 近 于 0 时 , 上 式 中 分 母 趋 近 于 8, 分 子 是 o(7). 设 rl > 0 使 得 对 于 
0<r<rl 及 geR, 


F 是 确定 并 且 连 续 的 (我 人 有 F(r,9 + 2r) = F(r,9)). 存在 着 一 数 r2 满足 0 < ra < rl, 并 
且 使 得 : 如 果 M 是 |F(r,6)| 对 于 r < ra 及 9 € 及 的 上 确 界 , 那么 ra/2M > 3r. 存在 着 
ma 使 得 0 < ra < rz, 并 且 使 得 对 于 满足 0 < ro < rs 的 任何 (ro,bo), 方程 (*) 有 一 解 
p(9) 在 整个 区 间 |9 - bo| < 3x 中 确定 , 并 且 满 足 条 件 p(9) < r2. 对 于 这 样 的 解 , 可 设 (必要 
时 改变 8 的 符号 ) 我 们 有 p(bo 二 2x) < p(90), 等 号 对 应 于 (*) 的 一 个 周期 解 . 如 果 通过 满足 
7 < ra 的 一 点 (7,9), (*) 没有 周期 解 , 那么 解 p(9) 可 开拓 到 区 间 [bo 十 2r, go + 4z] 中 , 并 且 
对 于 90 < 9 < bo + 27 我 们 有 p(g + 2rx) < p(6). 递 推 证 明 p 可 开拓 到 整个 区 间 [go + oo[ 
中 , 并 且 对 于 满足 bo < 9 < bo + 2x 的 每 个 9, 序列 {p(9 十 2nz)} 是 严格 递减 的 ; 如 果 o(9) 
是 这 序列 的 极限 , 我 们 有 ef8 + 2x) = o(9). 证 明 o(8) 在 区 间 [bo, go + 2z] 中 连续 (应 用 第 
五 章 , 习题 2) 并 且 满 足 方程 (*) (考虑 等 价 的 积分 方程 ); 如 果 c(9) = 0 不 是 恒等式 , 我 们 就 
得 到 了 (*) 的 一 个 周期 解 . 由 此 导出 第 4 节 中 对 情形 VI 所 作 结 论 . 
确定 下 列 方 程 组 的 周期 轨道 : 
到 一 一 zz 十 Ti(zE 十 zZ3) sin 再 43 en 
上 四 开 
2 一 zl 十 za2(z2 十 z2) sin 全 二 
13) 对 于 任何 m 次 齐 次 多 项 式 P(z,y), 方程 式 P(z,y) = c (c 是 常数 ) 所 表示 的 曲线 
是 下 列 方程 组 的 轨道 ; 
，_BP 
一 两 Coz2)， 


= -于 
对 于 m > 3, 给 出 在 0 的 邻 域 中 这 种 轨道 的 可 能 形状 的 实例 . 


了 (z1, 72). 
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1. 主要 问题 


二 阶 线性 微分 方程 (以 及 两 个 一 阶 线性 微分 方程 的 方程 组 ) 是 我 们 一 般 不 知道 
化 成 “ 求 积分 ”的 最 简单 的 线性 微分 方程 ; 而 它们 在 很 多 力学 及 数学 物理 问题 中 都 
要 出 现 . 

我 们 首先 讨论 齐 次 线性 微分 方程 


(1.1) Z" + p(t)z’ + q(t)z = 0, 


这 里 p 及 g 是 实 变数 在 民 的 (有 界 或 无 穷 ) 开 区 间 工 =]a,b[ 中 的 复 值 连续 函数 ， 
并 且 这 里 研究 的 是 (1.1) 在 工 中 的 复 值 解 (可 是 第 5 节 讲 复 变 数 域 的 问题 ), 关于 满 
是 数值 初始 条 件 的 (1.1) 在 工 中 的 解 , 它 的 数值 计算 在 原则 上 已 由 第 十 一 章 中 的 一 般 
方法 解决 了 @. 除 此 以 外 , 主要 的 问题 是 : 

A) 在 工 的 端点 的 领域 中 , 解 的 研究 . 

首先 要 求 得 到 在 工 的 端点 的 邻 域 中 , (1.1) 的 解 的 渐 近 展开 式 或 广义 渐 近 展开 式 
(第 三 章 , 7.6). 我 们 总 可 通过 变数 t 的 代 换 , 化 到 b = +oo 情形 , 并 且 在 +oo 的 邻 域 
中 , 研究 (1.1) 的 解 . 当 遇 到 在 +ee 的 邻 域 中 “振动 的 ”实数 解 时 , 我 们 也 关心 当 了 
趋向 +eo 时 , 解 在 区 间 ja, TI 中 的 零点 , 并 且 如 果 可 能 , 求 出 零点 个 数 当 了 趋向 +oo 
时 的 渐 近 估计 . 

在 应 用 中 , 会 遇 到 下 列 形式 的 微分 方程 : 
(1.2) Zz" + Mg(t, A)z = 0, 


全 在 收 做 速度 方面 可 以 改进 一 般 方法 的 ,有 种 种 方法. 关于 这 些 方法 的 讲述 ,请 参看 数值 计算 的 
专著 
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这 里 和 是 一 个 复 参 变数 , 它 的 绝对 值 趋向 +oo; 重要 的 是 要 确定 : 
B) (1.2) 的 解 在 | 和 | = +oe 的 邻 域 中 的 渐 近 性 质 , 并 用 和 的 函数 表示 出 来 . 
最 后 , 我 们 也 常 遇 到 这 样 的 微分 方程 (1.1), 其 中 p 及 9 是 实 值 的 和 周期 的 , 并 
且 还 依赖 于 一 个 参 变数 和 . 这 时 重要 的 是 知道 : 
C) 对 于 参 变 数 和 的 某 些 值 , 方程 (1.1) 是 否 有 周期 解 . 


2. 一 般 性 质 


由 第 十 二 章 , 2.5 及 2.6 的 一 般 理论 , 方程 (1.1) 的 解 形成 一 个 二 维 向 量 空间 , 这 
空间 的 一 个 基 构 成 所 谓 一 个 基本 解 组 (wi,42) ( 即 不 成 比例 的 两 个 解构 成 的 组 ), (1.1) 
的 两 个 解 ui, uz 的 朗 斯 基 
(2.1) W(t) = u(t)us(t) — ualt)us (t) 

由 下 列 公 式 给 出 
(2.2) W(t) = W(to) exp (- / naas) , 

由 这 关系 式 以 及 一 阶 线性 方程 可 用 “ 求 积 分 法 ” 解 出 这 一 事实 , 可 见 知道 了 (1.1) 

一 个 不 恒 等 于 零 的 解 u(t), 就 可 由 两 次 求 积分 得 到 与 ui(t) 不 成 比例 的 第 二 个 解 
* W(s) 
to re 

二 阶 线性 方程 的 另 一 重要 特点 是 : 可 以 用 未 知 变量 的 线性 代 换 把 它 化 到 p = 0 
情形 . 如 果 令 z = zy, 这 里 z 及 y 是 上 的 两 个 函数 , 那么 方程 (1.1) 就 变 成 了 y 的 微 
分 方程 


(2.3) v2lt) = u(t) 


zy" + (22'+pz)y + (2 +pz + qz)y = 0. 
于 是 只 须 选 取 函 数 z 使 得 2z' + pz = 0, 即 选 取 


(2.4) z(t) = exp (3 ns)ds) 
就 可 以 了 . 

最 后 , 回想 一 下 当 已 知 (1.1) 的 一 个 基本 解 组 ui,uz 时 , 解 相 应 方程 
(2.5) zx" +p(t)z’ + q(t)z = f(t) 


的 拉 格 朗 日 公式 . 从 第 十 二 章 , 2.4.1 出 发 , 或 通过 直接 验证 , 都 可 看 出 : 由 下 列 公式 
可 求 得 (2.5) 的 一 个 解 


(2.6) ji 大 ee f(a)as. 
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3.、 刘 维 尔 变换 
考虑 下 列 形式 的 二 阶 线性 方程 
(3.1) 世 士 az(b)ht)z=0， 
这 里 ao(b) 是 在 +coe 的 邻 域 中 确定 、 连 续 、 并 且 > 0 的 实 值 函数 , 还 使 得 函数 
t 
(3.2) s= 六 a(é)dé 


随 着 t 趋向 +o0;h 是 在 +oo 的 邻 域 中 连续 的 复 值 函 数 . 
我 们 将 要 看 到 刘 维尔 变换 可 以 用 来 求 得 (3.1) 的 解 在 +oo 的 邻 域 中 的 渐 近 展开 
式 . 这 种 变换 要 先 作 变 数 代 换 (3.2); 于 是 得 
dr _ dr Py ad2z 
a di dei" 
如 果 用 w(s) 表示 (3.2) 的 反 函 数 , 并 且 如 果 令 ij=a(y() 人 从 而 Ws) = ee)), 
方程 (3.1) 因此 变 成 ( 令 g(s) = aty(s))) 


dr 1V(s) dz 2 
3 to) ws 士 g(s)z = 0. 


为 了 使 得 含 x 的 项 不 出 现 , 要 作 (2.4) 型 的 未 知 函 数 的 代 换 , 在 这 里 就 是 要 作 代 换 


到 ab)， ?+ 到 ar 


(3.3) 


(3.4) = 

并 且 最 后 得 到 方程 

(3.5) y+ (00 + 3% 一 3%) = 
我 们 注意 可 写 出 


i WN TIN iY 1 /fa 
i ，) 汪 作 - 拓 ) -5 (的 + 泛 ) = ga7 (@ - 吕 )， 
这 里 在 第 三 个 式 子 中 , 导数 是 对 t 取 的 , 然后 把 t 用 y(s) 来 代 换 . 

例 (3.7) 如 果 取 alt) = 以 , 这 里 入 > -1, 我 们 有 


1 a\’ a?\)_ -M+2) 
2a2 a 2a2) 4t20+Y) 


t+1 
A+1 


= 
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由 此 得 
Je 各 ) = -XA+2) 
2\5 28B) 4A+1]2s5 


对 于 和 一 -1, 同样 可 得 


及 
s= logt, 


1/(Y_ 1l 
2\b 252/ 4 


(3.8) 如 果 取 alt) = (logt)* (4 是 任何 实数 ), 我 们 得 到 
1 AN a 站 
2a2 (( a ) 2 ~ ~ 2t2(logt)2+1 
s ~ t(logt)*, 


1/w 652 记 
2 本 过) “2521ogs- 


(3.9) 如 果 取 a(t) = ee (a > 0), 我 们 求 得 


由 此 得 


及 


由 此 得 


及 
et 
acm， 
由 此 得 流放 
1/ 1 
2 各 拓 ) ~ a 
4. 解 的 渐 近 展开 式 


(4.1) 对 于 在 工 的 端点 的 邻 域 中 研究 (1.1) 的 解 ,总 可 通过 六 = 汪 或 # = -t 型 的 


变数 代 换 , 化 到 有 一 个 端点 是 +oo 的 情形 ; 这 就 是 在 本 节 中 要 作 的 假设 . 为 了 简化 


4. 解 的 渐 近 展 开 式 :359 、 


起 见 , 要 设 (由 于 我 们 总 可 做 到 (2.4)) p = 0, 还 设 函 数 g(t) 在 +oo 的 邻 域 中 有 渐 近 
展开 式 


(4.1.1) 4 =m+ 人 + 慌 +…+ 名 +o( 去 ) (这 里 n> 2)， 


上 式 中 g; 是 任意 的 复数 . 
注意 对 于 任意 的 复数 w 及 p, 函数 
u(t) = er!t—? 
(这 里 t7? = e-?1ogt) 是 二 阶 方程 


(4.1.2) x (2 -这 + ):=0 

的 解 , 这 里 z 的 系数 展开 式 中 前 两 项 可 通过 适当 取 w 及 p 而 任意 选取 . 我 们 要 比较 
(4.1.2) 的 解 以 及 (1.1) 的 解 (其 中 9 由 (4.1.1) 给 出 ), 并 且 由 此 得 到 所 求 的 渐 近 展开 
式 . 
(4.2) 设 在 (4.1.1) 中 , go 关 0, 并 且 用 下 列 条 件 确定 复数 w 及 p, 即 条 件 


(4.2.1) wi+q=0, -2wp+g=0 

以 及 条 件 : 当 t 趋 向 +oc 时 ,函数 ett-? 有 界 : 如 果 go 不 是 实数 及 负数 , 取 Rew < 0; 
和 否则 我 们 有 w 二 土 i, 这 里 入 > 0, 并 且 应 选 定 符号 , 使 得 及 (p) = 及 Gt 态 ) > 0, 那 
么 微分 方程 z” 十 g(t)jz = 0 有 一 解 u, 它 在 +oo 的 邻 域 中 有 下 列 形状 的 广义 渐 近 展 
开 式 

(4.2.2) u(t) = et? (+ TS 詹 +o( 去 ))， 


并 且 导 数 w(t) 及 w(t) 也 有 同样 精确 度 的 渐 近 展开 式 ， 可 由 (4.2.2) 逐 项 求 导数 而 
得 


作 未 知 函数 的 线性 代 换 
(4.2.3) £ = ertt-Py, 
得 到 y 的 二 阶 方程 
(4.2.4) +2(w— 人 y+ ,= 
这 里 
(4.2.5) F(O) = (a) -gm— Dg)+p(p+y) 


gq 1 
= (t+) + rt to (Fs): 
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我 们 要 把 (4.2.4) 看 作 二 阶 方程 


(4.2.6) y+ Ce- 2) a 7 p 林 ] Sad 


的 一 个 “ 摄 动 "; 这 方程 的 一 组 基本 解 给 出 如 下 : 
v(t) =e-2tt2, w(t)=1. 


与 通常 一 样 , 令 yi = y,y2 = 网 把 方程 (4.2.4) 变换 成 含 两 个 一 阶 方程 的 方程 组 . 
于 是 我 们 得 到 向 量 方程 
y= At).y+ Bt).y, 


这 里 
wi SD 2 ip 
= 人 全 "0-( 中 )， 
(4.2.7) 7(t) = 一 2 人 人 二 et, 
人 
(4.2.8) GO -tt (a )- 


这 方程 的 基本 性 质 是 它 满足 第 十 三 章 , 3.6 中 的 条 件 . 事实 上 : 
1° 方程 y = A(t).y 在 及 中 有 一 个 有 界 的 解 (w,0); 
2° y/ = A(t).y 的 预 解 矩阵 V(t)V(s)-! 对 于 s > t 之 to 有 界 (如 是 充分 大 的 固 


定 的 数 ), 这 里 
和 vt) \. 
vo-( | 


事实 上 V(t) 可 写成 


并 且 我 们 的 论断 是 由 下 列 关系 式 推出 的 : 


和 wy 
ll<l -2|<2a NF s>b>2| 外 ， 


2p 
e2w(s-) 8) 
3 


和 M， 对 于 s> 由 
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而 这 些 关 系 式 是 由 w 及 p 的 选取 导出 的 . 
3° 在 +co 的 邻 域 中 , 对 于 任意 两 个 向 量 z1, z2, 我 们 有 


大 
1B 人 的 :aa 一 Ba < Bl — zall 


这 里 上 是 一 常数 . 

因此 可 应 用 第 十 三 章 , 3.4 中 所 描述 的 逐步 逼近 法 (把 那里 出 现 的 常数 p > 0 换 成 
1); 为 了 完成 证 明 , 只 须 看 出 所 得 展开 式 中 um+1 一 um 各 项 实际 上 有 形 如 cmt-"- (hh 
是 固定 的 整数 > 0, 它 是 G(t) 的 展开 式 (4.2.8) 中 第 一 个 非 零 项 的 指数 ) 的 主要 部 分 ， 
我 们 可 立即 化 到 考察 积分 


i +eo  e2wsds 1 
e wf 0 (mr) 
这 可 由 分 部 积分 立即 得 到 . 
我 们 注意 这 样 不 但 得 到 渐 近 展开 式 (4.2.2), 而 且 当 我 们 有 (4.1.1) 的 余 项 的 相应 


上 界 时 , 还 可 得 到 展开 式 余 项 的 明显 的 上 界 . 
(4.3) 我 们 可 立即 把 (4.2) 中 结果 推广 到 将 (4.1.1) 换 成 下 列 形式 的 展开 式 


(4.3.1) 8 人 的 =atbt +at 1+ gt lgnt +o(t- 一 时 ), 


这 里 大 是 整数 > 0. 于 是 代替 (4.2.8), 我 们 得 到 G(#) 按 1/* 的 寡 展 开 的 一 个 渐 近 
展开 式 , 并 且 第 十 三 章 , 3.6 可 像 上 面 一 样 应 用 . 
(4.4) 得 到 一 个 解 ui(t) 有 展开 式 (2.2.2), 应 用 公式 (2.3), 可 求 得 第 二 个 解 wu2(t), 与 
wilt) 形成 基本 解 组 . 考虑 到 在 t= +eo 的 邻 域 中 的 广义 渐 近 展开 式 

f[: 一 2uss2pds = -eo (多 呈 + 2 be 

4 P+ 1) yap-p ot2p- 5 

可 得 wu2(t) 的 一 个 形 如 (4.2.2) 的 展开 式 , 可 是 这 里 w 及 p 只 要 简单 地 改变 符号 ， 
(4.5) 从 (4.4) 中 基本 结果 出 发 , 可 以 全 面 考虑 我 们 有 一 个 渐 近 展开 式 情形 : 


(4.5.1) g(t) = 站 (w+ er. + 委 +o( 去 ))， 
这 里 go 关 0,k 是 正 或 负 整 数 , 要 适当 应 用 刘 维 尔 变换 多 次 . 现 只 考虑 k < 0 情形 ( 参 
看 习题 2). 


A) 大 和 -3 情形 . 于 是 可 立即 用 (4.2) 中 的 方法 , 但 把 r(t) 换 成 0, v(t) 换 成 
虽然 这 样 得 到 的 解 在 +oo 的 邻 域 中 无 界 , 可 是 tk+2o( 有 界 , 并 且 可 应 用 注释 (第 
十 三 章 , 3.7): 因此 我 们 得 到 有 渐 近 展开 式 的 一 个 解 


c 1 
(4.5.2) mi(t) = 1+t+2 (mtet.+ Br to (Fr ))， 
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然后 由 此 得 有 下 列 形式 的 展开 式 的 第 二 个 解 : 
(4.5.3) al) = t+ tt? (G+ (Er)). 

B) k= -2 情形 . 这 时 我 们 作 刘 维尔 变换 , 取 at) = (参看 (3.7), 这 相应 于 取 
w(s) = es 及 Ms) = e-* 并 且 给 出 了 下 列 形状 的 微分 方程 


(4.5.4) y+ (% 一 3 十 ge "++qne™"™ +ole™)) y=0. 


由 于 第 十 三 章 , 3.7 的 注释 , 即使 当 go = = 了 时 ， 可 以 对 这 方程 应 用 第 十 三 章 , 3.4 中 的 
方法 ; 这 里 得 到 的 有 界 解 v1(s) 的 渐 近 展开 式 是 按 e-s 的 寡 展 开 的 . 应 用 公式 (3.4) 
回 到 原来 的 方程 , 我 们 得 到 有 下 列 渐 近 展开 式 的 解 


(4.5.5) 但 的 王妃 SEA + 名 +o( 去 ))， 


这 里 如 果 w 不 是 纯 虚 数 , o = ww 十 3 是 方程 
(4.5.6) oc2—-o+g=0 


有 最 小 实 部 的 根 , 否则 w 是 (4.5.6) 的 两 根 之 一 . 当 应 用 公式 (2.3) 计算 第 二 个 解 的 
渐 近 展开 式 时 , 必须 取 寡 -2?”* 的 原 函数 , 并 且 必须 区 分 上 + 20 取 或 不 取 值 +1 两 
种 情形 ; 由 于 1 - c 是 (4.5.6) 的 第 二 个 根 , 这 两 种 情形 还 可 说 明 如 下 : 

B1) (4.5.6) 的 两 根 的 差 不 是 整数 : 在 这 种 情形 下 , 方程 的 第 二 个 解 是 


(4.5.7) wa = (+ 二 (#)) 


B2) (4.5.6) 的 两 个 根 的 差 是 整数 及 ( 可 设 之 0); 那么 c = 20 及， deg +， 
并 且 第 二 个 解 一 般 有 下 列 形 式 


(4.5.8) a(t) = (t)logt +t1-° (4+ " i 名 +o( 去 )): 


然而 有 时 含 logt 的 项 可 能 不 出 现 . 
C) k= 一 1 情形 . 作 刘 维尔 变换 , 取 


alt) = 坎 
(参看 (3.7)), 这 相应 于 取 Vs] = 了 22 及 js) = 二 2 于 是 得 到 有 下 列 形状 的 方程 


和 169: 一 3 dgn 1 Ba 
(4.5.9) y+ (% i + an tol v= 0 


5。 对 复数 域 的 推广 


对 这 方程 应 用 (4.2) 及 (4.4); 因此 对 于 形成 基本 解 组 的 两 个 解 的 渐 近 展开 式 , 我 们 有 
下 列 形状 的 展开 式 


174 2wvE a 入， 
(4.5.10) ti/4e Q+ 癌 + ++0 (m7 > 


这 里 w 是 w? + go =0 的 两 个 根 之 一 . 

(4.6) 在 应 用 中 , 当 出 现 (4.2) 或 (4.5) 中 所 讨论 情形 之 一 时 , 为 了 确定 z” + qlt)z = 0 
的 解 的 渐 近 展开 式 , 在 这 方程 中 , 把 z 用 相应 形式 的 渐 近 展开 式 代入 , 其 中 系数 是 待 
定 的 ; 其 次 , 把 zw 用 由 zx 的 展开 式 逐 项 两 次 求 导 数 而 得 的 展开 式 代 人 , 再 把 q(t) 用 
它 的 展开 式 (4.1.1) 代入 ; 然后 令 这 样 所 得 z” + q(t)z 的 展开 式 中 各 项 系数 为 0. 由 
此 得 到 一 个 递 推 的 线性 方程 组 , 应 用 它 可 逐步 求 得 z 的 渐 近 展开 式 的 系数 . 


5. 对 复数 域 的 推广 


前 面 的 方法 可 以 用 来 研究 二 阶 线性 微分 方程 
(5.1) w+p(z)w' + qz)w =0 
在 解析 函数 p 及 4 的 一 个 白 立 奇 点 的 邻 域 中 的 解 .通过 变数 代 换 z 一, 可 以 
化 到 及 g 在 一 个 国 盘 的 外 域 忆 :|z| > 中 解析 情形 ; 还 可 通过 与 第 2 节 中 同样 的 
函数 代 换 , 设 p = 0, 这 里 只 限于 考虑 与 (4.2) 及 (4.5) 中 已 研究 过 的 相应 的 情形 , 这 
就 是 说 在 这 里 g (二 ) 在 点 = = 0 解析 于 是 在 已 中 我 们 有 


(5.2) glz) = 二 全 二 十 朗 二， 
在 这 里 级 数 号 mn 就 是 在 点 = = 0 解析 的 函数 g (二 ) 的 泰勒 级 孝 从 而 对 于 


n=0 
|z| > 忌 收 仇 ， 


(5.3) 先 设 go 夫 0, 并 且 与 (4.2) 中 同样 进行 ， 作 变数 代 换 z 一 zc”， 可 以 先 只 考虑 
go = -w2 情形 , 这 里 w 是 > 0 的 实数 ; 然后 由 方程 2wp -9 =0 确定 p, 并 且 先 只 
研究 忆 与 开 半 平 面 Rz > 0 的 交集 EB+ 中 的 解 . 对 于 任何 5 > 0, 设 55 是 扇形 


(5.3.1) +6<Amz<F-6 
对 于 常数 c > 0 及 适当 的 实数 心 显然 在 每 个 Ss 中 ,我 们 有 
(5.3.2) Je“*2-?| < ce-"lsleosd|zlt. 


对 于 C 中 任何 z 关 0, 把 半 直 线 上 一 zt 记 作 工 , 这 里 1<t< +oe. 由 (5.3.2), 对 于 
在 BE， 中 解析 、 在 每 个 扇形 Ss 中 有 界 的 任何 函数 F, 积分 


4 (到 F(COd 
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有 意义 , 并 且 是 z 在 E+ 中 的 解析 函数 (第 七 章 , 10.4). 于 是 可 不 加 改变 重 作 (4.2). 
中 的 逐步 通 近 法 , 积分 总 是 沿 着 L, 取 的 ; 逐步 得 到 的 各 项 un(z) 是 在 已 ; 中 解析 、 
并 且 在 每 个 8; 中 有 界 的 函数 ， 设 v(z) 及 w(z) 在 Ss 中 确定 ; 如 果 当 z 在 Ss 中 ， 
|z| 趋向 于 +oo 时 , 比值 v(z)/w(z) 趋 近 于 0 (或 趋 近 于 1), 仍然 约定 写作 在 $s 中 ， 
2(z) 二 olw(z)) (或 v(z) ~ w(z)). 仿照 第 十 三 章 , 3.4 中 对 于 上 确 界 的 估计 , 可 以 证 明 : 
对 于 与 5 无 关 的 常数 cn, 及 h, 在 5s 中 有 


一 m 一 月 


(5.3.3) Um+1(2) — Wm(2) ~ cmz 


由 第 七 章 , 10.1, 我 们 得 到 在 E+ 中 解析 的 一 个 解 迪 (z); 对 于 任何 5> 0, 它 在 55 中 
有 具有 任意 精确 度 的 渐 近 展开 式 


+ i c on 1 
.3.4 i p 一 so -一 -一 
(5.3.4) 这 (zz] 一 Cs (+ 人 + + 鱼 +o( 去 ))， 


这 里 cj 与 5 无 关 . 不 要 以 为 这 些 渐 近 展开 式 可 由 一 个 收 化 的 的 血 级 数 求 得 (参看 
习题 3); 可 是 cj 可 以 像 在 (4.6) 中 那样 递 推 求 出 . 然后 可 以 应 用 公式 (2.3) 求 出 E+ 
中 的 第 二 个 解 迪 (z), 积分 是 沿 EB+ 中 的 一 条 道路 取 的 . 我 们 可 求 得 与 (5.3.4) 有 相 
同形 式 的 第 二 个 解析 解 , 不 过 w 及 p 要 分 别 用 -w 及 -pP 来 代替 (使 得 这 解 的 绝对 
值 在 每 个 Ss 中 随 着 |z| 趋向 于 +oo)- 
(5.4) 在 卫 与 开 半 平面 Rz < 0 的 交集 E_， 也 可 同样 进行 , 不 过 在 这 里 必须 把 w 及 
分 别 用 -w 及 -p 来 代替 , 使 得 所 得 逐步 逼近 过 程 收敛 于 一 个 解 ww (z); 它 在 任何 向 
形 -Ss 中 随 着 1/|z| 趋 近 于 0. 由 此 应 用 (2.3) 导出 第 二 个 解 wz (z); 它 的 绝对 值 在 
任何 扇形 -Ss 中 随 着 |z| 趋向 于 +oc- 

最 后 , 让 z 只 取 纯 虚数 值 z = 认 , 用 (4.2) 中 的 方法 , 得 到 对 于 t 趋向 于 +eo 时 
有 渐 近 展开 式 (4.2.2) 的 两 个 解 w+(it),u21(it), 并 且 得 到 对 于 t 趋向 于 -oo 时 的 两 
个 解 uw9- (it),w9- (it). 

由 第 十 二 章 , 1.3, 在 EE; 中 解析 的 解 ut(z) 及 好 (z) 可 以 解析 开拓 成 半 直 线 L_R 
在 孔 中 余 集 Eo 中 的 两 个 解 页 及 iiz;Eo 是 单 连通 的 . 在 E_ 中 (或 在 虚 轴 上 ), 它们 
可 表示 为 解 ui ,wz (或 由 ++ ,或 友好 -) 的 线性 组 合 . 确定 这 种 线性 组 合 要 详 
细 研 究 过 及 以 的 解析 开拓 ; 我 们 一 般 不 研究 这 种 问题 (参看 第 十 五 章 , 3)， 
(5.5) 然而 在 一 种 情形 下 可 立即 得 到 这 些 关系 式 , 即 在 go 头 0,q1 = 0 情形 下 ; 因为 这 
时 我 们 有 p = 0, 并 且 逐 步 台 近 中 所 用 的 函数 e-“? 在 闭 半 平面 Rz > 0 中 有 界 ; 由 此 
立即 可 见 渐 近 展开 式 (5.3.4) (其 中 p = 0) 也 在 吾 ; 中 , 即 在 巨 与 闭 半 平 面 Rz > 0 
的 交集 中 成 立 , 并 且 特 别 在 虚 轴 上 成 立 . 比较 上 述 各 种 解 在 虚 轴 上 的 渐 近 展开 式 , 也 
可 立即 解决 (5.4) 中 所 提出 的 解析 开拓 问题 . 


不 难看 出 , 适当 选取 常数 和 , 作 与 at = 1 十 + 相应 的 刘 维 尔 变换 ， 总 可 把 
qo 关 0,q1 夫 0 情形 的 方程 , 化 到 q1 = 0 情形 . 
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(5.6) 其 次 , 考察 在 (5.2) 中 , go = 0, 天 0 情形 ; 这 种 情形 与 (4.5) 中 的 情形 C) 相应 . 
因此 在 这 里 要 作 变数 代 换 = = js* 及 未 知 卫 数 的 变换 w == \/ 3y (这 里 V5 在 一 个 取 


定 的 分 支 上 取 值 ), 于 是 得 到 形 如 (4.5.9) 的 方程 , 因而 回 到 (5.3) 中 研究 过 的 情形 了 . 
于 是 必须 考虑 w? 十 @ = 0 的 一 个 根 w = |wleie; 当 回 到 自 变数 > 时 , 求 得 渐 近 展开 
式 的 开 集 5; 是 满足 下 列 条 件 的 点 z = |zje* 所 组 成 的 集 : 


(5.6.1) -2a 一 T+56<0< 一 2a+ 一 人 
这 些 展开 式 的 形状 是 

wz Cn 
(5.6.2) zl/se2 (+ 总 ne zn +o( 二 )) 


这 里 w 是 w+e = 0 的 任 一 根 . 
(5.7) 为 了 考察 (5.2) 中 go = qr = 0 情形 , 通过 变数 代 换 z 一 1/z 回 到 0 的 邻 域 比较 
方便 . 于 是 导致 更 一 般 地 在 z = 0 的 邻 域 中 考虑 下 列 形状 的 方程 : 


(5.7.1) + w+ 2 =0, 


这 里 函数 a(z) 及 5(z) 在 点 z = 0 解析 ( 换 句 话说 , 这 就 是 方程 (5.1), 其 中 在 点 0, p 
有 阶 数 < 1 的 极点 , 而 g 有 阶 数 < 2 的 极点 ). 用 与 第 十 一 章 , 4.8.2 略为 不 同 的 方法 ， 
把 (5.7.1) 变换 成 含 两 个 一 阶 方程 的 方程 组 : 在 这 里 令 


于 是 得 
w= L.A), 


_ [0 -uz) 
二 > 1 一 者 

于 是 可 应 用 第 十 二 章 , 5.4 (用 到 逢 阵 的 车 尔 当 标 准 型 ), 证 明 在 沿 着 从 0 出 发 的 
一 条 半 直 线 割 开 的 平面 C 中 , (5.7.1) 至 少 有 一 个 形 如 zrvi(z) 的 解 u1(z), 这 里 w 在 
点 0 解析 , 并且 wi(0) = 1. 把 这 种 形状 的 式 子 代入 (5.7.1), 并 且 令 主要 部 分 为 零 , 就 
得 到 p 的 方程 (叫做 特征 方程 ) 


其 中 


(5.7.2) p(p—1)+a(0)p+ b(0) =0. 


把 变数 z 限制 在 实数 轴 上 , 并 且 回 到 +ee 的 邻 域 , 上 述 解 与 主要 部 分 是 17? 的 解 
相对 应 , 我 们 在 (4.5) 情形 B) 中 所 看 到 的 表明 , 必须 取 p 为 (5.7.2) 的 有 最 大 实 部 
的 一 根 w， 如 果 (5.7.2) 的 两 根 之 差 不 是 整数 , 那么 由 (5.7.2) 的 第 二 个 根 P 可 求 
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得 (5.7.1) 的 第 二 个 根 zr”v2(z), 这 里 w(0) = 1, 并 且 vo 在 点 0 解析 . 如 果 相 反 地 
以 - 风 = 用 而 六 是 一 整数 > 0, (5.7.1) 的 第 二 个 解 一 般 有 形状 wa(z)logz 十 zp "ua(z)， 
这 里 vz(0) = 1, 并 且 vz 在 点 0 解析 . 

当然 , 与 在 (4.6) 中 一 样 , 为 了 求 vi 的 泰勒 级 数 的 系数 , 可 在 (5.7.1) 中 用 z 与 
震级 数 1+ciz 十 … 十 cnz" 十.… 的 乘积 代替 ww, 然后 递 推 确定 cn; 我 们 预先 知道 ( 因 
为 已 把 p' 取 作 有 最 大 实 部 的 一 根 ) 所 得 级 数 在 0 的 邻 域 中 收敛 (事实 上 在 心 是 0 的 
任何 圆 盘 中 收敛 , 只 要 其 中 不 含 (5.7.1) 的 系数 a(z) 及 b(z) 的 任何 奇 点 ). 

当 (5.7.1) 中 的 a 及 5 在 0 解析 时 ,我 们 说 点 z=0 (一 般 它 是 (5.7.1) 的 系数 的 
奇 点 ) 对 于 微分 方程 是 正则 点 ; 对 于 由 (5.7.1) 通过 变数 代 换 z 一 1/z (或 z 一 za) 
而 得 的 微分 方程 , 我 们 说 无 穷 远 点 (或 点 a) 是 正则 点 . 


6. 含 一 个 参 变数 的 二 阶 方程 
我 们 要 考虑 (1.2) 型 的 方程 , 其 中 入 是 复数 , 并 和 且 对 于 有 大 数值 的 |A|, g(t, 和 “ 近 


似 地 ”与 和 无 关 . 准确 地 说 , 这 里 设 t 是 实数 , 对 及 中 有 界 或 无 界 区 间 工 =]o,b[ 中 的 
t, 以 及 对 于 满足 | | > 忆 的 复数 X, 设 g(t, 入 ) 是 确定 的 复数 值 函数 . 设 可 以 写 出 


(6.1) Ma(t, A = NM +r(t,N), 


在 这 里 对 于 满足 | 和 | > RR 的 任何 和 ,t 一 r(t, 入 ) 在 工 中 连续 , 并 且 在 这 里 对 于 满足 
| 站 宕 号 的 任何 入 及 tel, 我 们 有 


(6.2) Ir(t, NI) < FUb); 


在 工 中 , 开 是 连续 函数 > 0, 并 且 反 常 积 分 / “F(t)dt 收 全 
研究 当 |》| 趋向 于 +oo 时 , 方程 


(6.3) z+ (+r AN)r=0 

的 解 的 方法 , 就 是 要 把 这 方程 的 解 与 常 系数 方程 

(6.4) z+Nr=0 

的 解 相 “比较 ", 这 就 是 说 , 把 方程 (6.3) 写成 下 列 形状 
T+ AT = —r(t, A)T, 


并 且 用 (2.6) 把 它 变换 成 等 价 的 积分 方程 , 然后 把 (6.3) 的 解 与 函数 e+ 和 % 相 “ 比 较 ”， 
准确 地 说 , 我 们 有 下 列 结果 : 
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(6.5) 设 有 I=]0,6b[. 存在 着 RR > RR, 使 得 对 于 满足 |A| > R' 及 JA 之 0 的 任何 和, (6.3) 
有 一 个 解 u(t, 入 ) 满足 积分 方程 


名 Xt 1 和 
(6.5.1) uN = e+ / eR 


而 且 如 果 用 逐步 逼近 法 确定 wrm(t, 和 ) 如 下 : 


uolt, A) 一 et 
(6.5.2) 1 As 
Um+1(t, A) = et 十 x/ sin A(t 一 s)r(s, A)um(s, 和)ds， 
t 


那么 对 于 teEI 及 | 和 | > R', 序列 {um} 一 致 收敛 于 u, 并 且 如 果 入 = o 十 订 , 就 存在 
着 与 及 入 无 关 的 一 个 数 M > 0, 使 得 
M™+1 
(6.5.3) lumi(b NA) — mlb NI < prre 人 
可 立即 证 明 (6.5.1) 的 任何 解 是 两 次 连续 可 导 的 , 并 且 满 足 (6.3). 于 是 要 由 对 mm 
递 推 证 明 : 所 有 ww 在 工 中 确定 , 并 且 满 足 (6.5.3) (由 此 导出 : (对 于 充分 大 的 |A) 极 


限 v 存在 , 并 且 是 连续 的 ); 还 要 证 明 积分 / “ A 入 (t 一 s)r(s, 入)um(s, 和 ds 趋 近 于 
4 


f sin A(t — s)r(s, A)u(s, A)ds. 
上 


然而 对 于 s >t 及 > 0, 显然 有 


|sinA(t — s)| < er 


因此 首先 得 到 


|ui(t, A) — wolt, A)| 4 sin A(t — s)r(s, AM)eixsds 


| 


让 人 erCe-bF(s)je-rsds = Me -re 


这 里 忆 令 M=/ “F(s)ds. 如 果 已 经 证 明 (6.5.3), 并 且 在 其 中 把 mn 换 成 m -1 于 是 
0 
得 到 


几 sin A(t — s)r(s, A)(wumn(s, 和 A) — Um-1(s, A))ds 


1 
lum+i(t, A) — umlt, A)| = 地 


M™ b M™+1 
eat T(s—t) eh 
< Bl / er HF(s)e "ds = Dre < 
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这 样 就 证 明了 对 于 任何 m, wm 存在 , 并 且 关系 式 (6.5.3) 成 立 , 现 设 | 和 | > 2M; 那么 
由 (6.5.3), 对 于 固定 的 入 , 级 数 洒 (wm+1 一 um) 在 I 中 正规 收敛 , 从 而 它 的 和 ww 一 wo 
在 I 中 连续 , 并 且 我 们 有 : 对 于 任何 te 了 


M™+1 1 2M™+1 
(6.5.4) 下 < re" < re™. 


El 
与 上 面 一 样 , 由 此 导出 积分 
六 sin A(t — s)r(s, 和)(u(s, A) — um(s, A))ds 
t 


存在 , 并 且 满 足 关系 式 


b i 
I/ sin A(t — s)r(s, A)(u(s, 入) — um(s, 和 ))ds| < re 


(6.6) 当 在 (6.2) 中 , F(t) 在 工 中 有 界 时 , 对 于 充分 大 的 |A|, q(t, 入) 在 I 中 不 为 零 . 在 
应 用 中 , 我 们 也 会 遇 到 这 种 情形 : 对 于 to 的 某 些 值 eI, 并且 对 于 任何 5, g(to, 和) = 0. 
典型 的 例子 是 在 第 十 五 章 中 要 研究 的 方程 


到 一 Xtz=0. 
这 种 方程 可 以 作为 一 种 “模式 ”, 用 来 “比较 ” 它 的 解 以 及 有 下 列 形状 的 方程 的 解 : 
2 — A+ vt, A)z =0. 


这 里 当 || 是 “大 的 数 * 时 , v 是 “小 的 数 ”, 在 这 里 我 们 不 研究 这 一 问题 . 


7. 振动 定理 与 比较 定理 


再 回 到 二 阶 方程 (1.1), 这 里 变数 是 实数 , 并 且 系 数 p(t) 及 glt) 也 是 实数 . 我 们 
查考 虑 (1.0 的 实数 解 的 零点 . 首先 注意 如 果 是 (1.1) 的 一 个 解 , 它 在 ja,b[ 中 只 可 
能 有 单 零点 ( 即 满足 w(to) 关 0 的 零点 to), 除非 4 便 等 于 零 : 这 是 由 在 一 点 如 了 
满足 已 给 初始 条 件 的 解 是 唯一 的 这 一 性 质 导出 的 (第 十 一 章 , 3.6). 特别 地 , 当 t 通过 
的 一 个 零点 to EIT 时, u 改变 符号 . 由 此 也 可 证 明 的 零点 是 孤立 的 ; 因为 否则 假 
定 的 一 个 零点 如 会 是 的 不 相同 的 零点 所 组 成 一 个 序列 {tjnz1 的 极限 , 那么 


应 当 有 tw(to) = lm es) 二 wa) = 0 而 这 是 不 可 能 的 . 
"pe n— to 
4 的 零点 的 研究 依靠 下 面 的 两 个 比较 定理 : 
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(7.1) (振动 定理 ) 设 gl, @2 是 Ja,6[ 中 两 个 实数 值 连 续 函数 ， 并 且 在 ]a,5[ 中 , gz(t) > 
q(t). 设 忆 是 


(7.1.1) 2 二 gbz=0 
在 Ja,b[ 中 的 实数 解 ,并 且 v 是 
(7.1.2) ZX"+ q(t)r=0 


在 ]a,b[ 中 的 实数 解 ， 设 对 于 一 个 区 间 [a,8] c ja,bl, 这 里 a < 6, 我 们 有 ua) = 
u(B) = 0, 并 且 对 于 a <t< B,ult) > 0, 那么 除非 v/u 在 [Qa,B] 中 是 常数 (这 只 有 当 
qz(D 及 q(t) 在 [a,8] 中 恒 等 时 才 可 能 )， 存在 着 一 个 ,满足 a<YyY<B 及 v(7Y) =0. 

事实 上 , 假定 定理 不 成 立 , 并 且 只 考虑 qi 及 @ 在 [a, 9] 中 不 恒 等 的 情形 . 我 们 
可 以 (改变 v 的 符号 ) 设 对 于 a < t< 6B,v(t) > 0. 由 关系 式 


wt) + a(t)ult) =0, w(t) + galt)v(t) =0 
可 导出 
(7.1.3) Ww (tv) ~— (tult) = (gq2(t) — q(t))ult) v(t); 


上 式 右边 连续 , > 0, 并 且 至 少 在 [a, 8] 中 一 点 不 等 于 零 . 于 是 上 式 右边 从 “到 8 所 
取 积分 > 0 (第 一 章 , 3.1); 这 一 事实 可 写作 


(u(t)v(t) — vu >0. 


由 于 w(a) = wu(8) = 0, 最 后 得 


(7.1.4) w (8)v(8) — w (a)v(a) > 0. 


但 是 由 于 wu(a) = 0, 并 且 对 于 a < t < 8,ult) > 0, 我 们 必然 有 w(a) > 0 (既然 已 看 
出 wla) 去 0); 同样 可 见 w(B) < 0. 由 连续 性 , 我 们 有 v(a) > 0 及 v(6) > 0, 于 是 
(7.1.4) 的 左边 应 当 < 0. 然而 这 是 不 可 能 的 , 于 是 (7.1) 得 证 . 

把 (7.1) 应 用 到 9 = q 这 一 特殊 情形 , 就 得 到 : 
(7.2) 如 果 凡 及 也 是 


(7.2.1) z+g(t)z=0 


的 两 个 实数 解 ， 并 形成 一 个 基本 解 组 , 而 且 如 果 ulQ) = u(B) = 0 对 于 a<t< 
B,ult) > 0, 那么 存在 着 一 数 7, 满足 a<7Y<B 及 vw(7)=0. 

(7.3) 为 了 叙述 第 二 个 比较 定理 , 比较 方便 的 办 法 是 : 先 用 第 十 一 章 , 4.8.2 中 的 方法 ， 
把 方程 (7.2.1) 变换 成 含 两 个 一 阶 方程 的 方程 组 . 
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令 zi=zza=z 由 (7.2.1) 得 


(7.3.1) { i 


72 = —q(t)r1; 
然后 作 未 知 函 数 的 非 线性 变换 
(7.3.2) zl 一 Tsinbg， xz2 一 rcosb， 
就 得 到 非 线性 方程 组 


六 一 (1 一 q(b)rsingcosb， 
8 = cos20 + g(t)sin? 0. 


于 是 由 实 值 函数 组 成 的 这 方程 组 的 任何 解 (p(),w(t))， 通 过 公式 ult) = 
p(t) sinw(t), w(t) = plt)cosw(t), 就 可 得 到 (7.2.1) 的 一 个 解 . 此 外 ， 和 
实数 值 0, 以 及 对 于 包含 在 ja, 6[ 中 一 个 有 界 闭 区 间 的 任何 t, (7.3.4) 的 右边 以 及 它 的 
导数 有 界 , 可 见 (7.3.4) 的 解 都 是 在 整个 ]a,b| 中 , 并 且 对 任何 整数 是 确定 的 (第 十 一 
章 , 3.7). 可 是 一 旦 知道 了 (7.3.4) 的 一 个 解 9, 把 它 代入 (7.3.3), 可 用 求 积分 法 得 到 
7, 从 而 得 到 含 这 两 方程 的 方程 组 在 整个 ]a,b[ 中 确定 的 一 解 (7,9). 

反 过 来 , 对 于 (7.2.1) 的 不 恒 等 于 零 的 任何 解 u(t), 考虑 一 点 to e 并 且 由 条 件 
rosinbo = u(t0),rocos8o = w(to) 确定 两 实数 ro 关 0 及 6, 那么 由 (7.2.1) 的 解 的 
唯一 性 , 含 方程 (7.3.3) 及 (7.3.4) 的 方程 组 的 满足 p(t0) = ro,w(to) = 6 的 任何 解 

(bw 的 ) 对 于 任何 t eja, bl, 必然 有 


ult)=plt)sinwt 及 wlt) = p(t) coswt. 


于 是 问题 完全 化 到 研究 (7.3.3) 及 (7.3.4) 的 解 . 注意 如 果 (p(t),w(t)) 是 一 个 这 样 的 
解 ， 0 恒 等 于 零 , p(t) 不 可 能 在 Ja,b[ 中 一 点 为 零 . 因此 可 以 设 对 于 任何 
t Eja,bl，p(t) > 0. (7.2.1) 的 不 恒 等 于 零 的 解 的 零点 与 t 的 这 样 的 值 相对 应 : 对 于 这 
样 的 值 ， 的 机 应 解 取 nx 中 的 一 个 值 (n 是 正 或 负 整 数 ). 

(7.4) 设 qi,gz 是 ]a,b[ 中 的 两 个 实数 值 函 数 , 并且 对 于 任何 t,qz(t) > qi(). 设 pi 是 


(7.4.1) 0 = cos0+ q(t)sin: 0 
在 ]a,b|[ 中 的 一 个 实数 解 , 并 且 pz 是 
(7.4.2) 0 = co0s20 + g2(t)sin? 


在 ja,bl 中 的 一 个 实数 解 ， 那 么 如 果 对 于 一 个 a EJa,b[, 我 们 有 pl(a) < ypz(a), 对 
于 Qa gt<b 就 有 pi(t) < yp2(t)， 如 果 对 于 任何 t EJa,bl, 还 有 gz(t) > gi(t), 对 于 
Qa<t<b, 就 有 gp1(t) < yp2(t). 


7 振动 定理 与 比较 定理 :371 ， 


事实 上 , 由 (7.4.1) 及 (7.4.2)， 

PoE) — pilt) = (q(t) — 1)(sin? gp2(t) — sin? p1(t)) + (q2(t) — qi(t)) sin? yalt). 
如 果 令 w(t) = p2(t) 一 p1(), 就 可 写 出 

w(t) = f(t)w(t) + h(é), 
这 里 p 
100 = (0 = Deinpald tsingr(d) (TE = ) 
( 当 pi(t) = p2lt) 时 , 上 列 最 后 一 个 括号 可 以 用 cospl(b 来 代替 ), 并 且 
h(t) = (qa(t) — qi(t)) sin? p2(t) > 0. 

函数 f 在 ja,4| 中 包含 的 任何 有 界 闭 区 间 上 连续 并 且 有 界 , 因此 在 ]a, |[ 中 我 们 有 不 


等 式 
wl) = (Ow) > 0. 
设 F(9) 是 -7 在 ja, 寻 中 的 一 个 原 卫 数 ; 用 er9 乘 上 列 不 等 式 , 就 得 到 : 在 je, 
中 ， 
(er Vw) > 0， 
由 此 得 : 对 于 a<t<6, 


er (W(t) > er (Sw(a) > 0. 

定理 中 第 一 个 论断 得 证 . 

而 且 如 果 对 于 一 个 t > a, 要 是 有 w(t) = 0, 那么 既然 eg(9u(s) 对 于 a 和 sx<t 
是 常数 , 首先 就 应 当 有 w(a) = 0， 根 据 h 的 表示 式 , 可 见 如 果 还 设 对 于 任何 t < 
ja,bl，qz(t) > q(t); 这 只 有 当 对 于 a < s < tsin? pz(s) = 0 才 是 可 能 的 . 而 且 由 于 
oa 是 连续 的 , 由 此 应 得 对 [a,4] 中 任意 的 s， 对 于 一 个 固定 的 n,wa(s) = nx. 但 是 这 
与 pa 所 满足 的 方程 (7.4.2) 相 矛 盾 , 因为 由 此 应 得 在 这 区 间 中 , p(s) = 1. 

当 我 们 知道 gtt) 的 上 界 及 下 界 时 , 可 由 (7.4) 立即 推出 (7.2.1) 在 ja,b[ 中 解 的 
零点 个 数 的 范围 : 
(7.5) 设 在 (7.2.1) 中 ,对 于 任何 teja,bl, 我 人 有 0<X2< g(t) < /2. 那么 对 于 (7.2.1) 
的 任何 解 u(t), 长 是 区 的 任何 闭 区 间 至 少 含 u 的 一 个 零点 ， 并 且 如 果 ua) = 0， 在 


区 间 ]wa+ | 中 不 含 也 的 零点 . 
上 
事实 上 , zw + Naz = 0 的 解 是 有 周期 T= 并 的 周期 函数 ， 作 变数 代 换 (7.3.2)， 
对 于 相应 方程 (7.4.3) 的 解 0, 得 到 


里 2 
tang = Et (至 -?) 是 
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换 句 话说 ,这些 解 满足 (t+ 纪 二 6 四 + 元 用 (7.4) 比较 (7.2.1) 与 两 个 方程 


十 A272 二 0,27 十 J2z = 0; 并 且 根据 在 一 点 a eja,bl, 这 两 方程 中 有 一 个 方程 总 有 
一 个 解 与 (7.2.1) 的 已 给 解 满足 同样 的 初始 条 件 . 由 此 可 立即 得 到 (7.5) 中 的 结论 . 


8. 边 值 条 件 


对 于 二 阶 微分 方程 , 除了 初始 条 件 z(to) = zo,z'(to) = z4 之 外 (第 十 一 章 , 1.1)， 
在 许多 应 用 中 , 还 要 对 这 种 方程 的 解 给 出 其 他 类 型 的 条 件 . 我 们 只 考虑 二 阶 线性 方 
程 


(8.1) z+qltjz=0 


的 实数 解 , 这 里 + 是 实 变数 , g(t) 在 有 界 闭 区 间 [a, 有] 所 包含 的 一 个 开 区 间 中 连续 , 而 
且 a <&. 我 们 有 时 不 但 要 考虑 一 个 解 及 它 的 导数 在 一 个 点 a 的 值 , 而 且 要 考虑 它们 
在 两 个 点 a 及 b 处 的 值 ; 有 下 列 形 状 的 两 个 关系 式 叫做 (在 a 及 6b 的 ) 边 值 条 件 : 


(8.2) ou(a) + Bw (a) + Yu(d) + uw(b) = 0, 
3 oau(a) + Paw (a) + Yaulb) + 62u(b) = 0, 


上 两 方程 中 出 现 的 含 四 个 变数 的 两 个 线性 形式 是 线性 无 关 的 . 与 柯 西 问题 (第 十 一 
章 , 1.1) 的 情况 不 同 , 对 于 由 (8.2) 给 出 的 一 组 边 值 条 件 , 除了 0 以 外 (8.1) 一 般 没有 
满足 (8.2) 的 任何 解 . 对 于 边 值 条 件 u(a) = 0,u(b) = 0, 方程 鸡 一 X2z =0( 和 >0) 就 
立即 表明 了 这 一 点 : 事实 上 , 这 方程 的 任何 不 恒 等 于 零 的 解 cext + de-*t 不 可 能 在 两 
个 不 同 点 处 为 零 . 同样 , 对 于 方程 z + X2z = 0(A > 0), 它 一 般 没 有 不 恒 等 于 零 的 解 
满足 ula) = Outb) = (ae 元忠 除非 对 于 》 的 革 些 值 , 即使 @@ 二 匀 是 整数 的 和 的 
值 . 
我 们 知道 , 上 述 问题 在 物理 上 , 相应 于 两 端 固定 并 绷 紧 的 匀 质 弦 的 小 振动 问题 ， 
并 且 问 题解 中 弦 的 不 同 的 “固有 振动 ”( 或 “调和”) 与 所 求 得 的 特别 A 值 相应 , A 的 
这 种 值 也 叫做 问题 的 “特征 值 ”. 
下 面 要 讲 的 这 些 例子 在 相当 一 般 假 设 的 情形 下 是 典型 的 . 我 们 要 考虑 依赖 于 一 
个 实 参 变数 和 的 二 阶 线性 方程 


(8.3) z" + (Mg(t) — f(t)z =0, 

这 里 /及 g 在 [a 中 连续 , 而 且 对 于 任何 te [a 可 ,g(t) > 0. 我 们 不 讨论 关于 条 件 
(8.2) 的 最 普遍 类 型 的 问题 , 而 只 讨论 某 些 特殊 情形 , 并 且 在 这 些 情形 下 , 一 般 是 有 入 
的 值 的 一 个 增 序列 


Mo<A< 和 Ma< < 和 Mn< 
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这 序列 趋向 于 +oo; 对 于 其 中 每 个 和 的 值 , 边 值 问 题 有 一 个 不 是 0 的 解 ; 而 对 和 的 其 
他 值 , 却 没有 这 样 的 解 . 这 序列 中 的 和 叫做 方程 (8.3) 对 于 已 给 边 值 条 件 的 特征 值 ， 
(8.4) 我 们 首先 考虑 的 情形 是 (8.2) 中 每 个 条 件 只 伟 4 及 w 在 a,5b 两 点 中 一 点 处 的 
值 ; 换 句 话说 , 设 这 些 条 件 可 写成 下 列 形式 : 


人 一 wa)sina = 0, 


(8.4.1) , 
ulb)cosB—w(b)sin8=0 


(* 施 图 姆 - 刘 维尔 问题 "), 并 且 不 失 一 般 性 , 还 可 设 我 们 有 
0<a<r 及 0<8<r 


(不 必然 有 a < 8). 

注意 (8.3) 满足 (8.4.1) (对 于 和 的 同一 值 ) 的 两 个 解 wi, wuz, 必然 是 成 比例 的 
否则 适当 选取 常数 cl, ca, (8.3) 的 任何 解 应 可 写成 ciui + cau2, 因而 也 满足 关系 式 
(8.4.1). 然而 任意 选取 u(a) 及 w(a) 作为 这 样 的 解 , 这 是 不 可 能 的 . 
(8.5) 设 方程 (8.3) 对 于 边 值 条 件 (8.4.1) 的 特征 值 组 成 趋向 +oc 的 一 个 严格 增 序列 


(8.5.1) M0<A<A<<Ahn< 


而 且 对 入 二 Ah, (8.3) 满足 (8.4.1) 的 一 解 tn ( 除 0 以 外 ) (这 种 解除 去 可 能 差 一 个 常 
数 因子 外 , 是 确定 的 ) 在 开 区 间 la, 5b[ 中 恰好 有 n 个 零点 . 
在 (8.3) 中 作 变 数 代 换 (7.3.2), 得 到 8 的 方程 


(8.5.2) 0 =cos0+ (Mg(t) — f(t))sin? 0 

并 且 用 w(t, 和 ) 表示 这 方程 (在 整个 [a 日 中 确定 ) 满足 

(8.5.3) ua =@ 

的 唯一 解 . 它 与 (8.3) 满足 (8.4.1) 中 第 一 个 条 件 的 解 相应 (与 其 中 一 个 解 成 比例 ). 特 
征 值 是 满足 下 列 条 件 的 和 的 值 : 对 于 一 个 整数 n€ 也， 


(8.5.4) wb A) = B+ nn 


我 们 知道 (第 十 一 章 , 6.4) 

le 对 于 a <t<b 及 和 ER 鹃 数 (t, 和 ) 一 wt, 和) 及 偏 导数 
连续 . 

其 次 , 由 (7.4) 以 及 在 fo, 如 中 , g(t) > 0 这 一 假设 : 

2° 对 于 入 < X, 我 们 有 : 对 于 满足 a<t<b 的 twlt, 和 ) < wt, 入). 

最 后 , 由 (8.5.2): 


Orw Or+ 


Br mn (> 0) 
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3。 如 果 te [a, 满足 w(t, 和 ) = kr ( 是 整数 )， 我 们 有 2 (= 1 

由 这 些 性 质 可 导出 下 列 结果 : 
(8.5.5) 对 于 整数 上 方程 w(t, 和 ) = kn 只 有 当天 > 1 时 在 半 开 区 间 ]a, 划 中 有 解 ; 如 
果 解 存在 , 它 是 唯一 的 ; 对 于 1 < h < k, 每 个 方程 v(t, 和) = hx 在 ]a,9] 中 有 (唯一 
的 ) 解 th( 和 ), 并 且 我 们 有 


(8.5.6) t1(N) < to(N) < … < tN); 
而 且 对 于 入 > 和 w(t, 入 ) = hr 对 于 1 入 六 < 大 在 ja 中 有 解 th(X), 并且 我 们 有 
(8.5.7) 如 (X) < 如 (A) (1 < hg k). 
事实 上 , 性 质 3° 表明 , 即使 a = 0, 在 一 个 非 空 开 区 间 ja,a + 5[ 中 , 我 们 有 
w(t, 入 ) > 0; 如 在 ja， 人 中 有 w(t, 和) = 0 的 一 个 解 , 就 应 有 一 个 更 小 的 解 to > a ( 预 篇， 
2.3), 这 里 就 必然 有 P(e, 入 <0, 与 3° 相 矛 盾 . 
同样 的 论证 表明 , 如 果 方 程 
w(t,A) 一 
在 ]a, 可 是 在 -多 不 (A), 这 解 是 唯一 的 ; 事实 上 , 如 果 t 是 这 些 解 中 最 小 的 , 由 3°， 
我 人 有 2 BR 入 ) > 0, 从 而 对 于 # <t<t+6w(t, 和 ) > km 这 里 5>0. 如 果 娘 是 
比 蕊 大 的 最 小 解 , 还 是 应 有 爱人 和 <0, 与 3° 相 矛 盾 . 
关系 式 (8.5.6) 及 (8.5.7) 可 由 第 一 章 , 3.1 及 性 质 2* 直接 推出 (图 82). 
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图 82 
然后 证 明 下 列 性 质 : 


(8.5.8) 对 于 满足 a < to < 5 的 任何 to, 当 入 趋向 于 -oo 时 , w(to, 入 ) 趋 近 于 0. 
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由 于 在 fo, 中 中 , g(t) > c > 0, 并 且 |f()| < m, 我 们 有 : 对 于 和 < 0,Xg(t) — 
f(t) < Xe 二 m; 对 于 任何 4 > 0, 因而 存在 着 M > 0, 使 得 如 果 入 < -AM, 就 有 
Ag(t) 一 f(t) < 一 42. 如 果 p(t, 4) 是 


0 =cos’0— A?sin20 
的 解 , 并 且 p(a, 4A) = a, 由 (7.4), 我 们 有 : 对 于 入 < 一 MM， 
(8.5.9) we SB 


并 且 只 须 看 出 当 4 充分 大 时 , p(to, 4) 任意 小 (由 (8.5.5), 已 知 p(to, 4) > 0), 然而 可 
立即 证 明 


1+ ne-24(to-o) 
和 pt 有 一 Ga 


这 里 
_ 4sina 一 cosa 
4sina 十 cosa 
(只 要 4 充分 大 , 我 人 有 4sina 关 一 cosa). 由 于 当 4 趋向 于 +oe 时 , py 有 界 , 可 见 
tan p(to, 4) 随 着 1/4 趋 近 于 0. 
最 后 证 明 : 
(8.5.10) 对 于 满足 a < to <b 的 任何 to, 当 入 趋向 于 +oo 时 , w(to, 入 ) 趋向 于 +oc. 
事实 上 , 用 同样 的 记号 , 对 于 和 > 0, 我 们 有 Xg(t) -f(t) > Xc 一 m, 因此 存在 着 
AM > 0, 使 得 对 于 入 > MM, Mg 四 一 f(t) > 42. 如 果 o(t, A) 是 方程 


0 一 cos20 十 42sin26 


的 解 , 因而 对 于 入 > M,w(to, 和) > cfto,4), 并 且 已 经 看 到 (7.5) 
olto, A) > Alto — a) —x. 


(8.5) 的 证 明 的 结尾 现 可 立即 得 到 . 因由 2", 和 一 w(b, 入) 是 严格 递增 的 , 对 于 每 
个 整数 n> 0, 由 (8.5.8) 及 (8.5.10), 既然 8 > 0, 有 唯一 一 个 的 值 An 满足 关系 式 
w(b, 和 ) 三 8+nn 由 于 nn < 8+nx < (n 十 1 方程 w(t, 和 n) = (n+ 了 x 在]a,b[ 
中 没有 根 ; 因为 如 果 t 是 一 个 这 样 的 根 , 由 (8.5.5), 对 于 + > tw(t, Xn) > (二 1) 
并 且 得 到 w(b, 和 An) > (n+ 1)r, 这 是 不 可 能 的 . 于 是 由 (8.5.5), 对 于 1 < kk <n 方程 
w(t,An) = kx 在 a;b[ 中 恰好 有 一 个 根 , 而 对 于 大 > n+1, 方程 在 ja,b[ 中 没有 根 . 证 


~ 


元 


9. 周期 系数 二 阶 线性 方程 
我 们 已 经 看 到 (第 十 二 章 , 4.2), 如 果 


z"+gqg(t)r=0 
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是 一 个 线性 方程 , 这 里 g(t) 是 在 及 中 有 周期 了 的 周期 、 连 续 、 实 数值 函数 , 那么 
这 方程 必然 没有 以 T 的 整数 倍 为 周期 、 并 且 不 恒 等 于 零 的 周期 解 . 央 型 的 例子 是 
2 一 和 2z 二 0, 对 于 入 > 0, 这 方程 没 不 恒 等 于 零 的 周期 解 . 我 们 还 要 考虑 依赖 于 一 
个 实 参 变数 的 方程 


(9.1) 2" + (Mg(t) — f(t))z =0, 


这 里 g(t) 及 f(t) 是 有 周期 了 的 周期 连续 函数 , 并 旦 对 于 任何 t € 民 ,g(t) > 0. 通过 
变数 的 线性 代 换 , 可 以 化 成 T = 1 情形 . 我 们 要 考虑 一 种 求 周期 解 的 问题 , 它 与 第 8 
节 中 所 考虑 的 问题 等 价 , 但 边 值 条 件 的 类 型 (8.2) 不 同 . 

首先 寻求 是 否 有 周期 是 1 的 不 恒 等 于 零 的 解 v(b; 于 是 我 们 必须 有 


(9.2) u(0) = (1), w(0) =w(1). 


反 过 来 , 如 果 (9.1) 的 一 个 解 4 满足 边 值 条 件 (9.2), 由 于 了 及 9 的 周期 性 , 函数 
i(t) = utt+1) 也 满足 方程 (9.1), 并 且 还 有 wi(0) = wu(1) 及 世 (0) = w(1), 因此 
wi(0) = (0),w(0) = w(0); 由 柯 西 问题 的 解 的 唯一 性 (第 十 一 章 , 3.6), 可 见 wi = ， 
因而 v 是 有 周期 1 的 周期 函数 . 

如 果 不 考虑 (9.2), 而 是 考虑 边 值 条 件 


(9.3) ua) 一 一 a(0)，Vw(D = -uw(0), 


同样 的 论证 表明 : (9.1) 的 满足 这 些 条 件 的 解 要 使 得 u(t + 1) = -va 的 (有 时 把 这 种 解 
叫做 有 周期 1 的 反 周期 函数 ); 这 是 (9.1) 的 一 个 有 周期 2 的 解 . 
(9.4) 设 


(9.4.1) lo<u <h < < hn 
是 方程 (9.1) 对 于 边 值 条 件 

(9.4.2) u(0) =0,，w(l)=0 

的 特征 值 的 序列 . 还 设 wo 是 (9.1) 对 于 边 值 条 件 

(9.4.3) w(0)=0, w(1)=0 


的 最 小 特征 值 . 

le 我们 有 vo < jo; (9.1) 对 于 条 件 (9.2) 的 特征 值 成 一 无 穷 增 序列 {An}(n > 0)， 
并 且 对 于 条 件 (9.3) 的 特征 值 也 成 一 无 穷 增 序列 {入}(n 之 1), 而 且 还 有 
(9.4.4) w < MO <NM Sp SM<A SE 


/ / 
< XiHa < Nit < Hajfl S Mit2 < A2j+3 < Hait2 < X2j44 委 0 
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2? 对 于 入 = Xo, 满足 (9.2) 的 解 是 vo 中 的 一 个 多 重 解 , 如 果 Xzj+1 < Xaj+2， 对 
于 入 = aitl (或 入 = Xzjt2), (9.1) 满足 (9.2) 的 解 还 是 多 重 的 ， 它们 等 于 解 uai+l (或 
v2j+2) 中 的 一 个 多 重 解 ; 反 过 来 , 如 果 


M2ji+1 = Mj+2 = J2j+1, 


对 于 入 = jzjt1, (9.1) 的 所 有 解 满足 (9.2) (这 时 把 v2;+1 及 v2j+2 记 作 一 个 基本 解 
， 组 ). 

3° 如 果 和 4jtl < Xij+z， 对 于 入 = 和 jt (或 入 = Xi+2)，(9.1) 满足 (9.3) 的 
解 都 是 多 重 的 ， 并 且 都 等 于 解 ta2j+1 (或 wzj+2 中 ) 的 一 个 多 重 解 ; 反 过 来 ， 如 果 
XiH1 = Xi+a = J27, 对 于 入 = p27, (9.1) 的 所 有 解 满足 (9.3) (这 时 把 w2j+1 及 tai+2 
记 作 一 个 基本 解 组 ). 

4 函数 vo 在 [0,1] 中 不 为 零 ; 函数 taitl 及 v2j+2 在 [0,1[ 中 恰好 有 27 十 2 个 
零点 ; 函数 uaj+l 及 waj+2 在 [0,1[ 中 恰好 有 2j 十 1 个 零点 . 


把 F(&, 和 ) 及 Gb 和) 记 (9.1) 分 别 满足 初始 条 件 (这 里 P', G' 表示 3， ) 
(9.4.5) F(O,A) = 1， FE'(o,A) = 0， 
(9.4.6) G(0,A) =0,，G'(0,N)=1 


的 解 . 于 是 对 于 任何 t 及 和 (2.2)， 
(9.4.7) F(E, ANGE N— F(t NG N= 1, 
并 且 我 们 知道 在 民 ? 中 , F, G 以 及 它们 的 一 阶 偏 导数 是 连续 的 (第 十 一 章 , 6.4). 
如 果 我 们 写 出 一 个 解 u(t, 入) = AF(t, 入) + BG(L, A)(4 及 B 是 常数 ) 满足 (9.2), 就 得 
到 两 个 方程 


(a8) 人 -14+G(ANB=0， 


FA4+(G' OA -DB=0 


并 且 要 使 得 它们 有 不 恒 等 于 零 的 解 , 必须 而 且 只 须 上 列 方 程 组 的 行列 式 是 零 . 由 (9.4.7), 并 
且 令 


(9.4.9) G(X) = FUA) + G1,N), 
我 们 求 得 条 件 
(9.4.10) 更 (A) =2. 


同样 , 如 果 写 出 u(t, 入) 满足 (9.3), 就 得 到 两 个 方程 


fo +DA+G(1,XA)B=0, 


(9.4.11) 
F'(1NA+(G(, N+1)B=0; 
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在 这 里 求 得 条 件 
(9.4.12) (A) = -2. 


于 是 显然 除了 可 能 相差 一 常数 因子 , 对 于 和 = vo,F(t,vo) 是 (9.1) 的 满足 边 值 条 件 
(9.4.3) 的 唯 “- 解 ; 这 个 解 在 点 0 及 1 显然 不 等 于 零 , 并 且 我 们 知道 (8.5) 在 ]0, 1[ 中 也 不 等 
于 零 . 另 一 方面 , 除去 可 能 差 一 因子 , 对 于 入 = 1,G(bm) 是 (9.1) 的 满足 (9.4.2) 的 唯一 
解 , 由 振动 定理 (7.1), 不 可 能 有 jio < vo, 省 则 F(t,vo) 就 要 在 j0, 1[ 中 取 值 零 ; 这 样 证 明 
了 1° 中 第 一 个 结论 . 既然 F(0, wo) = 1, 并 且 F 不 取 零 值 , 我 人 有 F(1, wo) > 0. 男 一 方面 
E'(l, wm) = 0, 因此 由 (9.4.7) 可 得 F(l,v)G'(l,zo) = 1; 从 而 


(9.4.13) 更 (mo) = F(1,v0) + (F(1,0)) :> 2. 


然后 与 上 面 一 样 , 我 们 看 到 , 可 能 相差 一 个 因子 , 对 于 入 = jw, G(t, p43) 是 (9.1) 的 满足 
(9.4.2) 的 唯一 解 ; 因此 我 们 有 G(L p;) = 0, 并 且 方 程 G(t,p;) = 0 在 ]0,1[ 中 恰好 有 了 个 
零点 (8.5)， 既然 G'(0, py) = 1, 由 此 断定 : 如 果 j 是 奇数 , G“(1, 143) > 0; 如 果 j 是 偶数 ， 
G'(1,p) <0. 由 (9.4.7), F(1,p)G'(1,p) = 1, 由 此 得 


之 2， 如 果 了 是 奇数 ; 
< 一 2， 如 果 j 是 偶数 . 


对 于 边 值 条 件 (9.2) (或 (9.3)), 在 以 Xo 及 ji 为 端点 或 以 两 个 相 接连 的 jv 为 端点 的 每 
个 闭 区 间 中 , 至 少 有 一 个 特征 值 Xi (或 入). 考 韦 到 确定 特征 值 的 方程 (9.4.10) 及 (9.4.12)， 
上 述 结 果 可 从 关系 式 (9.4.13) 及 (9.4.14) 立即 导出 . 

为 了 完成 证 明 1°, 2* 及 3” 中 的 结论 , 只 须 证 明 下 列 引 理 : 

(9.4.15) (i) 如 果 一 2 生理 (A) < 2, 只 有 当 G(1, 和 =F'(1, 和 =0 及 F(1, 和 )=G(1, 和 A)= 土 1 
时 (由 此 得 理 (A) = 土 2, 并 且 对 于 一 个 指标 六 入 二 j5), 才 可 能 有 村 (和 ) = 0. 如 果 不 是 这 样 ， 
我 们 有 


(9.4.14) B13) = G1,13) + (G1,15)) { 


对 于 入 <jo 及 一 2< $NA) <2, (A)<O; 
对 于 jy <ASpiti 有 -2< $M) <2,(-1)®(N) >0. 

( 间 ) 如 果 丙 (jaj+1) 二 2, 并且 四 (Ha2j+1) = 0, 我 们 有 四 "(jz2j+1) < 0， 如果 丙 (127) 一 
一 2, 并 且 "(jz2;) = 0, 我 们 有 而 “(ji2;) > 0. 

事实 上 , 设 这 些 性 质 已 经 证 明 . 由 (9.4.15, (i)) 已 可 导出 : 在 区 间 ] 一 00, po[ 中 , 或 在 每 
个 开 区 间 jy, pr1[ 中 , 中 (和 ) = 2 或 @(A) = 一 2 不 可 能 有 两 个 不 同 的 根 , 因为 对 于 这 两 方 
程 的 接连 的 两 个 根 , 导数 ‘(和 ) 不 可 能 有 相同 符号 . 此 外 , 如 果 再 (A) = 2 (或 中 () = 一 2)， 
并 且 入 天 Haifi (或 和 关 Hoj),E(4A) 及 G(t, 入 ) 不 可 能 满足 (9.2) (或 (9.3)) 中 所 有 两 个 边 
值 条 件 , 因此 (9.1) 的 满足 这 些 条 件 的 解 是 一 个 多 重 解 . 

如 果 更 (laj+i) = 2, 由 (9.4.15, (i) 及 (ii)) 得 : 在 - -个 充分 小 的 开 区 间 ]p2j+1, p27+1+6[ 
中 , 我 们 有 四 (和) < 0, 因而 B( 和 ) < 2, 并 且 应 用 (9.4.15,(D), 与 上 面 同样 论证 , 可 见 在 区 间 
juajt15 142742[ 中 , B( 和 ) = 2 不 可 能 有 任何 根 . 此 外 , 如 果 (jzj+1) 关 0, 与 上 面 一 样 , 可 见 
对 于 = Azj+1, (9.1) 的 满足 (9.2) 的 解 是 一 个 多 重 解 . 反 过 来 , 如 果 中 (pzj+1) = 0, 并 且 
更 (Usifi) = 2, 由 (9.4.15, (iD) 可 得 : (9.1) 的 所 有 解 满足 (9.2). 对 于 数 yz; 及 条 件 (9.3), 也 
可 同样 进行 论证 - 
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现 证 明 (9.4.15). 显然 股 @ = 
分 方程 的 解 : 


0, 入 = 0, 并 且 2 作为 上 的 函数 , 是 下 列 微 


oF 
Bax 
2” + (Mg(t) — f(t) = ~—g(t)F(t, \), 

因此 由 拉 格 朗 日 公式 (第 十 二 章 , 2.4.1)， 

名 信 次 立 [ee NG(s, A) - F(s, ANGE A))g(s)F(s, Nds 

RAS PEWa, NG Nds, 
并 且 特 别 有 

BF : 
(9.4.16) 守 ()= / (F(1, A)G(s,N) — F(s, NG X))g(s)F(s, Nds. 
同样 , 我 们 有 


和 N= El NG(s, A) —F(s, NGtt A)g(s)G(s, Nas, 


由 此 求 偏 导数 , 得 
六 

Ea = A (F(t, NG(s, A) — F(s, ANG!(t, A))g(s)G(s, Mds, 
并 且 特 别 有 

dy A) 一 人 (F'(1,A)}G(s, A) 一 F(s,A)G'(L N))g(s)G(s, Ads. 
于 是 得 
(9.4.17) &'(N) = Eg 和 + PE 咎 

Ye Bh DOA 
三 / (A(N)G?(s, A) + BO)F(s, G(s, A) + C(A)F?(s, A))g(s)ds, 
0 

这 里 已 令 


A(A) = FE'(LA)， BA)=F(,N)-G(,N, CO)=-G(,N). 


由 于 在 [0, 1] 中 , g(s) > 0, 如 果 二 次 型 A(A)52 + B(A)én 十 C(A)m2 的 判别 式 A(A) < 
0,g@'(A) 由 C(A) = 一 G(1, 入 ) 的 符号 求 得 , 因为 F(s,A) 及 G(s, 入 ) 不 恒 等 于 零 ， 然 而 取 
a=0,8=m 应 用 (8.5) 及 (8.5.5), 可 见 对 于 入 < po;G(bA) = 0 在 ]0,1[ 中 没有 根 , 而 对 
于 jy < 入 < jr, 它 在 ]0,1[ 中 恰好 有 j 个 根 .由 于 G'(0, 和 ) > 0, 对 于 入 < po,G(1,X) >0, 
而 对 于 由 < 入 < jr, 它 与 (-1) 有 同样 符号 , 由 于 还 有 A(A) = (@(A))2 一 4, 从 而 首 
先 可 见 如 果 -2 < 再 (和 A) < 2,$'(A) 有 (9.4.15, (i)) 中 所 指出 的 符号 . 其 次 , 设 (和 ) = 土 2， 
因此 A(A)&? + B( 和 )&n + C(A)m2? 可 能 差 一 符号 , 是 一 个 线性 形式 的 平方 如 果 这 形式 不 恒 
等 于 零 ,由 F(s, 和) 及 G(s, A) 线性 无 关 这 一 事实 , 可 见 (9.4.17) 右边 的 积分 不 是 零 . 由 连续 
性 , 我 们 还 是 有 : 对 于 入 = ji, 开 (A) < 0, 而 对 于 万 < 入 < 由 Hb (一 1 本 (和 A) > 0. 如 果 对 
于 @(A) = 土 2, 人 (和 A) = 0, 那么 形式 A( 和 A)&? 十 B( 和 )En 十 C( 和 A)77 性 等 于 零 ; 由 于 逆 命 题 是 明 
显 的 , (9.4.15, (让 ) 证 完 . 
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现 证 明 : 如 果 ®(j2j+1) = 2, 并 且 @'(j2;+1) = 0, 我 们 有 再 "(paj+1) < 0. 由 以 上 结果 ， 
我 们 有 


(9.4.18) G(l, p241) = FP (lL,p2t1) =0, F(l, p23t1) = G'(1, p21+1) = 1. 
我 们 有 

nis _ FF FG 
(9.4.19) BN) = BN + RN). 


取 (9.4.7) 对 入 求 偏 导数 , 得 
BacsaF BF HG G0F _ 
Wy DBRS ar OroX™ 


并 且 由 (9.4.18), 由 此 得 


0, 


PG BF 
(9.4.21) BX Hit!) = -到 ht 


再 取 (9.4.20) 对 和 求 偏 导数 , 然后 令 t= 二 1, 入 = jzj+1, 由 (9.4.18) 及 (9.4.21), 就 得 到 


(0422) "(pwn1) =2 (Cn)) + 强 duo) 颖 ce) 
可 是 由 (9.4.18), 从 (9.4.16) 导出 
(9.4.23) Es Pe . Gos parri fis, jasra)d(as 
同样 求 得 
(0.424) ,p00) = Gite poate 

BF 


(9.4.25) (1,p2s+1) = -/[ F*(s, p23+1)9(s)ds. 


CBA 


由 于 F(s,p2y+1)V9(s) 及 G(s p42j+1)V9(3) 不 能 成 比例 , 柯 西 - 施 瓦 蒋 不 等 式 (考虑 使 它 
变 成 等 式 的 条 件 ) (第 一 章 , 4.5) 恰好 表明 更 (Haj+1) < 0. 

对 于 王 (huaj) = 一 2, "(js2;) = 0 的 情形 , 可 以 同样 论证 , 于 是 由 此 可 完成 (9.4) 中 1 ,2? 
及 3 三 部 分 的 证 明 . 

最 后 证 明 结论 4?. 由 (9.2) 可 见 函数 wj 在 [0, 1[ 中 有 偶数 个 零点 , 同样 由 (9.3), 函数 
w) 在 [0,1[ 中 有 奇数 个 零点 . 另 一 方面 (8.5), 我 们 知道 G(t, py) 在 ]0,1| 中 恰好 有 了 个 堆 
点 . 由 于 Xo < po, 由 振动 定理 (7.1), vo 在 [0, 1[ 中 不 可 能 有 两 个 零点 ; 由 于 这 种 零点 的 个 
数 是 偶数 , 因此 个 数 是 零 . 由 于 对 于 j > 0， 


Hz < Aai+l < J2s41 < JH2j+2, 
还 是 由 (7.1), v2j+1 及 v2j+2 在 [0,1[ 中 有 N 个 零点 , 而 且 


2j+1<N< 27+3. 


又 因 NN 是 偶数 , 可 见 N = 2j 十 2. 
由 于 X < 入 < pn 由 (7.1), wr 及 wz 的 零点 的 个 数 < 2, 并 且 由 于 这 数 是 奇数 ,可见 
它 等 于 1. 同样 , 由 于 


bas- 1 < Mit1 < A2j+2 < Na+ 


还 是 由 (7.1), waj+1 及 waj+2 在 [0.1[ 中 零点 的 个 数 N' 满足 
2j&N’ <2j+2, 


并 且 又 因 N' 是 奇数 , 我 们 有 N’ = 27 二 1. 

(9.5) (9.4) 在 应 用 中 最 重要 的 特殊 情形 是 g(t) = 1, f(t) = cos2xnt 的 情形 ; 这 时 函数 由 及 
wj 叫做 马 迪 尼 浊 数 , 它们 在 许多 应 用 中 都 要 出 现 . 

(9.6) 对 于 方程 (9.1), 对 于 任何 整数 , 取 适 当 的 和 的 值 , 也 可 求 周期 是 kT 的 周期 解 . 当然 
我 们 还 可 得 到 已 求 得 的 周期 是 了 的 解 , 可 是 把 (9.4) 不 应 用 于 [0, TI, 而 应 用 于 区 间 [0, kT[, 
也 可 得 到 新 的 解 : 事实 上 , 周期 是 T 的 周期 解 在 [0, kT| 中 零点 的 个 数 是 的 整数 倍 , 而 用 
(9.4) 求 出 的 周期 是 kT 的 周期 解 在 [0, kT[ 中 零点 的 个 数 是 任何 偶数 . 


习 题 
1) 设 4 是 ma 阶 的 对 角 矩 阵 , 和 1,… ,和 是 它 的 (不 同 的 或 相同 的 ) 特征 值 序列 . 对 于 
在 [to,+ool 中 连续 、 并 且 使 得 小 ”1akallet 收敛 的 任何 矩阵 下 (5)， 证 明 方程 
mr = (A+B())r 


有 在 [to, +oo[ 中 确定 的 基本 解 组 wi(t),… ,un(), 并 且 满 足 w(t) ~ exp( 和 kt)ek, 这 里 
(ek) 是 Cn 的 典范 基 (应 用 第 十 三 章 , 习题 8). 

2) 用 刘 维尔 变换 , 怎样 才能 把 (4.2) 中 的 结果 推广 到 大 > 0 时 形 如 (4.5.1) 的 展开 式 的 
情形 ? 如 果 k = 2h 是 偶数 , 得 到 的 解 有 形 如 


(9 W(t) = 起 exp(coti 十 cit! 十 … 十 Ch-1t) 人 一 和 十 ,十 全 +o (去 )) 
的 渐 近 展开 式 ; 并 且 如 果 上 = 2h 十 1 是 奇数 , 有 形 如 
u(t) = v(t3) 


的 展开 式 , 这 里 v 的 展开 式 形 如 (*). 在 复数 域 中 作 类 似 研究 . 
3) 证 明 如 果 把 (4.2) 应 用 到 方程 


z+(1- 各 )z=0, 


在 展开 式 (4.2.2) 中 出 现 的 系数 cn 要 使 级 数 be 有 收敛 半径 零 , 除非 对 于 一 个 整数 
> 0,a 有 (十 1) 的 形状 . 
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4) 考虑 纯 最 方程 
(1) 2 (1+ f(t))z =0, 

这 里 设 / 是 实数 值 的 , 并 且 ,lim f(t) = 0. 令 y = z'/z, 我 们 有 y 的 里 卡带 方程 
(2) y+ =1+f(t), 

并 且 最 后 令 = = 一 1 得 

(3) z=—2z— 22+ f(t). 


a) 对 于 任何 es > 0, 设 满足 : 对 于 t > 1,|f(s)| < e. 证 明 : 如 果 用 下 式 对 于 (3) 的 
解 作 逐 步 逼 近 ; 
4 4 
wy)=/ e-2(:-s) f(s)ds, 并 且 ww 一 人 er24-9u2_1(s)ds， 
那么 un 一 致 收敛 于 (3) 的 解 u(t), 并 且 对 于 上 > 让， 
lu < e. 
还 证 明 对 于 t > t1, 我 们 有 
4 
ol<2 /ee Wels, 


并 且 由 此 导出 
， foes < f ees 

最 后 断定 : 对 于 一 个 常数 c, 只 要 上 充分 大 , 就 有 (1) 的 一 个 解 ut) 满足 关系 式 
(4) ob (: a Gah If(8) as) Se (e+ef vole) . 
在 (2) 中 令 z = y 十 1, 同样 证 明 (1) 有 第 二 个 解 v2(t) 满足 


(5) exp (= = of If(s) as) < valt) < exp (= + / llas) C 


b) 还 设 积分 ”f(D)dt 收 人 ( [vo 不 是 必须 收 信 )。 证 明 这 时 我 们 有 (1) 
的 一 个 解 内 (6) 满足 


(6) ml) = ep (t+ 3/ fds+ ol)), 
并 且 另 一 个 解 器 (t) 满足 
(7) wD) =p (= 了 大 f(s)ds+ oy) 


(用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 , 求 a) 中 得 到 的 解 a 的 平方 的 上 界 ). 
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虽 如 果 还 设 积分 / ”17(Dldt 收 俩 , 我 们 有 (习题 1) 


v(t) ~ el, valt)~e'. 


情形 , 这 里 了 < a < 1. 


sint 
te 


d) 特别 考察 f(t) = 
5) 考虑 方程 
| z+(1+f(t)z =0, 
这 里 设 / 是 实数 值 的 ，/ |y(lat 收 伍 (由 此 导出 : 当 上 趋向 +oo 时 ,f(t) 有 有 限 的 极 
to 
限 ), 并 且 
= 
a) 证 明 (1) 对 于 4 > to 确定 的 所 有 实数 值 解 是 有 界 的 〔 用 z/ 乘 方程 (1)， 并 且 分 部 积 
分 , 证 明 对 于 充分 大 的 任何 解 u 满足 不 等 式 
WB() ge 2f If'() he (s)ds.) 
b) 对 于 方程 
z+(l+f(t)+g(t))rz=0 
的 解 作 同样 推导 , 这 里 人 ”ol 收 化 (参看 第 十 三 章 , 习题 8). 
外 与 第 十 三 章 , 习题 2 中 例子 作 比较 , 这 些 例子 表明 a) 中 结果 不 能 推广 到 含 两 个 一 阶 


线性 方程 的 方程 组 . 
6) 函数 
u(t) = («xp (/ g(s) consds) ) cost 
o 
是 微分 方程 
z+(1+/f(0)z=0 
的 解 , 这 里 


f(t) = 3g(t) sint — g'(t) cost — g(t) cos’ t. 
如 果 取 g(t) = Feost, u(t) 无 界 , 可 是 f(t) 及 f(t) 都 随 着 1/t 趋 近 于 0 (比较 习题 5). 


由 此 导出 方程 | 
z+ (4 十 吧 兰 ) z=0 


t 
有 无 界 的 解 (应 用 第 十 三 章 , 习题 8, 与 上 列 方程 作 比 较 ). 
7) 把 实 系数 微分 方程 


(1) z+(l+f(t))z=0 
化 成 方程 组 


21 = 22, 
z= —(l1+ f(t))r1, 
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然后 作 极 坐标 代 换 
Zi 一 rcos(t 十 9)， za =rsin(t+ 0), 


得 非 线性 方程 组 
lb = S(O + cos2(#+ 0)), 


(2) i 
rT/r = 3f(t) sin2(t + 0). 


设 反 党 积分 ”fae 以 及 两 个 积分 AGO = 人 二 


to 
六 few) sin2sds 收 全 ,最 后 设 积分 有 | 此 政信 (; 一 1,2). 
B to 
证 明 在 这 些 条 件 下 , 方程 (1) 有 基本 解 组 wiiuz, 在 十 oo 的 邻 域内 ， 


u(t) = cost+ o(l), w(t)=—sint+o0(1), 
aaz(t) = sint + o(1), w(t) = cost + o(1). 


(在 方程 (2) 中 , 引进 
filt)cos20(t) 及 f(t)sin20(t) (i = 1,2), 


的 导数 , 为 的 是 证 明 对 于 满足 关 0 的 任何 解 , 当 t 趋向 于 +oo 时 , 9(t) 及 r(t) 趋 近 于 有 限 
的 极限 , 然后 证 明 当 (2) 中 第 一 个 方程 的 两 个 解 9; 及 9, 不 相差 x 的 整数 售 时 , 9， 及 gu 的 
极限 不 能 相差 < 的 整数 借 , 为 此 , 在 如 以 上 所 指出 引进 户 (bj cos29(t) 及 户 ()sin26(8) 的 导 
数 后 , 在 这 方程 两 边 取 + 及 +oo 之 间 的 积分 .) 

应 用 到 tb) = 2 区 情形 , 这 里 = 关 2, 并 且 4 > 3; 与 习题 6 作 比 较 . 

8) 在 实 系数 微分 方 各 


rz" +gqg(t)jz=0 
中 , 设 对 于 # > lo,g 可 导 , g(t) > 0, 并 且 q(t) > 0. 证 明 这 方程 的 所 有 解 在 +ec 的 邻 域 中 
有 界 (用 习题 5a) 中 同样 方法 ). 
9) 证 明 在 微分 方程 
2 十 gz=0 
中 如 时 积分 太 latt)ld 收 人 广 各 的 解 不 可 能 都 是 有 界 的 . 
to 
10) 证 明 在 微分 方程 
2"—glt)jz=0 
中 , 如 果 对 于 任何 te 丸 , 我 人 有 q(t) > 0, 那么 任何 不 恒 等 于 零 的 解 不 可 能 在 整个 民 中 有 
界 (按照 可 能 不 同 的 情形 , 考察 z 及 x' 的 符号 及 变化 ). 
11) 在 微分 方程 
2z" +q(t)jz=0 


中 , 设 积分 /dla(Dlat 收敛 证 明 对 于 任何 解 u，， lip w(t) 存在 , 并 且 是 有 限 的 ; 还 证 
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明 在 +ec 的 邻 域内 , 我 们 有 u(t) = at + 十 o(1), 这 里 a 及 5 是 不 全 为 零 的 常数 ( 写 出 我 
们 有 


三 人 a 
i 
由 此 先导 出 &(t) = O(t), 另 一 方面 , 注意 


= toa 


12) 设 
WwW" 十 p(z)w’ +gq(z)jw=0 
是 一 微分 方程 , 这 里 p 及 9 是 亚 纯 函数 , 并 且 在 C 中 只 有 有 限 个 极点 a1,.… ,a， 要 使 广 
程 只 有 正则 点 (包括 无 穷 远 点 ), 必须 而 且 只 须 p(z) = 全 ( 邓 , 并 且 g(z) = -了 (四 ， 这 里 


wz)’ (w(2))2 


uw(z] = [](z -ax),A(z) 是 次 数 < 7 一 1 的 多 项 式 , 而 且 B(z) 是 次 数 < 2(r 一 1) 的 多 项 
天 一 1 
式 (应 用 刘 维 尔 定理 ). 
研究 r = 3 情形 , 用 适当 的 分 式 线性 变换 , 可 设 正则 点 是 0,1 及 无 穷 远 点 ， 用 形 如 
也 二 wiz?(1 一 z)” 的 未 知 函数 的 变换 , 还 可 设 特征 方程 在 点 0 及 点 1 都 有 根 0. 于 是 方程 有 
下 列 形状 : 
z(1—z)w +(y—(a+8+1z)w’ — aw= 0, 

叫做 超 几何 方程 ; 把 它 在 点 z = 0 取 值 1 的 解 记 作 F(a, 8,Y, z); 证 明 我 们 有 
ala+ D8(B+D) > 
aD 

alat+lD):.(at+n—- DB(8+D):..(8+n- 1) nm 
nm tl (+n Ee 


F(a,B,Yz)=1+ ee 
1 7 


这 里 的 震级 数 有 收敛 半径 1. 
13) 详细 研究 复数 域 中 的 刘 维尔 变换 , 它 把 形 如 


t+ 和 + 归 +…+o (去 ))w=0 
2 Ea 2 


的 方程 化 成 同样 形状 的 方程 , 而 q! = 0, 因而 这 就 是 (5.5) 中 人 研究 过 的 情形 . 
14) 考虑 实 系数 微分 方程 
Zz” +q(t)z=0 
并 且 设 对 于 t > to, g(t) > 0. 证 明 如 果 我 人 有 q(t) = o(g(t)”?), 那么 这 方程 的 不 便 等 于 零 
的 实数 解 在 区 间 [to,T] 中 零点 的 个 数 n(T) 满足 


7 
n(T) ~ 二 / VIGd 


( 作 变 数 代 换 (3.2), 然后 在 与 所 得 方程 等 价 的 含 两 个 一 阶 方程 的 方程 组 中 , 采用 极 坐标 .) 
15) 考虑 实 系数 微分 方程 
z" + q(t)z =0. 
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证 明 如 果 我 们 有 对 于 + > to, q(t) > (1 二 oa 村， 二 (是 
常数 > 0), 那么 对 于 ti > to, 方程 的 任何 解 u 在 任何 区 间 [1, +oo[ 中 有 无 穷 个 零点 . (从 方 
程 z/ + m2z = 0 出 发, 相继 作 几 次 变数 代 换 s = et, 并 月 应 用 (7.1).) 作出 推广 . 

16) 考虑 实 系数 微分 方程 


1 
或 a) > 三 +(L+o) 


z+ (ag(t) — f(t))z =0, 
这 里 g(t) 及 f(t) 是 有 周期 1 的 周期 函数 , 在 及 中 , g(t) > 0, 并 且 a > 0. 证 明 如 果 我 们 
有 人 ”dt = 0 那么 对 于 一 个 内 常数 和 , 在 中 满足 ult + 1) = Autt) 的 方程 的 任何 解 
0 


w(t), 在 区 间 [0, 1] 中 至 少 取 零 值 一 次 . (用 反 证 法 , 考虑 w/u 所 满足 的 里 卡带 方程 ,) 
17) 考虑 实 系 数 微分 方程 
z" + q(t)z = 0， 


这 里 g(t) 是 及 中 的 有 周期 1 的 周期 函数 , 并 且 g(t) > 0, 证 明 如 果 站 g(t)dt < 4, 方程 在 
0 


及 中 的 所 有 解 有 界 . (证 明 对 于 一 个 实数 和 , 不 可 能 有 解 u 满足 ult + 1) = 和 u(t), 应 用 习题 
16 以 及 第 一 章 , 习题 20, 然后 应 用 弗 洛 凯 定 理 .) 
18) 当 我 们 有 边 值 条 件 


wu(0) = au(1) + he’(1), 
uw (0) = cu(1) + du’(1), 


这 里 ad - bc = 1, 推广 (9.4) 中 的 结果 . (比较 边 值 条 件 
u(0) =0, au(l) +bu’(1) = 0.) 


19) 设 在 (9.4) 中 , 我 们 有 Xzj+1 < Xz;+2. 证 明 如 果 入 = X2i+l，(9.1) 有 第 二 个 解 
uzj+1, 它 与 wzi+l 形成 一 个 基本 解 组 , 并 且 满 足 


U2j+1(t) = poj+li(t) + tvzj+1(t), 


这 里 pz;+1 是 有 周期 1 的 周期 函数 ， 
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1. 用 含 一 个 参 变数 的 积分 解 线性 微分 方程 
考虑 n 阶 线性 微分 方程 
(1.1) ao(z)uwtm) + a(z) wD + + an(z)w = 0, 


这 里 变数 z 及 未 知 函 数 w 都 是 复数 值 的 , 系数 a;(z) 在 开 集 D C C 中 解析 . 有 时 我 
们 可 得 到 (1.1) 的 有 下 列 形状 的 解 : 


(1.2) ulz) = [ K(z, ac， 


这 里 工 是 C 中 一 条 道路 (或 无 终点 的 道路 ), 并 且 K(z,5) 是 解析 的 . 如 果 可 由 积分 
号 下 取 导 数 求 得 w 的 逐 阶 导数 , 那么 如 果 我 们 有 


(1.3) [ (eo + a) + ton(oK(e,0)) dc =0, 
wu 就 是 (1.1) 的 解 . 可 能 通过 分 部 积分 把 (1.3) 中 的 积分 变换 成 男 一 积分 , 并 且 可 适 
当选 取 L, 使 后 一 积分 为 零 . 然后 还 须 证 明 积分 (1.2) 不 恒 等 于 零 . 


例 (1.4) 设 ai(0 和 ji 和 m) 是 次 数 和 1 的 多 项 式 , aj(z) = bjz 十 ci (bj,c; 是 复 常 数 ). 
取 K(z,6) = exsv(0), 要 使 (1.3) 为 零 ; 积分 (1.3) 可 写成 


/ (2 + ae| erca(Ga. 
LA\ 和 5 
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而 由 分 部 积分 , 可 写 出 
sieve = Ge -God 


当 ¢ 分 别 取 工 的 终点 及 起 点 的 值 时 , 把 6ie*u(5) 的 相应 两 值 的 差 简 写成 上 式 右边 
第 一 项 . 在 上 式 中 , j = 0,1,… ,n; 把 这 n+1 个 式 子 逐 项 相 加 , 可 见 问题 化 成 了 要 使 
下 列 关系 式 成 立 : 


ecoGQG| = { «(QO + P(N =0, 
这 里 已 令 


P(O = DGbiC7! 一 ch)， 


er 
qq = Tue. 
| 
因此 为 了 求解 问题 , 可 以 一 方面 取 v(C) 是 一 阶 线性 方程 
Q(Ow(O+P(Oa(O =0 
的 一 个 解 , 一旦 v 这 样 取 定 , 然后 选取 工 使 得 我 们 有 
ecoGQG| =0 
并 且 使 得 co(G)4 不 恒 等 玲 ("科普 拉 斯 法 ") 
取 方程 
(1.5) w’—zw=0 


作为 应 用 上 述 方法 的 例子 ， 我 们 求 得 v(C) = e-“/3, 并 且 化 到 取 wu(C) 为 艾 里 积分 
(第 九 章 , 2.2), 而 我 们 已 知 这 积分 不 恒 等 于 零 . 


2.” 汉 克 尔 函数 
二 阶 线性 微分 方程 
(2.1) w+tlw +t (1-S) =0 
叫做 (有 参数 Ae C 的 ) 贝 塞 尔 方程 . 适当 选取 工 及 v, 要 求 得 上 列 方程 有 形 如 
ld mr | ek 
(= [eta 


2. 汉 克 尔 函 数 “389 . 


的 解 . 设 可 在 积分 号 下 求 导数 , 问题 就 化 成 求 出 使 得 方程 

(2.2) ja sing(z2cos25C 一 izsinC 一 X2)ulC)d =0 
成 立 的 条 件 . 令 F(z,C) = ee sin 6, 上 列 方程 也 可 写成 

(2.3) / (B+) Od =0 
然而 我 们 有 


0 fs RN i 
(re "器 )=P v 和 


于 是 (2.3) 也 可 写成 
Qf FOO + Pulae+ (RO -Fe ovG) | = 
与 在 (1.4) 中 一样 , 选取 
vO = 
于 是 有 


(2.5) _Fvy + 一 eamcHxc(_izcos5 — iX). 


然后 取 趋 向 无 穷 的 道路 工 , 使 得 当 ¢ 趋向 于 工 的 两 “ 端 " 时 , (2.5) 的 极限 是 零 . 在 这 
里 , 只 是 由 限制 z 的 变化 域 , 才 得 到 这 一 结果 (一 般 理论 (第 十 四 章 , 5.7) 表明 : (2.1) 
的 解 一 般 在 z =0 有 一 “支点 ”). 

先 设 Rz > 0, 并 且 取 工 是 两 条 趋向 无 穷 的 道路 
Li 及 Lz (图 83) 中 的 一 条 . 函数 


(2.6) HR(z) = -2/ eizsinC+NC gc, 
zh, 


(2.7) H2(z) = -2/ -izsinG+tiAC dc 
Ww rs 
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叫做 有 指标 和 的 汉 克 尔 函 数 ; 我 们 要 看 出 : (2.6) 及 
(2.7) 右边 的 积分 在 开 半 平面 及 z > 0 中 有 意义 , 确定 为 贝 塞 尔 方程 的 不 恒 等 于 零 
的 解 , 并 且 形 成 基本 解 组 ( 换 句 话说 , 即 不 成 比例 的 解 ). 

事实 上 , 令 


5 一 6 十 加 ,zx 一 z 十 训 入 = a 十 动 ,5 7 ZY,4, 上 b 是 实数 . 
令 & =0, 我 们 有 sinC = ishm, 从 而 当 趋向 于 -oo 时 ， 


R(-izsinC +iAO) ~ 一 je 
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同样 , 对 于 5 = -x, 当 了 7 趋向 于 +oe 时 , 我 们 有 
及 (一 izsin6+IiAC) ~ 一 je 
由 此 立即 证 明 (2.6) 中 积分 存在 , 并 且 在 积分 号 下 求 导数 是 合理 的 ， 对 于 (2.7) 可 作 
同样 论证 . 
另 一 方面 , 在 同样 的 条 件 下 , 我 们 有 
|izcos5 十 认 | ~ |zleml. 


由 此 可 见 , 对 于 《上 = -xt 及 7 趋向 于 +oo, 上 式 右边 对 于 exp (3°") 可 以 略 去 不 计 ; 


而 对 于 5 = 0 及 1 趋向 于 -oc, 它 对 于 exp (ge") 可 以 略 去 不 计 . 因此 当 6 = 0,7 
趋向 于 -oo 时 , 或 当 & = -x,n 趋向 于 +oo 时 , (2.5) 的 极限 是 0, 从 而 函数 (2.6) 正 
好 是 (2.1) 的 一 个 解 . 对 (2.7) 可 作 同 样 论 证 , 在 第 3 节 中 , 我 们 要 看 到 这 些 解 不 恒 等 
于 零 . 


3.” 汉 克 尔 函数 的 解析 开拓 与 渐 近 展开 式 


我 们 要 看 到 , 适当 改变 积分 的 道路 , 第 二 节 中 采用 的 方法 , 还 可 用 来 求 (2.1) 在 
C 的 其 他 开 集中 的 解 . 设 名 是 满足 -x < 名 < 工 的 
一 个 实数 , 并 且 设 L(t0) 是 与 Li 相仿 的 一 条 道路 , 可 
是 这 里 与 虚 轴 平行 的 半 直 线 通 过 点 名 及 -一 (图 
84). 对 于 上 = &0, 我 们 有 


R(izsinCHiAC) =z coséoshntysinéo chn—béo—an, 

从 而 如 果 有 

(3.1) zcoséo — ysinéo > 0, 

那么 对 于 上 = 如, 并 且 7 趋向 于 一 oo0, 就 有 
R(-izsinC + IC) ~ —ce™”, 


这 里 e > 0, 可 以 证 明 : 同一 条 件 (3.1) 可 导出 , 对 于 
5E= 一 x 一 &0 及 7 趋向 于 +oo0, 也 有 


R(-izsinC +iM) ~ -ce (c > 0). 
用 第 2 节 中 同样 的 推理 , 可 见 函 数 


(3.2) -2/ eizsinC+tiNC dC 
L(so) 


开 


3. 汉 克 尔 函 数 的 解析 开拓 与 渐 近 展开 式 “391， 


是 (2.1) 在 半 平 面 (3.1) 中 确定 的 解 ， 而 对 于 -x < 
&0 < Tt, 半 平 面 (3.1) 及 半 平 面 Rz > 0 有 非 空 交集 
(图 85); 要 证 明 函 数 (2.6) 及 (3.2) 在 这 交集 中 重合 . 根 
据 柯 西 定理 , 只 须 证 明 当 + 趋向 于 +co 时 , 函数 5 一 
esin6tiX% 沿 道路 上 一 订 十 已 - 顽 一 名 委 志 和 -x 及 
t 一 一 这 十 二 0 和 ts< 名 所 取 积分 (例如 设 多 > 0) 趋 近 
EE 


然而 对 于 5 = 订 十 妨 我 们 有 


od 。 Tcost 十 Sint 
及 (-izsinC 十 iAG) = (En 


—ZTcost sint 
He TCOS ysin ) = 半 = 福 ; 


图 85 


并 且 当 t 从 -x 一 & 变 到 一 x 时, 由 假设 rcost +ysint 不 等 于 0, 并 且 总 是 < 0; 由 
中 值 定理 , 立即 可 见 , 当 7 趋向 于 +eo 时 (c 是 常数 > 0), 积分 


= 
fe exp(R(—izsin(iy +t) + iA(iy +t))dt 
一 一 6 


以 形 如 exp(=ce7) 的 数 为 上 界 , 由 此 得 上 述 结论 . 当 7 趋向 于 +ec 时 , 对 于 道路 
t iy 十 ,0 雪上 过 名 可 同样 进行 论证 . 因此 我 们 得 到 也 (z) 在 两 个 半 平面 (3.1) 
及 Rz > 0 的 并 集中 的 解析 开拓 . 特别 地 , 如 果 取 & = 了 及 名 = 一, 就 得 到 HA(2) 
在 沿 负 实 轴 荐 开 的 平面 中 的 解析 开拓 .注意 对 于 &0 = 一 了 , 我们 得 到 对 于 9z > 0 成 
立 的 下 式 


,i 区 f+ 
(3.3) Hl(z) = 本 eichz-zdz， 
WW Jw 


由 此 特别 得 : 对 于 z = 让 上 > 0， 


(3.4) H(it) = Ss ~/[: ertchz-Xzdr. 

对 这 积分 可 应 用 拉 普 拉 斯 法 2). 当 t 趋向 于 +oo 时 , 由 此 得 主要 部 分 
i 部 

(3.5) HI(it) ~ < pe et 


并 且 表明 H(z) 不 恒 等 于 零 . 
现在 应 用 一 般 理论 (第 十 四 章 , 5.3). 注意 由 未 知 函 数 的 线性 变换 w = 2 得 
方程 


(3.6) w+ 人 站 二 a ) 二 
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在 其 中 (用 第 十 章 , 5.3 中 记号 ) 我 位 有 go = 1,q1 = 0. 当 z= 证 并 且 上 趋向 于 +oo 
时 , 除去 可 能 相差 一 常数 因子 外 , (3.6) 只 有 一 个 解 趋 近 于 0. 由 一 般 理论 (第 十 四 章 ， 
5.5) 证 明 : 在 整个 沿 负 半 实 轴 割 开 的 平面 上 , 当 |z| 趋向 于 +oc 时 , 我 人 有 具有 任意 
精确 度 的 渐 近 展开 式 


(3.7) Be) = /2 (+ ee) 
(z-12 是 这 函数 的 主要 分 支 ). 
类 似 的 计算 表明 , 对 于 H?(z), 有 在 整个 割 开 了 的 平面 中 成 立 的 下 列 展开 式 ; 


8。 = + 二) 


这 样 就 证 明了 H 及 H? 形成 了 (2.1) 在 整个 割 开 了 的 平面 中 的 基本 解 组 . 

现在 注意 既然 方程 (2.1) 中 只 含 X2,HLA(z) 及 H2 \(z) 也 是 这 方程 的 解 , 并 且 对 
于 z= 动 上 趋向 于 +oo (及 -oo) 时 , HLA(z) (及 H2 (2)) 分 别 与 了 (及 HH) 有 相同 
的 性 质 , 因此 比较 这 些 函 数 的 主要 部 分 , 我 们 有 


(3.9) HLA(z] = epsHI(z)， HH2A(z) 一 enH(z); 


而 且 这 些 关系 式 也 可 直接 从 上 面 给 出 的 积分 表示 式 直 接 推导 出 来 . 当 和 及 z 是 实数 
时 , 可 写 出 


1 局 
| Ee 
TL 


这 里 LI 是 Li 通过 映射 < 一 《 而 得 的 像 . 把 Lz 记 作 L1 通过 映射 5 一 -5 而 得 的 
像 , 也 可 写 出 j 
Hi(z) = -3 eizsin¢+iM gc. 
L2 


换 句 话说, 对 于 实数 A 及 z, 我 们 有 
(3.11) Hz) = (2), (2) = H(z). 

最 后 , 如 果 和 一 二 ,方程 (3.6) 化 成 w+ = 0, 从 而 当 z= 让 并 且 + 趋向 于 +o 
时 , 除了 可 能 相关 一 个 因子 外 , (2.) 趋 近 于 0 的 唯一 解 是 e*。 比较 有 关 本 数 的 
主要 部 分 , 就 得 到 
(3.12) Hja(2) = -ear 
并 且 同样 得 到 
(3.13) H?/2(z) = /Ese 
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4. 贝 塞 尔 函数 与 诺 伊 曼 函 数 
我 们 把 函数 
(4D) (= 了 HR) + H(z)) 
则 做 指标 EC 的 贝 密 尔 函 数 ,并且 把 函数 
(4.2) NG 一 二 (BA 一 HR() 


叫做 指标 和 的 诺 伊 曼 函 数 . 这 些 函数 是 在 沿 负 实 轴 割 开 的 平面 中 确定 并 且 是 解析 的 ， 
它们 在 这 开 集 中 形成 贝 塞 尔 方程 (2.1) 的 基本 解 组 . 
由 表示 式 (2.6) 及 (2.7) 可 导出 


(4.3) 旗 较 中 - 支 / -izsinC+iNC gc, 
这 里 工 是 图 86 中 的 道路 . 如 果 C 是 工 通过 映射 5 一 e-* 而 得 的 像 (图 87), 我 们 有 


(4.4) Ix) = | (¥ 人 a 1)) i 


由 柯 西 定理 , 在 上 列 公式 中 , 把 C 换 成 它 在 比值 > 0 的 位 似 变换 下 的 像 , 积分 不 改 
变 . 由 此 断定 : 如 果 z 是 大 于 0 的 实数 , 由 变数 代 换 zu = 2v, 就 得 到 


二 a 5 
(4.5) Ja(z) = i (2 jy em 人 v— (元 )* dv. 
图 86 图 87 


本 时 上 列 公式 中 的 各 分 灶 于 任何 = 是 确定 的 (因为 ep (~ 备 ) 在 C 上 和 有 

中), 因而 这 积分 是 = 的 可 亚 雪 由 于 这 轿 数 对 于 大 下 0 的 实数 2 与 (2) J 
4 入 

重合 , 由 解析 开拓 原理 , 在 沿 负 平实 币制 开 的 平面 中 , 它 也 与 (二 】 JA(2) 重合 . 换 名 
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话说 , 公式 (4.5) 给 出 了 Ja(z) 在 整个 割 开 了 的 平面 中 的 值 , 并 且 证 明了 (0) n0 
可 以 开拓 成 一 整 函数 . 
此 外 , 对 于 ve C, 我 们 有 


(4.6) exp (4 $$)= 过 i 
而 对 任何 RR> 1, 我 们 有 : 对 于 与 和 无 关 的 常数 c 及 a 


后 tm-1|etat < cRe-n-le-R 
一 oo 


-R 
类 | 
-oo 


并 且 由 此 导出 级 数 


oo 


二 讨 
n=0 


2n 


22nml 


的 和 随 着 1/R 任意 小 . 由 于 级 数 


对 于 1< < 尺 正 规 收 全 由 此 立即 导出 :用 这 级 数 代 符 (4 可 中 的 exp{v 一 二) 
5 
可 以 逐 项 积分 , 于 是 得 到 上 Ja(z) 的 暴 级 教 展开 式 


(7 )- (3 Da ry 


这 里 对 二 的 表示 式 要 用 到 汉 克 尔 积分 (第 九 章 , 4.8.1). 
对 (4.7) 右边 的 惫 级 数 逐 项 求 导数 , 由 俘 马 丽 数 的 函数 方程 , 我 们 得 到 : 对 任何 


整数 1， 


人 
(8) (2) -0 
并 且 特别 地 , 对 于 大 二 1, 由 此 得 
(4.9) 0) = TMG) - Jr， 
由 关系 式 
E 1 入 


TUDIOTX+UJ nrm+At2) +)Tnt+A+2)’ 


5。 整数 指标 的 贝 塞 尔 函 数 :395 ， 


我 们 同样 证 明 递 推 关 系 式 
(4.10) JA-ai(z) + JA+i(z) = (2). 
由 (3.9), 我 们 有 
(4.11) J_A(z) = cos ArJA(z) 一 sin AxN,(z), 


因此 如 果 和 不 是 整数 , J 及 J_、 形成 (2.1) 的 基本 解 组 . 反 过 来 , 当 入 = p 是 整数 
时 , 我 们 有 


(4.12) J-p(z) = (一 1)zJp(z)， 


并 且 在 这 种 情形 下 , 按照 一 般 理论 (第 十 四 章 , 5.7), 可 以 证 明 在 沿 负 半 实 轴 制 开 的 平 
面 中 , 诺 伊 曼 函 数 Np(z) 的 形状 是 aJp(z)logz 十 z-?F(z), 这 里 a 是 常数 , 并 且 F 是 
整 函数 (习题 3). 注意 (2.1) 关于 点 z = 0 的 特征 方程 (第 十 四 章 , 5.7.2) 的 根 是 土生 
因此 当 和 =k/2 时 (k 是 奇 整数 ), 两 根 的 差 可 能 是 一 整数 , 而 在 诺 伊 曼 函 数 中 , 不 含 
对 数 项 . 此 外 , 由 (3.12) 及 (3.13), 我 们 有 


(4.13) Jiyja(z) = Vsna Naiya(z) = -em 和 
并 且 由 (4.10) 及 (4.11), 可 见 对 于 上 > 0,J43(z) 及 Ni3(z) 是 有 下 列 形状 的 线 
组 合 : 

A 9| J12(z)+Q G) N12{2z), 


这 里 P 及 Q 是 次 数 < 上 的 多 项 式 . 
由 (3.7) 及 (3.8), 可 导出 在 整个 沿 着 负 半 实 轴 提 开 的 平面 中 成 立 的 渐 近 展开 式 : 


(4.14) Ja(z) = ER ( 二 3 二 符 ) + O(|z|-3/2), 

(4.15) Na(z) = Vs (: -3 笃 ) + O(lz|-3/2). 

直接 应 用 重 葡 定理, 由 此 导出 : 对 于 任何 s > 0, 当 n 充分 大 时 , J(z) 在 圆 盘 
2- (2X+ D3 = (2n+D 引 <e 

中 有 一 个 、 并 且 只 有 一 个 零点 . 关于 Nx{z) 的 零点 有 类 似 的 结果 . 


5. 整数 指标 的 贝 塞 尔 函数 


当 和 =n> 0 是 整数 时 , 在 公式 (4.3) 中 , 由 于 sinC 及 ein 的 周期 性 , 沿 道路 工 
中 与 虚 轴 平行 的 两 条 半 直 线 上 的 积分 是 零 ; 因此 剩 下 


(5.1) j= 去 | eizsinte—intat. 
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换 句 话说 , Jn(z) 是 函数 圭一 esat 的 第 n 个 传 里 叶 系 数 . 这 函数 是 周期 整 函 数 , 可 
见 它 的 傅 里 叶 级 数 收敛 (第 十 章 , 8.5), 并 且 因 此 对 任何 zeC 及 teR， 


(5.2) eizsint 一 沁 Jan(z)enit， 
上 式 也 等 价 于 
(5.3) cos(zsint) = Jo(z) 十 2 p> J2n(2) cos 2nt, 
n=l 
(5.4) sin(zsint) = 2 > J2n-1(2) sin(2n + 1)t. 
n=0 


既然 函数 Jn 在 及 中 取 实 数值 , 在 (5.1) 中 也 可 取 实 部 (对 于 实数 z), 由 此 得 对 
于 任何 zeC, 


(5.5) Jn(z) = = or 一 zsint)dt. 
0 


3 \2/3. 
还 注意 如 果 在 方程 (1.5) 中 , 令 -z= G:) ,方程 就 变 成 


w+ + 0 
而 且 如 果 令 w = sl/3uw, 就 得 到 
nl 1 
u + + Q- 走 )*-0 
即 有 参数 1/3 的 贝 塞 尔 方程 . 因此 艾 里 函数 Ai(z) 可 表示 为 J3(z) 及 J_3(z) 的 线性 
组 合 ; 这 一 线性 组 合 的 系数 可 用 Ai(z) 及 贝 塞 尔 函数 的 渐 近 展开 式 来 确定 . 
习 题 


1) 考虑 四 阶 线性 方程 


2 8 
w+ Zw + w=0. 


方程 系数 的 唯一 奇 点 是 z = 0, 并 且 在 这 点 的 特征 方程 是 p(p - 1)?(p 一 2) = 0, 应 用 拉 普 拉 
斯 法 , 取 积 分 
/ excdC 
本 时 全 


作为 所 求解 , 道路 工 是 满足 下 列 条 件 是 环 路 : 对 于 64 二 1 的 四 个 等 点 中 的 两 个 , j(&; 工 ) = 1; 对 
于 另 两 个 , j(6;L) = 0. 证 明 这 样 我 们 得 到 三 个 解 : wi = wi 十 U2,2Ww2 一 Wi 十 V1, Ww3 一 U2 一 V2， 
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这 里 
zt 
ui(z)= | ce 
zt 
v2(z) = 站 A cos 矶 省 


1 
vi(z)= sin 入 4 
0 


_/"_1 -~- 关 .。， 冻 
va(z) =/ J 苍 sin > 三 时 
取 包 围 《4 十 1 的 一 个 零点 并 且 无 穷 长 的 一 条 道路 作为 L, 积分 只 是 在 RRz > 0 时 确定 ; 
于 是 得 到 第 四 个 解 : 


i 
w= 人 /先入 - 南 (+9) 


解 w1, wa, ws 是 整 函数 . 证 明 当 z 取 实 数值 , 并 且 通 过 > 0 的 值 趋 近 于 0 时 , 我 们 有 
walz) ~ zlog 二 证 明 当 z 取 实 数值 , 并 且 趋向 于 +oo 时 , 我 们 有 


网 
tiv~ 所 Eon (ee )， 


< 


U2 土 iv2 一 
由 此 证 明 : 四 个 解 wi, tw2, ws,wa 形成 半 平面 及 z > 0 中 的 基本 解 组 , 并 且 证 明 ws 是 
满足 下 列 条 件 的 唯一 解 : 对 于 实 值 z, 它 在 点 0 有 有 限 的 导数 , 并 且 当 z 趋向 +oo 时 , 它 趋 
近 于 0. 
2) 证 明 : 对 于 RB > 0,R(Y 一 8) > 0, 并 且 z 不 等 于 > 1 的 实数 , 对 于 超 几 何 函数 (第 
十 四 章 ， 习 题 12), 我 们 有 


， 
Fana= 人 te-10 一 be-101 to) ed. 
3) 证 明 我 们 有 : 对 于 整数 p > 0， 
ANp(z) =2 (ee +7- 2 四 Jp 人 (二 
ef 


n 


~ mm(z/2)P+2n 1 1 
- 艺 C rn 万 (i 5 


人 


k=0 
4) 以 任意 精确 度 明确 标 出 J、(z) 的 渐 近 展开 式 (4.14) 的 系数 (代入 贝 塞 尔 方程) 
5) 证 明 如 果 a 承 5 是 两 复数 , 并 且 RR 和 > 一 1, 我 们 有 


(oz 一切) 并 £3a(at)Ia(bt)dt = s(n) Enen) 3 oa 是 Gatoo))， 


2a? f oxen)at = (azz2? — X2)(JA(az))2 + (Ga) 
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(应 用 关系 式 县 Gov nl) 
由 此 导出 如 果 有 Jx(a) = JA(b) = 0, 就 有 
f ndnda = f uedya= no)). 
0 0 


由 此 断定 : 如 果 和 是 实数 > 一 1, 函数 JA(z) 没有 非 实数 的 零点 (要 是 它 有 这 样 的 一 个 
零点 a, 那么 5b = a 也 应 是 一 个 零点 ). 
6) 证 明 我 们 有 


(Jo(z))* + 2(J1(z))? + :+2(Jn(z)) +..…=1 
(应 用 (5.2)). 由 此 导出 : 对 于 任何 实数 z, 我 们 有 
|Jo(z)| < 1, 并 且 对 于 n> 1,|Jn(z)| < 1/V2. 
7) 证 明 对 于 整数 n, 与 复数 u 及 v, 我 们 有 


+ 
Tauto) = >，Jp(dJn-p(u). 


p= 一 oo 
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Constante d Puler: 亚 , 11,. 

7ontinue par morceaux (fonction): 0, 4 et HI, 9. 

Convergent au sens strict (produit infini): VIH, 11. 

Jonvergente (intégrale): I, 9. 

Convergente (intégrale double): 亚 , problame 22. 

Convexe (ensemble ouvert): VI, 4. 

Convexe (fonction): 1, probleme 6. 

Convolée de deux fonctions: V, 4. 

Critique (point) d'un systame autonome: XM, 4 

Couple: 0, 1. 

Couronne: VIL, 2. 


( 集 ) 在 及 中 的 界 : 0, 2. 
( 集 ) 在 C 中 的 界 : 0, 5. 
有 界 (函数 ): 0, 3. 

支 (点 ): VIL 8 及 9. 


柯 西 (条 件 ): 亚 , 9. 

柯 西 (公式 ) : VI 7. 

柯 西 (不 等 式 ): VI 8. 

柯 西 (问题 ): XI, 1 及 XI, 4. 
柯 西 (收敛 法 则 ): VI, 2. 

柯 西 (定理 ): VIL 5 

柯 西 - 利 普 希 茨 (法 ): XL 3. 
柯 西 - 施 瓦 蒋 (不 等 式 ): 1, 4. 
中 心 : XI 4. 

绕 过 n 次 的 单位 圆 : VIL 1. 
道路 , 常 道路 , 包含 在 开 集中 的 道路 , 反 向 
道路 : VI, 1. 

与 男 一 道路 同 伦 的 道路 : VIL, 4. 
无 端点 的 道路 : VL, 10. 
等 价 道路 : VI 1. 

场 口 : XIL, 4. 

鞍点 (鞍点 法 ): 区 , 1. 

紧 ( 集 ): 0, 5. 

互补 (公式 ): 以, 4. 

四 (函数 ): 1 习题 6. 

初始 条 件 : XL 1 及 并 ,4 
边 值 条 件 : XIV, 8. 

保 形 (表示 ): X, 1. 

连通 ( 开 集 ): 0, 5. 

欧 拉 常 数 : 亚 , 11. 

分 段 连续 (函数 ): 0, 4 及 亚 , 9. 
严格 意义 下 收敛 的 〔 无 穷 乘 积 ); VE，11. 
收敛 的 (积分 ): 亚 , 9. 

收敛 的 (二 重 积分 ): 亚 , 习题 22. 
凸 ( 开 集 ): VE, 4. 

凸 (函数 ): L 习题 6. 

两 函数 的 卷 积 : V, 4- 

自治 系统 的 临界 点 : XI 4. 

对 : 0, 1 

圆 环 : VIL, 2. 
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Degré d'un polyn6me trigonométrique: IX, 8. 
Demi-plan: 0, 5. 
Dérivable (fonction vectorielle): 0, 4. 
Dérivable par morceaux (fonction): IX, 8. 
Dérivée drune fonction de variable complexe: VL 6. 
Dérivée a droite, dérivée & gauche: 0, 4. 
Descartes (regle de): I, probleme 7. 
Déterminations du logarithme, détermination 
principale du logarithme: VIL, 9. 
Détermination drune puissance: VE 8 et 9. 
Développable en série entiere (fonction): VI, 5. 
Développement asymptotique, développement 
limité par rapport & E: HL, 6. 


Développement asymptotique a coefficients dans C: 


IH, 7. 
Développements eulériens: IX, 3, 
Dirichlet (série de): VIL, problame 18. 
Disque ouvert, disque fermé: 0, 5. 
Disque de convergence: VL 2. 
Distance drun point & un ensemble fermé: 0, 5. 


Droite reelle: 0, 2- 


Ecart, écart quadratique: IX, 9. 

Echelle de comparaison: , 6. 

Elliptique (fonction) jacobienne: X, 7. 

Elliptique (transformation homographique): X, 
problame 1. 

Entiere (fonction): VI, 5. 

Equation caractéristique drune équation 
différentielle linéaire du second ordre en 
un point régulier: XIV, 5. 

Bquation différentielle d'ordre n: XI, 4. 

Equivalentes (fonctions): 亚 , 3. 

Essentiel (point singulier): VIL, 3. 

Etoilé (ensemble ouvert): VIL, 4. 

Euler-Maclaurin (formule sommatoire d’): IX, 7. 

Exposant de convergence drune suite: 亚 , 
probleme 19. 

Extérieur d'un ensemble: 0, 5. 

Extrémité d'un intervalle : 0, 5. 


三 角 多 项 式 的 次 数 : X, 8. 

半 平 面 : 0, 5 

可 导 (向 量 函 数 ): 0, 4. 

分 段 可 导 (函数 ): 以, 8. 

复 变 函数 的 导数 : VL 6. 

有 导数 , 左 导数 : 0, 4 

第 卡 儿 (法 则 ): 了 习题 7. 
对 数 的 分 支 , 对 数 的 主 分 支 : VIL 9. 


宕 函数 的 分 支 : VIL 8 及 9. 
可 展开 成 短 级 数 的 (函数 ): VI, 5. 
渐 近 展开 式 , 关于 E 的 有 限 展 开 式 : 亚 , 6. 


系数 在 C 中 的 渐 近 展 开 式 : 下, 7. 


欧 拉 展 开 式 : 区 ,3. 

狄 利 克 雷 (级 数 ): VIL 习题 18. 
开 圆 盘 , 闭 圆 盘 : 0, 5. 

收 伍 圆 盘 : VI, 2- 

一 点 到 闭 集 的 距离 : 0, 5. 

实 直线 : 0, 2. 


差 , 平方 差 : IX, 9. 

比较 阶 : 亚 , 6. 

雅 可 比 椭圆 (函数 ): X, 7. 

椭圆 型 (分 式 线性 变换 ): X, 习题 1, 


整 (函数 ): VI, 5. 
二 阶 线性 微分 方程 在 正则 点 的 特征 方程 : 
XV, 5. 


n 阶 微分 方程 : XI, 4. 

等 价 (函数 ): 亚 , 3. 

本 性 ( 奇 点 ): VIL 3. 

星 形 ( 开 集 ): VEL 4. 

欧 拉 - 麦克 劳 林 ( 求 和 公式 ): 多, 7. 
序列 的 收敛 指数 : 亚 , 习题 19. 


集 的 外 集 : 0, 5. 
区 间 的 端点 : 0, 5. 
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Extrémité drun chemin: VI, 1. 


Facteur général d'un produit infini: VIL, 11. 

Faite (ligne de): IX, 1. 

Fausse position (méthode de la): 1, 2. 

Fendu (plan): VIL, 8. 

Fermé (ensemble) dans R: 0, 2. 

Fermé (ensemble) dans C: 0, 5. 

Fixes (points) d'une transformation 
homographique: X, probleme 1. 

Floquet (théoreme de): XI 4. 

Fondamental (systeme) de solutions: XI, 2. 

Fondamental (matrice): XIl, 2. 

Formule de Taylor pour une fonction de variable 
complexe: VI, 6. 

Fourier (coefficient, polyndme, série de): IX, 8. 

Foyer: XI 4. 

Frontiere dun ensemble ouvert ou fermé: 0, 5. 


Gamma (fonction): 亚 , 9 et KX, 4. 
Gauss (intégrale de): NV, problsme 10. 
Gauss (sommes de): IX, probleme 12. 
Gibbs (phénoméne de): IX, probleme 34. 
Graeffe (méthode de): I, problame 15. 
Graphe d'une fonction: 0, 1. 

Gronwall (lemme de): Xl, 2. 


Hankel (fonctions de): XV, 2 

Hankel (intégrale de): IX, 4. 

Heaviside (fonction de): V, 4. 

Halder (inégalité de): I, probleme 6. 

Holomorphe (fonction): Vl, 5. 

Homographique (transformation): X, 3. 

Homotopie, homotopie de lacets: VI 4. 

Hyperbolique (transformation homographique): X, 
probleme 1. 


Image d’um ensemble, image réciproque d'un 
ensemble par une fonction: 0, 1. 
Injective (application): 0, 1. 


道路 的 端点 : VIL 1. 


无 穷 乘 积 的 一 般 因 子 , VIL, 11. 

峰 ( 线 ): IX, 1. 

域 位 (法 ): 工 2. 

割 开 了 的 (平面 ): VIl, 8. 

RR 中 的 闭 ( 集 ): 0, 2. 

C 中 的 闭 ( 集 ): 0, 5. 

分 式 线性 变换 的 不 动 (点 ): X, 习题 1. 


弗 洛 凯 (定理 ): XL, 4. 
基本 解 (组 ): XI, 2. 

基本 (矩阵 ): XI, 2. 

复 变 函 数 的 泰勒 公式 : VI, 6. 


傅 里 叶 (系数 , 多 项 式 , 级 数 ); 区 ,8. 
焦点 : XI 4. 
开 集 或 闭 集 的 边界 ; 0, 5. 


僵 马 (函数 ): 亚 , 9 及 人 区, 4. 
高 斯 (积分 ): IV, 习题 10. 
高 斯 (和 ): 以 , 习题 12. 

吉 布 斯 (现象 ): 区 , 习题 34. 
格雷 费 (方法 ): 开 习题 15. 
函数 的 图 形 : 0, 1. 

格 朗 沃 尔 ( 引 理 ): XI, 2. 


汉 克 尔 (函数 ): XY, 2. 

汉 克 尔 (积分 ): IX, 4- 

赫 维 赛 德 (函数 ): V, 4. 

赫 尔 德 (不 等 式 ): 1, 习题 6. 

全 纯 (函数 ): VL, 5. 

分 式 线性 (变换 ); X, 3. 

同 伦 , 环 路 的 同 伦 : VIL 4. 

双 曲 型 (分 式 线性 变换 ): X, 习题 1. 


集 的 像 , 集 对 于 一 个 函数 的 逆 像 : 0, 1. 


单 射 : 0, 1. 
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Indice d'un point par rapport a un lacet: VI, 6. 

Instable (solution): XI, 1. 

Intégrale d’une fonction vectorielle dans un 
intervalle compact: 0, 4. 

Intégrale d'une fonction continue par morceaux: 
0, 4. 

Intégrale impropre: 耿 , 9， 

Intégrale (équation): XI, 1 et 4. 

Intégrales eulériennes: IV, 3. 

Interpolation (polyn6me d’); IX, Appendice. 

Intervalle fermé, ouvert, semi-ouvert, illimité: 0, 2. 

Isolé (point): VIL, 2. 

Itération: I, 3. 


Jacobienne (matrice): X, 1. 

Joints par une ligne brisée (points): 0, 5. 
Jordan (lemme de): VIL 5. 
Juxtaposition de deux chemins: VI 1. 


Lacet: Vl, 1. 

Lacet homotope & un point: VE, 4. 

Lacets homotopes: VI, 4. 

Lagrange (formule d'interpolation de): IX, 
Appendice. 

Lagrange (formule dinversion de): VE 7. 
Lagrange (méthode de) pour intégration dune 
Equation linéaire non homogene: Xl, 2. 

Laplace (Equation de): VI, 9. 

Laplace (méthode de)pour les intégrales dépendant 
d'un paramétre: IV, 2. 

Laplace (méthode de) pour lintégration des 
6quations différentielles linéaires: XV, 1 ， 

Laurent (développement de): VIL, 2. 

Legendre-Gauss (formule de): IX, 4. 

Leibniz (formule de): 0, 4 

Lentement monotone (fonction): HL, probleme 19. 

Ligne brisée: 0, 5. 

Limite & droite, & gauche: 0, 4. 

Limite dans C: 0, 5. 

Linéaire (equation différentielle dordre) n: XI, 1. 


点 关于 环 路 的 指标 : VI, 6. 
不 稳定 ( 解 ): XI 1. 
向 量 函 数 在 紧 区 间 中 的 积分 : 0, 4. 


分 段 连续 函数 的 积分 : 0, 4. 


反常 积分 : 亚 , 9. 

积分 (方程 ): XL, 1 及 4. 

欧 拉 积分 : IV, 3. 

插值 (多 项 式 ~): 以, 附录. 

闭 区 间 , 开 ~, 半 开 ~, 无 穷 ~: 0, 2. 
点 (孤立 ~): VIL, 2. 

迭代 法 : I, 3. 


雅 可 比 (矩阵 ): X, 1. 

用 折线 连接 的 (~( 两 ) 点 ): 0, 5. 
车 尔 当 ( 引 理 ): VIL, 5. 

两 条 道路 相 衔接 (的 道路 ): VI 1. 


环 路 : VI, 1. 

与 一 点 同 伦 的 环 路 : VL, 4. 
同 伦 环 路 : VE, 4. 

拉客 朗 日 (插值 公式 ): 到 , 附录 . 


拉 格 朗 日 ( 反 演 公式 ): VE 7. 


_ 拉 格 朗 日 非 齐 次 线性 微分 方程 (解法 ): 


XI 2. 

拉 普 拉 斯 (方程 ): VIL, 9. 

关于 含 一 个 参 变数 的 积分 的 拉 普 拉 斯 
(法 ): IV, 2. 

关于 解 线性 微分 方程 的 拉 普 拉 斯 法 : 
XV, 1. 

洛 朗 (展开 式 ): VIL 2. 

勒 让 德 - 高 斯 (公式 ): X, 4 

莱 布 尼 芯 (公式 ): 0, 4. 

组 增 (函数 ): 亚 , 习题 19. 

折线 : 0, 5. 

右 极限 , 左 ~: 0, 4. 

C 中 的 极限 : 0, 5. 

n 阶 线性 (微分 方程 ): XI, 1. 
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Linkaire (systeme) d’équations différentielles du 
premier ordre: Xl, 1. 

Linéaire affine, linéaire affine par morceaux 
(fonction): 0, 5, 

Liouville (transformation de): XIV, 3. 

Liouville (théoreme de): VI 8. 

Lipschitzienne (fonction): XI, 2. 

Localement constante (fonction): 0, 5, 

Localement lipschitzienne (fonction): XI, 3. 

Logarithme d'un nombre complexe: VIL, 9. 


Loxodromique (transformation homographique): 


X, probleme 1. 


Majorant drun ensemble: 0, 2. 

Majoré (ensemble): 0, 2. 

Majorée (fonction): 0, 3. 

Majorer un nombre, une fonction: I, 1. 
Mathieu (fonctions de): XIV, 9. 
Maximum absolu: 0, 3. 

Méromorphe (fonction): VIL, 3. 
Minkowski (inégalité de): I, 4. 
Minimum absolu: 0, 3. 

Minorant d'un ensemble: 0, 2. 

Minoré (ensemble): 0, 2. 

Minorée (fonction): 0, 3. 

Minorer un nombre, une fonction: I, 1.. 
Moyenne géométrique (inégalité de la): I, 


Problame 5. 


Négligeable (fonction) devant une autre: 亚 , 3. 

Neumann (fonctions de): XV, 4. 

Newton (méthode d'approximation de): I, 4. 

Newton (polygone de): {I, Appendice. 

Noeud impropre, noeud propre: XE, 4. 

Nombre de racines comptées avec leur ordre de 
multiplicité: I, Appendice. 

Normalement convergente (série): V, 2. 


Norme d'un vecteur complexe: 1, 1. 


一 阶 线性 微分 方程 (组 ): XL, 1. 
线性 平移 , 分 段 线性 平移 


刘 维 尔 (变换 ): XIV, 3. 

刘 维 尔 (定理 ): VE 8, 

利 普 希 茨 (函数 ):; XI, 2. 

局 部 常数 (函数 ): 0, 5. 

局 部 利 普 希 茨 (函数 ): XI, 3. 

( 实 ) 数 的 对 数 , 复数 的 对 数 : VIL, 9. 
斜 驶 (分 式 线性 实数 ): X, 习题 1. 


集 的 上 界 : 0, 2. 

有 上 界 的 ( 集 ): 0, 2. 

有 上 界 的 (函数 ): 0, 3. 
求 数 的 上 界 , 求 函数 的 上 界 : 1, 1. 
马 带 厄 (函数 ): XIV, 9. 
绝对 极 大 值 : 0, 3. 

亚 纯 (函数 ): VIL 3. 

闵可夫 斯 基 (不 等 式 ): L 4. 
绝对 极 小 值 : 0, 3. 

集 的 下 界 : 0, 2. 

有 下 界 的 ( 集 ): 0, 2. 

有 下 界 的 (函数): 0, 3. 
求 数 的 下 界 , 求 函 数 的 下 界 : 1，1. 
几何 平均 的 (不 等 式 ): 0 习题 5. 


对 另 一 函数 可 略 去 的 (函数): 亚 ,3. 
诺 伊 曼 (函数 ); XV, 4. 

牛顿 (逼近 法 ): I, 4. 

牛顿 (多 边 形 ): 亚 , 附录 . 
反常 结 点 , 正常 结 点 : XIH, 4. 

按 重 数 计算 的 根 数 : 七 附录. 


正规 收 伍 (级 数 ): V, 2. 
复 向 量 的 范 数 : D, 1. 


Orde d'une fonction méromorphe en un point: VIL, 3. 亚 纯 函数 在 一 点 的 阶 数 : VE, 3. 
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OQrdre de mdltipliotte drdne ravine: 1, Appendice. 
Ordre lexicographique: HL, 5. 
Origine d'un chemin: VIl, 1. 
Oscillation (théoreme d’): XIV, 7. 
Ouvert (ensemble) dans R: 0, 2. 
Ouvert (ensemble) dans C: 0, 5. 


Parabolique (transformation homographique): X, 
probleme 1. 

Parseval (relation de): IX, 9. 

Partie principale d'une fonction relative a £: H, 3. 

ee: 亚 ，7. 

Partie singuliere drune fonction en un point 


Partie principale générali 


singulicr isolé: VIl, 3. 
Phase stationnaire (méthode de la): VY, 4. 
Point frontiere, point intérieur: 0, 5. 
Pale d'une fonction méromorphe: VL, 3. 
Polynéme trigonométrique: IX, 8. 
Prépondérante (fonction) sur une autre: W, 3. 
Primitive d'une fonction continue par morceaux: 
0, 4 
Primitive d'une fonction analytique: VI, 6. 
Principe de comparaison pour les séries: 1, 2. 
Principe de comparaison pour les intégrales: JL, 9. 
Principe de symétrie: X, 6. 
Principe des 2éros isolés: VI, 3. 
Principe du maximum: Vl, 9. 
Principe du prolongement analytique: VI, 7. 
Produit d’'ensembles: 0, 1. 
Produit infini, produit infini convergent: VIL 11. 
Produit scalaire hermitien: I, probleme 15. 
Projection (premiére, seconde): 0, 1. 
Prolongement d'une fonction: 0, 1. 
Puiseux (développement de): 下 , Appendice. 


Puissance complexe d'un nombre comlexe: VIL, 9. 


Raabe (intégrale de): IX, problame 27. 
Ramification (point de): VII, 8 et 9. 

Rayon de convergence: Vl, 2. 

Rectangle des périodes drtine fonction elliptique: 


根 的 重 数 : 工 , 附录 . 
编 字典 的 次 序 : 亚 , 5. 
道路 的 起 点 : VIL 1. 
振动 (定理 ): XIV, 7. 
民 中 的 开 集 : 0, 2. 
C 中 的 开 集 : 0, 5. 


抛物 型 (分 式 线性 函数 ): X, 习题 1. 


帕 塞 瓦尔 (关系 式 ): IX, 9. 

函数 关于 £ 的 主要 部 分 : 亚 , 3. 
广义 主要 部 分 : 严 , 7. 

函数 在 孤立 奇 点 的 奇异 部 分 : VE 3. 


平稳 相位 (法 ): IV, 4. 
边界 点 , 内 点 : 0, 5 

亚 纯 函 数 的 极点 : VIL 3. 

角 多 项 式 : 人 ,8. 

对 另 一 函数 占 优势 的 函数 : 亚 , 3. 
分 段 连续 函数 的 原 函 数 : 0, 4- 


解析 函数 的 原 函 数 : VI, 6. 
级 数 的 比较 原理 : T 2. 
积分 的 比较 原理 : 亚 , 9. 


对 称 原理 : X, 6. 
孤立 零点 原理 : VI, 3. 
最 大 模 原 理 : VL 9. 
解析 开拓 原理 : VI, 7. 
集 的 乘积 : 0, 1. 


无 穷 乘积 , 收敛 无 穷 乘积 : VIL, 11. 
埃 尔 米 特 纯 量 积 : 1, 习题 15. 
(第 一 , 第 二 ) 射影 : 0, 1. 
函数 的 开拓 : 0, 1. 

皮 瑟 (展开 式 ): 亚 , 附录 . 
复数 的 复数 罕 : VIL 9. 


拉 伯 (积分 ): 区 , 习题 27. 
支 (点 ): VI 8 及 9. 

收敛 半径 : VL 2. 

燃 圆 函数 的 周期 矩形 : X, 7. 
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Regle d'addition des erreurs: 1, 1. 

Regula falsi: I, 2. 

Régulier (point) dune fonction: VIL, 1. 

Régulier (point) d'une équation différentielle 
linéaire: XIV, 5. 

Réguliere (application linéaire tangente): X, 1. 

Réguliere (suite): LL, probleme 19. 

Représentation conforme: X, 1. 

Résidu: VE 4. 

Résolvante (matrice) d'une équation différentielle 
linéaire: XIl, 2. 

Reste d'un développement asymptotique: HL, 6. 

Reste d'une intégrale convergente: HL, 9. 

Restriction drune fonction: 0, 1. 

Riccati (équation de): XI, problame 2. 

Rouché (théoreme de): VIL 6. 

Runge (phénoméne de): XK, Appendice. 


Schwarz (lemme de): X, probleme 9. 

Senwarz-Christoffel (représentation conforme de): 
X, 5. 

Secteur angulaire: X, 4. 

Segment fermé: 0, 5. 

Séparation des racines drune équation: 下 1. 

Série de vecteurs, série partielle, série infinie dans 
les deux sens: 1, 2. 

Série entiere: VI, 2. 

Simplement connexe (ensemble ouvert): VIl, 4. 

Simplement convergente (suite, série): V, 2. 

Singulier (point): VIL, 1. 

Solution, solution approchée d'une équation 
différentielle: XI, 1 et 4. 

Stable (solution): XI, 1. 

Stirling (développement de): IX, 7. 

Stirling (formule de): IV, 3. 

Sturm (suite de): I, probleme 6. 

Sturm-Liouville (probleme de): XIV, 8. 

Surjective (application): 0, 1. 

Sylvester (résultant de): H, Appendice. 


误差 求 和 法 则 : L, 1. 

试 位 法 : 1, 2. 

函数 的 正则 (点 ): VIL, 1. 
线性 微分 方程 的 正则 (点 ): XIV, 5. 


(切线 性 ) 正则 (映射 ): X, 1. 

正则 (序列 ): 亚 , 习题 19. 
保 形 表示 : X, 1. 

留 数 : VE, 4. 

线性 微分 方程 的 预 解 (矩阵 ); XI, 2. 


渐 近 展开 式 的 余 项 : 亚 , 6. 
收敛 积分 的 余 项 : 亚 , 9. 
函数 的 限制 : 0, 1. 

里 卡 蒂 (方程 ): XL, 习题 2. 
鲁 歇 (定理 ): VIL 6. 

龙 格 (现象 }: 区 , 附录 . 


施 瓦 蒋 ( 引 理 ): X, 习题 9. 
施 瓦 英 - 克 里 斯 托 费 尔 ( 保 形 表示 ): X, 5. 


角 扇 形 : X, 4. 

闭 线段 : 0, 5. 

方程 的 根 的 分 离 : 也 1. 

向 量 级 数 , 部 分 级 数 , 双向 无 穷 级 数 : I, 2. 


寡 级 数 : VI, 2. 

单 连通 ( 开 集 ): VI 4. 

简单 收 化 (序列 , 级 数 ): V, 2. 
奇 点 : VIL, 1. 


微分 方程 的 解 , 近似 解 : XI, 1 及 4. 


稳定 ( 解 ): XIL, 1. 

斯 特 林 (展开 式 ): X, 7. 

斯 特 林 (公式 ): IV, 3. 

施 图 姆 (序列 ): 1, 习题 6. 

施 图 姆 - 刘 维尔 (问题 ): XIV, 8. 
满 射 : 0, 1. 

西 尔 维 斯 特 ( 结 式 ): ,附录 - 


引 
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Systeme d'6quations différentielles du premier 


ordre: XI, 4. 


Thalweg (ligne de): IX, 1. 

Théoreme de la moyenne: I, 3. 
Théoreme des résidus: VIL 4. 

Theore fondamental de lalgebre: VI, 9. 


‘Trajectoire d’un systeme différentiel autonome: 


XI 4. 
Transcendante (fonction entiere): VIL, 3. 


Uniformément bornée (suite de fonctions): V, 3. 
Uniformément continue (fonction): 0, 3 et 0, 5. 
Uniformément convergente (suite, série): V, 2. 


Valeur moyenne d'une fonction: V, 4. 


Valeurs propres d’une équation différentielle linéaire 


pour des conditions aux limites: XIV, 8. 


Variations dune suite (nombre de): I, probleme 6. 


Variation des constantes (méthode de la): XH, 2. 


Vecteur complexe: I, 1. 


Vectorielle (équation différentielle): XI, 4. 
Voisinage aa droite, a gauche d'un point de RR, 


voisinage de +o0: H, 1. 


Weierstrass (formule de) pour la fonction T': IX, 4. 


‘Weierstrass (théoreme d'approximation de): V, 5. 


Weierstrass (théoreme de convergence de): VI, 10. 


Wronskien: XI, 2. 


Young (inégalité de): I, probleme 4. 


Zéro drune fonction méromorphe: VIL, 3. 


一 阶 微分 方程 组 : XI, 4. 


谷 线 

中 值 定理 : 1, 3. 

留 数 定理 : VIL, 4. 

代数 基本 定理 : VI, 9. 
自治 微分 系统 的 轨道 : XM, 4. 


超越 ( 整 函 数 ): VIL 3. 


一 致 有 界 的 (函数 序列 ): V, 3. 
一 致 连续 (函数 ): 0, 3 及 0, 5. 
一 致 收敛 (序列 , 级 数 ): V, 2. 


函数 的 平均 值 : V, 4- 

线性 微分 方程 对 边 值 条 件 的 特征 值 : 
XV, 8. 

( 数 ) 列 符号 的 变化 : I, 习题 6. 

常数 变易 (法 ): XI, 2. 

复 向 量 : 1, 1. 

向 量 (微分 方程 ): XI, 4. 

屎 中 一 点 的 右 邻 域 , 左 邻 域 , 土 oo 的 邻 
域 : 亚 ，1， 


函数 T 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 (公式 ): X, 4 
魏 尔 斯 特 拉 斯 ( 允 近 定理 ): V, 5. 

魏 尔 斯 特 拉 斯 (收敛 定理 ): VIL 10. 

朗 斯 基 : XI 2. 


杨 (不 等 式 ): 1 习题 4. 


亚 纯 函 数 的 零点 ; VE 3. 
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主要 公式 


不 等 式 


仆 " pat 


b 
< oe (f 是 分 段 连续 的 复 值 函数 ) (中 值 不 等 式 


b 到 b 二 
< (f vera) (fora) 


着 
2 ai 
Fa 


b 
seat 


( 柯 西 - 施 瓦 英 不 等 式 ). 
解析 函数 
积分 的 定义 J tae: ny: led ©, 


b 
fa = to) wat 


a 关于 一 个 环 路 7 的 指标 : 
dz 


DE 二 


柯 西 公式 ( 在 单 连通 区 域 D 内 解析 , 7 是 D 中 的 环 路 , ze D 不 在 环 路 的 像 上 ) 
1 f(z)dz 


2mi Jy z—z 


j(z;9)f(7) = 


主要 公式 “411. 


起 f(z)dz 


| Gs) ZED. 


jz; Mf (zs) = 


A- {a} 中 解析 函数 f 的 治 衣 级 数 


FS= So Dn 


n=0 
2 1 f(z)d 
Zz)dz a 
n= 3 Ga) = 喜人 -9 lgdz 


(Y:t 一 a 十 reit 包含 在 A 中 ). 
留 数 定理 (了 在 D' = D 一 {a1,… ,an} 中 解析 , D 是 单 连通 区 域 , 7 是 D' 中 的 环 路 ) 


| sae = 2 DD ilow WResos. 
学 大 一 1 


复 指数 及 复 对 数 
ez =1+ 广 Te i … ,对 于 z EC 收敛 ， 
2! nl! 
Be e* 二 1/ex z,z 在 C 中， 
le|=e®, eS=% 


cosz 一 Be Ee 二 ( = ), 
logz = log|z|+iAmz, A (logz) = 
对 于 沿 负 半 实 轴 割 开 的 平面 上 的 z. 


d 
入 Alogz 入 入 -1 
2 二 6 2 ) 一 和 z 
» Et ) 3 


对 于 任何 复数 X，z 在 沿 负 半 实 轴 割 开 的 平面 中 . 


log(1 + z) = = +(-1)" 1 全 + 
og 起 =z 一 了 于 


Gr it 人)z+ Ot te 


对 于 |z| <1. 


sz=: 开 人- - 声 ) 对 于 zeC， 


1 


cotz 一 E+ a 对 于 z/x 不 是 整数 时 . 
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伽 马 函 数 
1 。 2z(z 十 1)…(z 十 1) 
T(z) a (n+ 1)n! 
一 Ze 四 hE 二 e-z/m 
ze I ( 二) e 
对 于 任何 ze C;7 是 欧 拉 常 数 , 由 下 列 公式 给 出 ; 


3 1 2 
1= big (+3t§te tlogn) = 0,577 215 604 E 


T(z+1)=2T(z) 对 于 -z¢N, 


MM(z) _ 1 之 Zz 二 
a 对 于 一 z 失 N. 


rm+l)=nl 对 于 nen,r (8) = = 


1 志波。 
ve 
(互补 公式 ). 
z EN i 玫 
r(9r( : ) r (2 ) = Ca 后 pt-T(C) 四 是 整数 > 1 


( 勒 让 德 - 高 斯 公式 ). 


i 二 人 uerdu (zeC) 
( 汉 克 尔 积 分 ), 这 里 L : 有 一 C 是 在 沿 负 实 轴 制 开 的 平面 中 的 无 端点 道路 t 一 
r 人 beteG， 而 且 
es 
FZ+8<p) < 在 +oo 的 邻 域 中 ， 
x < yt) < -3 一 8 在 -oo 的 邻 域 中 (5 > 0). 


+o0 
ro=/ t*-!le-tdt Rz>0, 
0 


a T(z)T 
B(z,y) =/ tz-101 一 tldt = 下 对 于 Rz > 0,Ry > 0， 


Ir(z) ~ VE ie-= (z 是 趋向 于 +oo 的 实数 ) 
(斯 特 林 公式 ). 


二 诊 训 te 下 一 
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(n 是 趋向 + oo 的 整数 ,z 是 复数 ). 

人 并 号 一 (n 是 趋向 + oo 的 整数 ，z # N). 
2n 

人 名] 澡 项 (n 是 趋向 + oo 的 整数 ). 


十 oo 
[er 
0 


元 于 ) 对 于 a > -18> 0,c> 0. 
C 


A sin2z-10cos2y-10db = 了 人 y) (z>0y>0) 
0 


人/ -letitgt = etsiT(A) 人 是 实数 ， 且 0< 入 < 1). 
0 
伯 努 利 数 及 伯 努 利多 项 式 


本 B 
二 一 一 二 1)n-l_ on ,2n-l 
二 
1 1 1 1 
Bi 一 和 ，B2 一 Bs = 二， 于 
1 一 6， 了 B2> 30， 3= 5 Ba 而 
5 691 
Be= 
“人 
2(2k)! 1 2k+ 却 
Bs We > nx ME 
2 1 Vn 
让 pr (0<lzl<2x, zeO), 


Pn(7) = 7" 一 2 十 (ae 一 (ae 十 (pz 一 到 


en(z 十 ]) 一 pn(z) = nz 
9n(1 一 Z) = (一 1D) "pn(z)， 
pak+l(0) = 0， Yak(0) = (—1)*+ Bk, 


9h(z) = npn-i(z) (n> 2), 
Yak(z] = (—1)*+12(2k)! )!>， 于 


n=1 


(0<z<1), 
wa2k+1(Z) = (—1)*+12(2k +1)! pb sin 2nnz 


= (2mr)2K+T 了 
其 中 & > 1, 有 关 级 数 是 正规 收敛 的 . 


re 
pi(z) =2 -3 = 一 一 


n=1 
对 于 0<z<1 及 0<a< 这 上 式 右 边 级 数 在 [a, 1 一 a] 中 一 致 收敛 , 并 且 部 分 和 在 


[0,1] 中 一 致 有 界 . 
欧 拉 -- 麦克 劳 林 公式 


Fn) + Fmt D+ t Fy) = FO + Bm) + fn) 


+ TCD em 一 Jen-D(m)+Rr 
h=1 


这 里 ee 
Rl < ws {We 

m < 是 整数 , 于 是 它 的 前 2r 个 导数 在 [mn] 中 连续 , 并 且 在 m,n] 中 有 分 段 连续 
的 (2r 十 1) 阶 导数 . 

傅 里 时 级 数 

2 
= 直人 fe "dt 和 me 加， 
Ws 3 eosmta, 二 3 ssnmta 


(m 为 整数 > 1)， 


1 /2 
ao 一 去 人 f(t)at 
(在 [0, 2m] 中 分 段 连续 函数 f 的 侍 里 叶 系数 )， 


十 oo 1 ‘27 
= 到 VPR 
( 帕 塞 瓦尔 关系 式 )， 


ao 十 ba cosmz + bm sinmz) = Bf((et) + f(z—)), 


m=1 
上 式 成 立 的 条 件 是 : f 是 周期 2 的 周期 函数 , 并 且 在 及 中 分 段 连续 及 分 段 可 导 , 在 
不 含 f 的 任何 不 连续 点 的 任何 闭 区 间 中 , 级 数 一 致 收敛 , 并 且 级 数 的 部 分 和 在 及 中 
一 致 有 界 . 
矩阵 计算 


(AOFO) = 《GOJG+4G7G) 
d 
团 
(4(t), B(t) 是 矩阵 , f(t) 是 向 量 )， 
b b 
/ Aflt)dt = 4. / f(t)at 


(A(t)B(E)) = A B(t) + At)B'(E) 


(4 是 常数 矩阵 , f(t) 是 向 量 )， 
e4z =exp(Az)= SF 二 全 
Un 


(4 是 方 阵 , z 是 任何 复数 , 级 数 绝对 收敛 )， 


e9 = T， er = Jer， e4(z+z) =ehzehAz, e-42 一 (e4z)-1， 
dk 
Ze) = 4kehz = eAzAK, 


如 果 
(B 及 C 是 方 阵 , 我 们 有 ) 


线性 微分 方程 的 解 
设 有 齐 次 线性 微分 方程 
=A 
这 里 4(#) 是 一 个 n 阶 方 阵 . 这 个 方程 的 基本 解 组 是 一 组 nr 个 线性 无 关 的 解 v1(t),… ， 
的 . 列 是 v1( 引 ,… ,vn(t) 的 n 阶 方 阵 立 的 , 叫做 已 给 方程 的 基本 给 阵 . 
我 们 有 


Dn 


t 
aet (VO) = det (V(x ( {Tr(a ) . 


方程 
ar = A(t).z + b(t) 


在 点 s 取 值 zo 的 唯一 解 由 下 列 拉客 朗 日 公式 给 出 : 
os =VOVG) 0+ vO { VEO be. 
设 有 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 
Zz" +p(t)z’ + q(t)z = 0, 


它 的 基本 解 组 是 一 组 两 个 不 成 比例 的 解 wi,u2. 这 组 解 的 朗 斯 基 和 矩阵 W(t) = 
aa(baus(b -ua(bu(b 由 下 式 给 出 : 


W(t) = W(s)exp (- [ row) 
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并 且 方 程 


2 十 p(bz + q(t)z = f(t), 
在 点 to 是 零 的 解 由 下 列 公式 给 出 : 
v(t) = [ 1(s)u2(t) ~ uz(s)u1(t) f(s)ds. 


W(s) 


本 书 作者 J. 迪 厄 多 内 (Jean Dieudonné) 先生 (1906 一 1992) 是 法 国 著名 数学 
家 , 法 国 科学 院 院士 , 法 国 布尔 巴 基 (N. Bourbaki) 学 派 的 创始 人 之 一 . 该 学 派 在 推 
动 数学 研究 , 特别 在 推动 数学 的 教学 改革 中 , 起 了 重要 的 作用 . 但 其 在 中 学 的 数学 教 
学 改革 中 , 曾经 有 过 一 些 消极 的 影响 . 

本 书 是 作者 为 了 弥补 法 国 高 等 学 校 数学 教学 改革 中 所 出 现 的 一 些 问题 而 编写 的 . 
作者 在 本 书 序言 中 指出 一 些 大 学 生 数 学 计算 能 力 差 ; 指出 只 有 从 过 去 不 间断 传 到 今 
天 的 数学 , 没有 有 些 人 过 去 曾经 鼓吹 过 的 所 谓 “新 数学 ”". 当然 这 些 都 是 从 教师 不 适 
当 教 学 中 所 产生 的 问题 . 

作者 在 本 书 序言 中 还 指出 : 无 穷 小 计算 的 实质 不 只 是 建立 一 些 等 式 , 而 把 “ 求 上 
界 、 求 下 界 、 逼近 ”三 个 词 作为 本 书 的 提要 ; 还 指出 要 使 读者 懂得 无 穷 小 计算 中 各 种 
运算 的 直观 概念 . 这 些 都 是 重要 的 提示 . 

本 书包 含 函 数 与 映射 的 逼近 及 渐 近 展开 式 、 复 变 解析 函数 的 基础 、 一 阶 与 二 阶 
线性 微分 方程 的 近似 解法 与 稳定 性 以 及 贝 塞 尔 函 数 等 . 特别 是 有 些 关 于 近似 计算 的 
内 容 在 - 般 教材 中 似 不 常见 . 译 者 认为 我 国 在 编 教材 时 曾 提 出 “ 少 而 精 ” 及 “理论 联 
系 实际 ”的 原则 仍然 是 合适 的 .“ 少 而 精 * 才能 使 学 生 较 易 掌 握 必 须 学 到 的 内 容 ,“ 理 
论 联系 实际 ” 似 应 指 所 授 内 容 应 与 实际 应 用 及 理论 研究 的 需要 以 及 学 生 接受 的 能 力 
相 适 应 . 采用 本 书 作为 教材 的 老师 们 请 根据 具体 情况 确定 教学 内 容 . 


余 家 荣 , 2011 年 元 月 


